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Les classes de Terminales S2 et S4 sont des classes a vocation scientifique
tournée vers les sciences expérimentales. En conséquence I'analyse et la
gestion de données y prennent une place prépondérante et le savoir faire
est privilégié sur les savoir théoriques.

Le but de cet ouvrage est de permettre a I’éléve de TS2, TS2A ,TS4
ou TS5 d’avoir un instrument de travail efficace, qui va I'aider
durant toute I’année afin de mieux maitriser et comprendre tous les
chapitres du programme .Ayant constaté qu’il n’existe
pratiquement pas, du moins a ma connaissance ,de manuelles de
mathématiques conformes au programme sénégalais en classe de
TS2 qui traitent de maniéere entiére tous les chapitres au
programme .De ce fait j’ai jugé nécessaire de fournir aux éléves un
document qui va traiter toutes les legcons de manieére claire avec des
exercices d’applications corrigés , bien détaillés et expliqués afin de
mettre en place le savoir-faire .

Ce document permettra aussi aux collegues, ces soldats du savoir
dévoués pour cette cause noble de gagner du temps pour la
préparation de leurs cours et la réalisation de certaines taches.

En espérant que ce travail vous plaira, vous aidera, j’attends de
votre part toute suggestion que vous pourriez me formuler et je
prie a toute personne qui aurait constaté une erreur qui se serait
glissée de bien vouloir me la signaler

S. TOUBA GUEYE
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CHAPITRE 1 : FONCTIONS NUMERIQUES

OBIJECTIFS

e Déterminer I'image d’un intervalle par une fonction continue

o Utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires pour rechercher une valeur approchée d’un
zéro d’une fonction continue.

o Justifier 'existence de la continuité et la monotonie d’une fonction réciproque.

e Représenter la fonction réciproque d’une fonction bijective donnée a partir de la
représentation de cette derniere.

e (Calculer la limite d’'une fonction composée gof en un point a lorsque f admet une limite
b enaet lorsque g est continue en b.

e Justifier la continuité de la composée de deux fonctions continues.

e Justifier la dérivabilité et calculer la dérivée d’une fonction composée

e Connaitre les notations f/, f'" ... f(™

e Calculer les dérivées successives

e Savoir utiliser le théoréme I'inégalité des accroissements finies

e Connaitre les primitives des fonctions usuelles

e Déterminer les primitives des fonctions usuelles du type (u'ov).v'; u™u'v ; n € Q — {—1}

Sources

e Collection Hachettes

e CIAM

e Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal) —Année 2006
e Cours des collegues

e Internet

e Le site Sundar( https://sunudaara.com)

e Livre de Akhlou Tothie

Plan : (Voir cours)
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Déroulement Possible

I.  Compléments sur les limites et continuité
1. Limite finieen0

Exemple : Calculer les limites suivantes

. Sinx . 1-cosx . 1-cosx
) lim ;lim ;lim
x—-0 X x—0 X x-0 X
Solution
. sinx 0
lim =-=F]
x-0 X 0

Levons I'indétermination
Posons f(x) = sinx ;f(0)=0

f étant dérivable sur R donc derivable en 0 donc

sin

lig 5 = i £508 = £/(0) = cos0 =1
D’ou lim 32% = 1
x-0 X
° l]m 1—-cosx — 1—cosO0 — 9 — FI
x—-0 X 0 0

Levons I'indétermination
Posons g(x) =1 —cosx ;g(0)=0
g étant dérivable en 0 et g'(x) = sinx

lim 225%5% _ i 090 _ g'(0)=sin0=0

x-0 X x—0 x—0
, ~ q:. 1—cosx
D'oulim———==0
x-0 X

. 1-cosx 1-cos0 0
e lim = =-=F]
x—0 x2 0 0
Levons I'indétermination

> Premiére méthode

1-cosx
1—cosx 7
Ona——=—%—
x x

X

Posons f(x) =1—cosx et g(x) = x?

f(0)=0etg(0)=0

1—cosx f(x)—£(0)
I 1—cosx_l_ —x _ i T x=0
0 x2 xoo x2 +50 g(x) — g(0)

X x—0

Comme f et g sont dérivables en 0 donc :
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1—cosx . f'(x) f'(x) . cosx 1

lim = = lim = lim ==
x—0 X x>0g'(x) x-0g"(x) x-0 2 2
li 1—cosx 1
im————=—
x-0 x2 2
» Deuxiéeme méthode
. 1—cosx . 1—cosx _ 14cosx . 1-cos®x . sin?x 1 sinx\ 2 1
lim = lim X = = =
x—0 x2 x—0 X2 1+cosx x—0 x2(1+cosx) x—0 X2 1+cosx x—0\ x 1+cosx
<7 1-cosx 1
Doulim——=1x>-=-
x—-0 X 2
li 1—cosx 1
m--——-=-—-
x-0 x?2 2

2. Enoncé usuel sur les limites
a. Théoréme de comparaison
> Théoréme 1 :Soient x, € R = R U {—o0; +00}, f et g deux fonctions admettant une limite
finie
e Sif(x)<g(x)alors xln}} f(x) < gx)
—Xo

> Théoréme 2 :Soient f et g deux fonctions et x, € R

o Sif(x)<gx) et lim g(x) = —oc0alors lim f(x) = —o
X—>Xg X—=Xo

e Sif(x)<g()et lim f(x) =+ alors lim g(x) =+
X—-Xg X—>Xg

> Théoréme 3 (Théoréme des gendarmes) :Soient x,,l € R f, g et h 3 fonctions telles que:

h(x) < f(x) < g(x)
e Silim h(x) = lim g(x) =1 alors lim f(x) =1
X-Xq X—Xq X—>Xg

% Conséquence du théoréme des gendarmes

Soientxy € R,a € R, f et g deux fonctions .

o Si|f(x)—al<gkx)et lim g(x) =0alors lim f(x) =«
X—Xq X—Xg

Exemple :
1) f(x) = —x%+ cosx.Montrer que six > 0,ona f(x) < —x? + 1. En deduire lirp f(x)
X—+00
XYCOS*  Montrer que si > 2 lim k(x) ==
2x+1 2 x>+ 2
3) Soith(x) = (x—3) sinﬁ Montrer que |h(x)| < |x — 3|.En déduire lirrel) h(x)
_ fat

1

2) Soitk(x) =

Solution
1) Soit f(x) = —x% + cosx
Montrons que f(x) < —x2+1
Soitx > 0 ona: —1<cosx <1
—x?2—1<—x?+cosx<—x?+1

—x?2-1<f(x)<—x%+1
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Dol f(x) < —x2+1

Déduisons en “T f(x)
X—+00

Ona:f(x) <—x*+1et lil_l!l —x?+1=—owalors lilll f(x) = —
X—+00 X—+00
X+CosSx
2) k()= 2x+1

. 1 . 1
Montrons quesix > = , lim k(x) ==
2 x—+0o 2

Vx €Rona: —1<cosx<1

x—1<x+cosx<x+1

x-1 xX+cosx x+1
< <

1
Vx>5 ona:

2x+1 ~ 2x+1 T 2x+1
x—1<k <x+1
1= K =5

. x-1 . x+1 1 N , . . 1
Or lim = lim = = alors d’aprés le théoréme des gendarmes lim k(x) ==
x—+o0 2x+1 x—>+ 2x+1 2 xX—400 2

3) h(x) =(x—-3) sin%

x-3

Montrons que |h(x)| < |x — 3|

qutS;iE]R,ona: —1SsinL51
x-3 x-3
|sinil <1
x-3
. .1
Orsix # 3, [x—3|>0 donclx—3|><|sm;|§|x—3|
.1
Onaura: |(x—3)smE|S|x—3|

D'ou |h(x)] < |x — 3]
Déduisons en lirré h(x)
X—
Ona:lh(x)| < |x—3|et lingllx— 3| =0alors li1131h(x) =0
xX— xX—
b. Limite d’une fonction composée

Théoréme 4 : Soient a, b etc € R f et g deux fonctions .

e Silim f(x) =bet lim g(x) = calors lim gof(x) =c

x—-a Xx—b x—-a

Exemple :

. . 1 :
Soit la fonction m telle que m(x) = x sin= Calculer lim m(x)
X X—+00

Solution :

Premiére méthode :
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o1 sin-
Vx # 0,onam(x) = xsin - =

sinx

Posons f(x) =§ et g(x) = doncm(x) = gof(x)

sinx
=1

: 1 : .
A, S0 = 5 = 0et ety ==

D’ou lim gof(x) = lim m(x) =1
X—+0o0 X—+00

Deuxieme méthode :

Onam(x) =x sin%

Posonst%@xz% .Six > 4o alorsX - 0

) o1 . sinX
lim xsin— = lim =1
x—+00 x x-0 X

D’ou lim m(x) =1

X—+00
Exercice d’application :
Calculer les limites suivantes :
. 1 . 1 cosXx
a) lim =+ sin (= b
)x—>0x (x) ) x——oo0 X+1
oOlimxEQ) d) lim >+ cos(2)
x—0 X X—>+00 X X
- X . tanx—1
e)lim i ,

f) il_r)% 2sinx—/2 g)
4

x— 2-sin-
X

) lim x3+2x2+1sin(1) . )limx5+x4+x3—3
9 X—400 4x2+3x+2 x 9 x—1 x124x10-2

3. Interprétation graphique
a. Asymptotes verticales et horizontales

Soit f une fonction définie sur ]|—o0; a[ U |a; +oo[ ,C; sa courbe , a et b des réels.

e Silim f(x)=oou lim_ f(x) = o alors la droite x = a est une asymptote verticale a
X—a X—a
Cr
e Si lim f(x) = b alors la droite y = b est une asymptote horizontale a C¢
X—00

-
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La droite y = 0 est asymptote horizontale en — o et + oo
Les droites x = —3 et x = 1 sont asymptotes verticales en — o et + o

Exemple :

Soit f(x) = ﬁ

Déterminer le domaine de définition, calculer les limites aux bornes puis préciser les asymptotes

Solution :
fexistessix—1+0
x*1
Df = R\ {1} = ]—00; 1[ U ]1; +oo[
lim f(x) = lim 2 =0

X——00 x——o00 X—1

. T 2 —
xl—l>I-Poof(x) - x1—1>I-Poo x-1 0

La droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a Cy en — 0 et +

. . 2 2
li ) = lim %5 =

= 00
X —00 1 + o0
x—1 - d) +
: 2 ) 2
xlg{l_f(x) =—-=-wet xll)r%f(x) =5 =t

La droite d’equation x = 1 est asymptote verticale a Cr en — o et + o

b. Branches infinies

Soit f une fonction ,Cr sa courbe , a et b des réels.

lim £
—o00 X
o Si lim ¥

Si lim f(x) = oo alors on doit faire une recherche de branches en calculant
X—00 X

x—oo X

o Si limm

xX—>oo X

= 0 alors Cf admet une branche barabolique de direction (0x)

= o alors C; admet une branche barabolique de direction (0y)

ES

/
\ / o
. > Courbe admettant une branche
—— parabolique de direction (Ox)
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o Si limZ% = ¢ 0 alors on cacule lim f(x) —ax
X—00

X— 00

v' Si lim f(x) —ax = b € Ralors ladroite y = ax + b est une asymptote oblique a
X—>00
(Cr)

v' Si lim f(x) — ax = o alors (Cr) admet une branche parabolique de direction
X—00

asymptotique la droite y = ax
Organigramme de recherche de branches infinies

Si;im f(x) =

On calcule lim AC]
xX—oo X
si lim Z2 = o silimI% =g e R* si lim £ = o
x—oo X x-> X x—00 X

l |

(Cr) admet une

(C¢) Admet une On calcule mett
BP de direction lim f(x) —ax BP de direction
X—>00

(0y)

(0x)

Silim f(x) —ax=b €R
X—>00

‘, |

(Cr) admet une branche

Si lim f(x) —ax = o
X—00

La droite y = ax + b est

asymptote oblique 3 (Cy) parabolique de direction

asymptotique la droite y = ax
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Exemple :

Dans chacun des cas suivants, étudier la branche infinie en 400

f)=x3+2x2—-x-1

1
2) fx)=+vx+1
x%4+2x-1

)
)
3) fl) =222
4) f(x)=Vx?—x

1) f(x)=x3+2x2-x-1

lim f(x) = 4o

xX—-+00
3 2 3
. X . xX°+2x“—x—1 .
lim ACI . lim /== lim == lim x% =4
X—=+00 X X—>+00 X xX—=>+00 X X—>+ o0

Cr admet une branche parabolique de direction (oy) en + o

2)f(x) =vVx+1
lim f(x) =+

X—+00

. f(x) . Vx+1 . x+1 x+1 1
lim — = lim = lim —= lim —X—==1%x0=0
x—>+o0 X x—>+00 X x—+00 XVx+1 x>+ X Vx+1

Cr admet une branche parabolique de direction (ox) en + o

x%+2x-1
3) () =222
lim f(x) =+
X—+00
x%4+2x-1 2y or 1 5
) o x?P+2x—1 o x*+2x—1-x*—x ox—1
lim f(x) —x= lim —————— —x = lim = lim =
xX—>+o0 x>+ x4+ 1 x—+00 x+1 x>+ x + 1

La droite y = x + 1 est asymptote oblique a Cf en + o

Hf(x) =Vx? —x

lim f(x) = +oo

X—+00
5 1
po f Ve -x o xf-x o210y
m  —= IIm —F= IIlh ——= Il —= I ——/——
x-+0 X x—+00 X xX—+00 x,/xz —x X—+00 1/x2 —x xX—+00 1
x [1—=
X
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f(x) 1-3
x i
lim —== lim X -1
x—->+00 X X—+00 1
1__
X
. _ ——— _ x?—x—x* . —x
x—1>r-|poof(x) x_xl&nm x x_x—l>r—+pm1/x2_x+x_x—l>£—nm 1

lim f(x)—x = lim ——=—=
X—+00 X—>+00 1_3_15"'1 2

Donc la droitey = x — % est une asymptote oblique a Cr en +

Remarque :

Pour montrer que la droite d'équation’y = ax + b est asymptote oblique a Cy, on peut
montrer que lim f(x) — (ax+b) =0
X—00
c. Position relative d’'une courbe par rapport a une droite

Pour étudier la position relative de (C¢) par rapport a une droite (A):y = ax + b, on peut étudier le
signe de f(x) — (ax + b)

e Sif(x)— (ax +b) > 0 alors (C;) est au dessus de (A)
o Sif(x)— (ax +b) < 0alors (Cf) est en dessous de (A)

Exemple :
Soit f(x) = 24/x?>—-1—x

1) Montrer que la droite (A): y = —3x est assymptote oblique a (Cf) en — o
2) Etudier la position relative de (C’f) par rapport a (A)
Solution
1) Montrons que la droite (A): y = —3x est asymptote oblique a (C’f) en — oo
Dy = ]|—00; =1] U [1; 4o

lim f(x)+3x= lim 2yx2—1—x+3x= lim 2yx2—1+2x

X——00 X—>—00 X—>—00

o 4(x%—1) — 4x?

= lim
xX2=0 24/x2 — 1 — 2x
-4
lim f(x)+3x= lim ———=0
X—>—00 X

-0\ x2 — 1 —2x

Donc la droite(A): y = —3x est assymptote oblique a (Cf) en — o

2) Etudions la position relative de (Cf) par rapport a (A)
fx)+3x=2yx? -1+ 2x

Résolvons dans Dy l'inéquation 2Vx? —1+2x <0

Ona:2Vvx?2—1+4+2x<0oVx2—-1< —x
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x2—=1>0 x2—-12>0
o —x=0 S —x=0
x?—1<x? —1< 0 tjrsvrai
X —00 -1 0 1 +o00
x?—1 + 0 - - 0 +
—X + + P - -
§=]-00; —1]

Six € ]—o0;—1], f(x) + 3x < 0 donc (Cy) est en dessous de (A)
Six €]1;+oo[, f(x) + 3x > 0 donc (Cy) est au dessus de (A)

4. Continuité
a. Prolongement par continuité

Soient [ un intervalle ,a € Rtelquea & D ;Df =1

o Sifestdefiniesurlet lim f(x) =1 € Ralors f est prolongeable par continuité
x—a

La fonction de prolongement de f en a est définie par :

g(x) = {f(x) six €El(agl)

lsix=a
Exemple :
2
fx) =% :i?z f est elle prolongeable ?
Solution :
D = R\ {2}
x?2+3x+2 x+2)(x+1
lim f(x) = lim —————=1li ¢= lim x+1=3
x—>=2 x—>=2 x+2 x—>=2 x+2 x—>=2
Donc f est prolongeable par continuité
x2+3x+2
f(x) — T Six +—2
3 Six=-2

Théoreme 1 : Soient f et g deux fonctions numériques

e Si g est continue en xy(respectivement en I )et f continue en g(x,) (respectivement

sur g(I) alors fog est continue en xy(respectivement sur I)

Exemple :
. ) 243x+1
Soit la fonction f telle que f(x)= ad :_T
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1) Décomposer f en deux fonctions
2) En déduire que f est continue en 2

fGx) =
2
1) Posons g(x) = /x eth(x) =2 :iﬂ d’ou f(x) = goh(x)
2) Déduisons en que f est continue en 2
x2+3x+1
h(x) = ———
() =——

h etant une fonction rationnelle donc definie sur D, = R\ {1} ,or 2 € Dy, donc h est
continue en 2.

g(x) =+x
g étant une fonction irrationnelle donc continue sur Dy = [0; +oo[
h(2) = 11 € D, donc g est continue en h(2) = 11 d’ou goh = f est continue en 2
b. Théorémes généraux sur la continuité
Théoreme 1 : Soient [ un intervalle et f une fonction continue sur I donc f(I) est un intervalle

Théoréme 2 :Soient I un intervalle fermé borné .Si f est continue sur I alors f(I) est un intervalle
fermé et borné.

Autrement dit, si f est continue sur [a, b] alors f([a; b]) = [m; M] aveca,b,m et M des réels.

Conséquence 1 :(Théoréme des valeurs intermédiaires TVI)

e Toute fonction continue sur un intervalle fermé et borné prend toutes les valeurs comprises
entre les bornes

e Si f est une fonction continue et monotone (croissante ou décroissante ) sur un intervalle [
alorsV k € f(I) l'equation f(x) = k admet au moins une solution sur |

e Sif est une fonction continue et strictement monotone sur unintervalle I alorsV k €
f (D) l'équation f(x) = k admet une unique solution sur I

Conséguence 2 :(théoréme de Cauchy)

e Sif estcontinue sur [a; b] et de plus f(a) X f(b) < 0 alors il existe au moins un
Xo € la;b[tel que f(xy) =0

e Sif est continue et strictement monotone sur [a; b] et de plus f(a) X f(b) <
0 alors il existe un unique reel a tel que f(a) =0

Exemple 1 :

2x% -3

fo) = x+1

Montrer que I'équation f(x) = 0 admet au moins une solution sur ]0; 2[

Solution :
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f étant une fonction rationnelle donc continue sur Dy = R\ {—1} en particulier sur [0; 2]

Deplus f(0) X f(2) = -3 X g = —5< 0alors d'apresle TVI l'equation f(x) = 0 admet au
moins une solution sur ]0,2[

Exemple 2 :
f)=x>+x+1
Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans R
Solution
f)=x>+x+1
Dr=R ; lim ()=~ ;lim f(x)=+m
f etant une fonction polynome donc derivable sur R

f'(x) =4x*+ 1> 0d'ou f est strictement croissante

X —00 + oo
f! +
“+ o0
f
—00

f est continue et strictement croissante sur R,de plus 0 € f(R) = R alors I'équation

f(x) = 0 admet une seule solution dans R

c. Détermination d’une valeur approchée d’un zéro d’une équation
Méthode balayage

Exemple :
Soit f(x) =x°+x+1
Trouver une valeur approchée de a solution de I"équation f(x) = 03 10 *prés
Solution

f est bijective de R vers R donc il existe un unique a € R tel que f(a) =0
( 1) 15 _ D=1
f(-3)=5 D=

Commef(—%) X f(=1) < 0donca € ]—1;—%[

X —-0,9 —-0,8 —-0,7 —-0,6
F(x) —0,49 —012 | 0;13 0,32
D’apreés le tableau ,a € ]-0,8; —0,7
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—0,8 est une valeur approvhée par defaut 3 10" 1de a

Méthode dichotomie

. . . . a+b
e On partage I'intervalle [a; b] en deux sous intervalles en introduisant T.Le calcul de
a)+b . . a+b . a+b
flatb permet de diresia € ]a;T[ ousia € ]T ;b [
e Onrecommence |'opération précedent en effectuant a chaque étape le partage du dernier
intervalle d’encadrement en deux sous —intervalles

Exemple :
Soit f(x) =x°+x+1
Trouver une valeur approchée de a solution de I'équation f(x) = 02 10~ prés

f est bijective de R vers R et de plus f(0) X f(—=1) = 1% (—=1) = —1 < 0 don l'unique a
€]-1;0]

140 _

=-05 ;f(c) =f(-0,5) =047

Soit¢; =

Onaencore f(—1) X f(¢;) < 0donc a € 1-1;—-0.,5[

-1-05 _

Soitc, = -0,75 f(cy) = f(—0,75) = 0,01

Onaencore f(—1) X f(c;) = —1%(0,01) = —0,01 < 0 donc a € ]-1; —0; 75[

Soit c; = ——° = —0,875 ; f(c3) = f(~0,875) = —0,3

De méme f(0,75) X f(c3) < 0 donc a € ]—-0;875; —0,75][
a10 presa € 1-0;8;-0,7]
—0,8 est une valeur approvhée par defaut a 10~ prés de a
5. Fonction continue et strictement monotone

Soit f une fonction continue et strictement monotone de I vers J alors :

Propriété 1 :

o frealise une bijection reciproque
e La bijection réciproque notée f 1 est continue sur f(I)
e f~lest strictement monotone et a le meme sens de variation que f

Propriété 2 :

Soienta € R et b € R. f est continue et strictement monotone sur I ,ona :
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)
Intervalle | f strictement croissante|f sctrictement decroissante

[a; b] [f (@) ; f(D)] [f (b); f(a)]

[a; b [f (@) tim 1] Jtim £: £ (@)

Ja; b] Jtim £; £ (®)] £ @) lim f |

Ja; bl Jtim £ 1im £ [tim 3 1im £

[a; o] [F (@ tim £ Jiim £ £ (@)]
Ja; +oo[ ]l(ilr,pf;{ig}f[ :Lig}f: lffPf[

1. Dérivation
1. Dérivées successives

On appelle dérivée seconde notée f"' ou f @ la fonction dérivée de f".

On appelle dérivée troisieme notée f'"ou f 3 la fonction dérivée de f"’ et par intuition f (™ est
la dérivée nieme de f .

Exemple :
f(t) = X,,cos(wt + @)

1) Déterminer f',f", f""'
Solution :

f'(t) = =X wsin(wt + @)
() = —Xpw? cos(wt + @)
() = Xpw3sin(wt + @)

. : . . df  d? as
Notation : En physique f'(t), f"'(t), f'"' (t) sont respectivement notées :d—{ ; d—t’; ; d—t’;

2. Point d’inflexion

On dit que la fonction f admet un point d’inflexion en x; si la courbe traverse sa tangente .
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Théoréme : Si f est deux fois dérivable sur un intervalle I contenant x; et si ' s’annule en x4 en
changeant de signe alors le point My (x,; f(x,)) est un point d’inflexion a (C¢)

Exemple :

Montrer que la fonction f(x) = x3 — 3x? + 2x — 3 admet un point d’ inflexion au point d’abscisse
x=1

f etant une fonction polynome donc dérivable sur R
fl(x) =3x%2—6x+2
f'(x) est une fonction polynome donc derivable sur R. f est deux fois dérivables sur R

fl'"(x)=6x—6

X —00 1 +o0

£ - D +

f'" s’annule en 1 en changeant de signe alors le point d’abscisse x = 1 est un point d’inflexion a (&)
3. Dérivée d’une fonction composée

Théoreme 1:Si f est dérivable en x,(resp sur I) et g dérivable en f(x,) (resp sur f(I)) alors
gof est dérivable en x (resp surl) et que:

[gof ()] = f'(x) X g'[f ()]
Exemple :
Soit f(x) = cos(—4x? + 3x — 1)
Décomposer f et déterminer f’(x)
Solution
Posons g(x) = —4x? + 3x — 1 et h(x) = cosx donc f(x) = hog(x)
g est une fonction dérivable sur R et g’ (x) = —8x + 3 ,h est dérivable sur g(R)
h'(x) = —sinx donc f'(x) = (8x — 3)sin(—4x2 + 3x — 1)
Théoréeme 2 : Sens de variation d’une fonction composée

e Sif estcroissante sur I, g croissante sur f(I ) alors gof est croissante sur |

e Sif estdecroissante surl,g decroissante sur f(I) alors gof est croissante sur |
e Sif est croissante sur I,et g decroissante sur f(I) alors gof decroissante sur |
e Sif decroissante sur [ et g croissante sur f(I) alors gof decroissante sur |

4. Dérivée d’une fonction réciproque

Propriété : Soit f une fonction dérivable et strictement monotone sur un intervalle |

e Sif'(x) # 0surlalors la fonction reciproque f~* est derivable sur f(I) et on a :

O P —
I o0]
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Exemple :
. s
Soit £ ]0,5[ ~10:1[
x = sinx
- . —11V3
Montrer que f est bijective et determiner f (7)

. . . . . s
La fOTlCthTl x — sinx est continue sur Ren partlculler Sur ]0, E[

f(x) = sinx est derivable sur R en particulier sur ]0;%[ et f'(x) =cosx>0VxE€ ]0;%[

ST

0

Comme f est continue et strictement croissante sur ]0; %[ alors elle bijective de ]0; %[ vers ]0; 1[

Déterminons f (?)

V3 V3

Posons f~1 (7> =xdonc f(x) = -
m

3 om =3
sinx = —- & sinx =sing & o
X=—3—

ge ]O;g[ et —gﬂ ¢ ]O;g[ donc f~V (?) =g

Remarque :
(Cy) et (Cf—l) sont symetriques par rapport a la premiere bissectrice ( la droite y = x)
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5. Extension du nombre dérivée
a. Point anguleux

Si f est deribale a gauche de x, et \ ou a droite de x, tel que:

i L& =o)L ) = f )

X—Xo~ X — Xg x—>x0+ X — Xg

demi tangentes de directions opposées c'est a dire un point anguleux

alors Cy admet au point d'abscisse x, deux

A
|
|
|
|

Xo

b. Pic ou point de rebroussement
e Sif estderivable a gauche de x,(respetivement a droite de x,) alors sa courbe C; admet

une demi tangente d'equationy = f’g(xo)(x —xo) + f(x)
(respy = f';(x —x0) + f(x0))

e Si lim fG)-f(x0) = —ooou lim ) —f(xo)

= 4o alors Cf admet une demi —
X-xg~  X—Xg x-xt  X—Xo

tangente verticale dirigée vers le haut au point d'abscisse x,

° Si lim M = +ooou lim F(x)=f(xo) —

—oo alors Cy admet une demi —
X-=X9~  X—Xo x-xot X=X

tangente verticale dirigée vers le bas au point d'abscisse x,
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\
. =1 .

- A
21
—
- 2 - s 3 & >
- -xT
' - - '

6. Théorémes relatifs aux fonctions dérivées
a. Théoreme de Rolle

Si f est continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b[ tel que f(a) = f(b) alors il existe un réel c €
la;b[ tel que f'(c) =0

Exemple :
f(x) =x%—x
Montrer que I'équation f'(x) = 0 admet une solution a sur ]0; 1[ puis determiner a
Solution :

f etant une fonction polynome donc continue sur R en particulier [0; 1] et derivale sur R en
particulier sur ]0; 1[ et de plus f(0) = f(1) = 0 alors d’aprés le théoréme de Rolle, il existe un
réelle a € ]10; 1[ tel que f'(a) =0

Déterminons

1
IC'(9C)=236—1=0doncx=E

b. Théoreme de I'inégalité des accroissements finies(TIAF)
Propriété 1 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] et dérivable sur ]a; b[.S'il existe deux réels m et
M tel que pourtoutx € la;b[, m < f'(x) <M ,ona:m(b—a) < f(b) — f(a) <M(b —a)

Preuve :
e Soit g la fonction definie sur [a; b] par g(x) = f(x) — mx
g est continue sur [a; b] et derivable sur |a; b[
Vx€la;b[,g9'(x) =f'(x) —m = 0donc g est croissante sur [a; b]
;ora < balors g(a) < g(b)
c'estadire : f(a) —m(a) < f(b) —m(b) soitm(b —a) < f(b) — f(a) 1)
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e Soit hla fonction definie sur [a; b] par h(x) = f(x) — Mx
h est continue sur [a; b] et derivable sur |a; b[
Vx €la;b[,h'(x) = f'(x) — M < 0 donc h est déroissante sur [a; b]
or a < b alors h(a) = h(b)
C'est-a-dire :f (a) — Ma = f(b) — Mb soit M(b —a) = f(b) — f(a) 2)
D'apres1)et2):m(b—a) < f(b) —f(a) < M(b—a)
Propriété 2 :
Soit f une fonction derivable sur un intervalle I .S'il existe un reel M > 0 tel que pour tout
x €L |f'(x)| < M,alors pour tousreelsaetbdel,ona: |f(b)— f(a)| <M|b—a|
Exemple 1:
Démontrer que Vx € R, [sinx | < |x]
Exemple 2 :
Soit f la fonction définie par f(x) = V2 + x
Montrer que pour toutréel x et y € [0; 1] on a : %(x -V <f)-f) < %(x -v)
Solution :
Exemple 1 :
Considérons la fonction f(t) = sint
Vt €ERonaf'(t) =cost donc |f'(t)| <1
Donc d'apres le TIAF ,onaV € R, |f(x) — f(0)| < |x — 0] soit [sinx| < |x]|
Exemple 2 :
Soit f(t) =vV2+¢t

1
est derivable sur [0:1],Vt € [0,1] ,f'(t) =
f [0;1] [0,1] ,f'(®) N

Ona:0<t<1=>2V2<2V2+t<2V3

1 1 1
< <
243 T 242+t T 242

1 , 1
Doncﬁsf(t)sﬁ

Appliquons le TIAF a f pour les réels x et y , on obtient :

FE-NSF@ - FO) <55 -)

lll.  Etudes des fonctions trigonométriques
1. Etude de la fonction f:x — cosx
f(x) = cosx D =R

77 726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.co’




S.Touba Gueye , professeur de Mathématiques
MATHEMATIQUES TS2,TS2A,TS4,TS5

Parité :Dy = R etant symetrique par rapport a0,on a donc V x € Dg, —x € Dy
f(=x) = cos(—x) = cosx = f(x) donc f est paire

f etant paire donc le domaine d’etude peut se reduire sur l'intervalle I = Dy N [0; +oo[
[ =[0; 4]
Périodicit¢ Vx €D =R ; x+2meR
f(x+2m) = cos(x + 2m) = cosx = f(x) donc f est periodique de periode T = 2.

f etant periodique ,nous pouvons restreindre le domaine d'étude a:

D, 1 [0; +o0 0 | 2% —2”] [0; 7]
— 4o . — 10-

] f ) 2 ) 2 , T
Limites aux bornes du domaine d’étude :

lim f(x) =limcosx =1 et lim f(x) = lim cosx = —1

x-0 x—0 X—-T X—T

Dérivée : f est dérivable sur R en particulier sur [0; ]
f'(x) = —sinx <0V x € [0;] d'ouf est decroissante sur [0; 7]

Tableau de variation :

Point d’intersection (Cr) avec les axes :
s s
avec (0x): f(x) =0 cosx =0 x = E[Zn] oux = —E[Zn]
s
©) N (ox) = {46 0)}

Avec (oy) : f(0) =cos0 =1
(€p) N (oy) ={B(0; 1)}

- 37 - 27T — r:/ = 'O w 27T 37T

2. Etude de la fonction f:x = sinx
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f(x) =sinx ;Df = R étant symetrique par rapport a0
Vx ER,—x €R ;f(—x) = sin(—x) = —sinx donc f est impaire .
f étant impaire donc le domaine peut se réduire sur [ = R N [0; +oo[ = [0; +oo[

Périodicité .V x € R,x + 2m € R; f(x + 2m) = sin(x + 2m) = sinx donc f est périodique de
période T =21

Comme f est impaire et périodique , on peut réduire le domaine sur :

D, (1 [0; +o0[ N |2~ —2”] [0; 7]

— 2o . —1n-

] f ) 2 ) 2 , T

Limites aux bornes du domaine d’étude :
lim f(x) = lim sinx=0 ;lim f(x) = limsinx =0
x—0 x--0 X-T X—>TC

Dérivée :
f est dérivable sur R en paticulier sur [0; T] et f'(x) = cosx

Sur [O,g]f’(x) > 0 et sur [g;n] fl(x) <0

Tableau de variation

x 0 % m
f + 0 -
f 1

T

3. Etude de la fonction f:x = tan x
sinx . T
f(x) =tanx = —— 3FIssicosx #0 & x # - [n]
cos x 2
Dy=R\{5+kn} ke
2

Parité :Df etant symetrique par rapport a 0 donc V x € Dg, —x € Df;
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sin(—x) —sinx _ )
= = —tanx donc f est impaire

f(=x) = tan(=x) =

cos(—x) cosx
Périodicité :

sin(x +m) —sinx

Vx€Dr,x+me€Dr ;f(x+m)=tan(x +m) = =
s r i ) ( ) cos(x +m) —cosx

Donc f est périodique de période T =r

Comme f est impaire et périodique de période T=m, donc on peut réduire I'étude sur :
T T T T
I = R\{E[n]} N [0; +oo[ N [—E,E] = [O;E[

Limites aux bornes du domaine d’étude :

sinx 1
lim f(x) = limtanx =0 ; lim f(x) = lim_ tanx = lim_ =—=+400
x—0 x—0 P % x—% COSX 0t

(Cr) admet une asymptote verticale d’équation x = g en + oo

Dérivée :
1
cos?x

f est dérivablesurlet f'(x) = >0V x €l,dou f strictement croissante sur |

Tableau de variation :

X 0 E
2
f' +
0

Equation de la tangente en 0 :
(T):y = f'(0)(x —0) + f(0) donc (T):y =x

u 7] tan(ux)

i,

'
wj
[l

Iv. Primitives :
1. Définition et propriété
a. Définition
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Soit f une fonction definie sur un intervalle | . On appelle primitive de f sur [, toute
fonction F derivable sur I tel que F’ = f sur ]

Exemple
Soient f(x) = cos x ;F(x) =sinx et G(x) =sinx +1
Les fonctions F et G sont des primitives de f sur R

EneffetVx € R F'(x) = G'(x) = cosx = f(x)

Exemple :
o2
Montrer que F(x) = xV4 — x? est une primitive sur |—2; 2[ de f(x) = 4:;

Solution

F(x) = x4 — x?

/ . — —2x - —— x*  _4-xP-x® _ 4-2x®
F'(x) =V4—x to = XX = V4 —x T - Vaaz Vi = f(x)

F'(x) = f(x) donc F est une primitive de f sur |—2;2[
Remarque :
La définition reste valable sur un ensemble qui n’est pas un intervalle
2. Propriétés
Propriété 1 :Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur |
Remargue :Si f est dérivable sur I alors elle est continue sur I donc elle admet des primitives sur |

Propriété 2 :Si F est une primitive de f sur un intervalle I ,alors I'ensemble des primitives de f sur I
est 'ensemble des fonctions de la forme F + k ou k€ R

Preuve :
e Soit F une primitive de f sur etk un reel .

La fonction F + k est dérivable sur I et (F + k) = F' = f sur |
Donc F + k est une primitive de f sur [
e Soit G une autre primitive de f sur [
La fonction G — F est dérivable sur |
Vxel,(G-F)(x) =6 -Fx)=fx)-fx)=0
La fonction G — F est constante sur I donc il existe unréel ktelque G — F = k soit G = F + k sur |

Remarque :

Toute fonction admettant une primitive sur un intervalle en admet une infinité.

Propriété 3 :
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Soit f une fonction admettant une primitive sur I ,y, un réel et xy un élément de 1.1l existe une

unique primitive F de f sur I tel que F(xy) = y,
Preuve
Soit G une primitive de f sur [.
Ona:F=G+kaveck e R.
F(xg) =yo© G(xg) +k=yo o k=y,—G(x,) donck estunique
La primitive cherchée est la fonction :F = G + y, — G (%)

3. Calcul de primitives
a. Tableau de primitives usuelles

Fonction f Primitives de f Intervalle |
0 keR R
a€R ax +k R
x %xz +k R
x™" (n € N) L ontl g R
n+1
2 i R\ {0}
x2 A
! ! R\ {0}
— —-——+k
x3 22 +
1 -1 R\ {0
x—n(TlEN\{O;l)}) m+k \ {0}
x"(re Q" \{-1} i1 [0; +oo[ sir >0
—x"" +k .
r+1 10;+o[sir<Oetr #—1
L Vx +k 10; +oo[
2/x
sinx —cosx +k R
Ccos x sinx + k R
i 1
sin(ax + b) _ L cos(ax + b) R
a
1
cos(ax +b) Esin( ax + b) R

Exemple :

Déterminer I'ensemble des primitives de f sur I dans les cas suivants :
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a) f)=x% =R 0 f() =5 =100
c)f(x)=2vx I=][0;+oo[ d)f(x) =cos(2x+1) I=R
Solution

a) f(x)=x° I=R

Fx)=:x%+k (kER)

1

b) f(x)== [=]-o;0]

x4

F)=-—+k (keR)

O f@=vx I =0+
f0) =Vx=xt & F() = rx +k=2xi +k =2a) 4k =2 (VR)P +k

2

Fx)=ZxJx+k (k€R)

d) f(x)=cos(2x+1) I=R
F(x) = %sin(Zx +1)+k (keR)
4. Primitives et opérations
a. Propriétés algébriques des primitives
Propriété :
Soient f et g deux fonctions admettant respectivement pour primitives sur I les fonctions

F et G.+ ;k un reel.

e Lafonction f + g admet pour primitive sur I la fonction F + G
e Lafonction kf admet pour primitive sur kF

Attention :La primitive d’un produit n’est pas le produit des primitives, c’est aussi valable pour le
quotient

Exemple :

1) Déterminer les primitives sur ]—g;g[de f(x) =5x3 + 2x — 3 + tan®x
2) Soit g définie sur ]0; +oo[par g(x) = x — %.Déterminer la primitive G de g prenant la valeur
2enl
Solution

1) f(x) =5x3+42x -3+ tan?x
5
F(x) =Zx4+x2 —3x+tanx—x+k (k€Z)
1
2) g =x—=
L’ensemble des primitives des primitives de g est de la forme %xz + % +k

1 1
G(1)=2:§+1+k=2=>k=§

SIS SR T
V=X T2
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b. Primitives de des fonctions du type :u' x (v'ou)
Propriété :

Soient u une fonction dérivable sur un intervalle I et v une fonction dérivable sur u(I).La fonction
u’ X (v'ou) admet pour primitive la fonction vou

Cas particuliers :

Fonction Une primitive Condition sur l etu
u'u™ (n €N) 1 n
n+1
!
u 1 u ne s’annule pas sur [
— (ne{0;1 -
un ( { }) (n _ 1)un—1
u 2\u u>0surl
Vu
u _ 1 U ne s’annule pas sur |
u? u
u' u"(reQ\{0;1} 1yt u=>0surlsir>0
T+l u>0surlsir<o0
u' cosu sinu
u' sinu —cosu

Exemplel :

Donner les primitives de f sur les intervalles ou elles sont définies dans les cas suivants :

_ 2 _ ©)5. — x—3 .
a) f()=0Rx+1(x*+x—-5); b) f(x) = e 7R
_ 4x+6 — 2
c) f(x) = Nron, d)f (x) = cos®x
e)f (x) = sin’x f(x) = cos3x
g)f (x) = cos3xsin*x h)f(x) = (sin2x — 3sinx + 8) cos x
Exemple 2 :
x? —
Soit f(x) =m definie sur I = ]1;+oo[
Mettre f(x) sous la forme f(x) = a + ﬁ En déduire une primitive de f sur [
Solution
Exemple 1

Donnons les primitives de f sur les intervalles ou elles sont définies dans les cas suivants
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a) f(x)=02x+1)(x?+x-5)°

Posonsu =x%2+x—5 = u=2x+1

wWu® = 2x+ D2 +x—5)5=f(x) = F(x) =%u6+k
1
F(x)zg(x2+x—5)6+k (k €R)

b) f(X) = o = (x = 3)(x% — 6x — 7) 73

(x2-6x-7)3
Posonsu=x*—-6x—7 =2u' =2x—6

uw'u3=Q2x—-6)(x?—6x—7)"3=2f(x) donc f(x) = %u’u_3 =>Fkx)= %(— %) u?+k

+k (kER)

1 -2
o B __
F(x) = 4(x 6x—7)  +k 10Z 6x 7

4x+6

W) =

Posonsu=x*+3x—-2=u' =2x+3

u' 2x+3 1

ul
Vi Tmraeg P W0 =2 F@ = stk

F(x)=4/x2+3x—2+k (kER)
d) f(x) = cos?x
On a:cos2x = 2cos?x — 1 donc cos?x = %cos 2x +%

F(x) = %sin2x+%x+ k (k€R)
e) f(x) = sin’x
Onacos2x =1 —2sin?x doncsin?x = %— %cos 2x

1 1
F(x) =Ex—zsin2x+k (k € R)

f) f(x) = cos®x
f(x) = cos3x = cosx X cos? x = cos x(1 — sin® x) = cosx — cos xsin % x
. 1. 4
F(x) = sinx — zsin x+k (keR)
g) f(x) = cos3xsin*x
f(x) = cosx X cos?x X sin*x = cosx(1 — sinx)sin* x = cos xsin* x — cosxsin ®x
F(x) = %sinsx - ;sin7x +k (k€ER)
h) f(x) = (sin2x — 3 sinx + 8) cos x

f(x) = sin2xcos x — 3 sinxcos x + 8 cosx = 2sinxcos? x — 3 sinx cosx + 8 cosx
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2 . 3 ., )
F(x)=—§cos x —5sin x+8sinx+k (k€R)

Exemple 2 :

x?% —2x

Soit f(X) = m

definie sur I = ]1;+oo[

b
(x—1)2

Mettons f(x) sous la forme f(x) = a +

_a(x—1)?+b ax*-2ax+a+b

f@ =t e =" o - G-
a=1
Par identification —2a=-2

a+b=0&b=—-a=-1

1
=1-—
f0=1- 15

Déduisons en une primitive de f sur [
1
f(x) - 1 - (x_l)z
F(x)=x+ !
X)=x+_—7
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CHAPITRE 2 : Suites Numériques

Pré requis :
» Connaitre les notions de et bases et propriétés des fonctions numériques a une variable
réelle et aussi de bien les utiliser
Calculer une limite
Calculer une dérivée

Y V V

Dresser un tableau de variation
» Tracer une courbe

Objectifs :
Apres cette lecon, I'éléve doit étre capable de :

> Déterminer les termes d’une suite

Démontrer qu’ une suite est monotone ou périodique
Faire une démonstration par récurrence

Connaitre une suite arithmétique et géométrique
Démontrer qu’une suite est arithmétique ou géométrique
Majorer ou minorer une suite

YV VYV YV VYV

Déterminer la somme des p termes consécutifs d’une suite arithmétique ou géométrique
» Déterminer les limites des suites convergentes

Sources et supports pédagogiques
» Collection Hachettes

CIAM

Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006
Cours des collegues

Internet

YV V V V

» Le site sunudaara(https :// sunudaara.com)

Plan :(voir cours)
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Déroulement Possible

. Généralité
1. Définition
On appelle suite numérique toute application de N(ou une partie de N) vers R.
2. Notation et vocabulaire
Soit E € N,l'ensemble de definition de U
U:E-R
n-Un)
Nous distinguons deux types de notation pour I'image de n par U
e Lanotation fonctionnelle U(n)
e Lanotation indicielle U,
Mais I'usage est de noter U(n) au lieu de U,,.Le réel U,, est le terme d’indice n de la suite U.
On dit aussi que U,, est le terme de rang n.
Parfois il arrive que I’on note la suite U par U,, ou par (U,),en-Dans ce cas, il est utile de distinguer
les deux suites .
e Le premier désigne le terme d’indice n

e Le second désigne la suite U

Exemple :
Soient U une suite définie par :

U:N->R
n-2n-—3
Determinons Uy; U; et U,
Upy=2%x0—-3=-3; Uy=2%x1-3=-1; U;=2%x2-3=1

3. Suites récurrentes

Une suite (U,,) est définie par récurrence si on donne :
e Lavaleur numérique de son premier terme

e Une relation reliant deux termes consécutifs

Exemple :
VO = 2
Soit V, une suite telle que 1
n 1 {mw1=5%+3
CalculonsV, et V, etV,

1 1
V,==Vo+3=-x2+3=4

2 2

1 1
V. 1V +3 ! 543 1
= — = —X = —
37202 2 2

4. Sens de variation d’une suite
a. Propriétés
Soit (U,,) une suite numerique definie sur E € N
* (Upestcroissante sur E si et seulement siVn € E,Up, 1 = Uy
o (U, estdecroissante sur E si et seulement siVvn € E, U, 1 < U,
e (U, estconstante sur E si et seulement siVn € E U, 1 = U,
e (U,) est stationnaire a partir d'un rang n, si et seulement siVn €,dés quen > n,
alorsUp, 1 =U,
o (U,) est atermes positifs si et seulement siVvn € E,U, =0
Remarque :SiVn € E, U, > 0 alors
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. U
e (U croissantesurE &Vn€eE, 22 >1
U

n

e (U,) décroissantesur E ©Vne€ E,% <1

n
b. Théoréme
Soit (U,) une suite definie par U, = f(n) avec f definie sur [0; +oo[
e Sif eststrictement croissante alors U, est strictement croissante
e Sif est strictement décroissante alors U, est strictement décroissante
Exemple 1 :
Etudions le sens de la variation de la suite U, = 2n? —n
Upp1 =2(n+ 12> —-(m+1)=2n>+3n+1
Upsr1—U,=2n?>+3n+1—(2n?—n) =4n+ 1> 0V n > 0 donc U, est croissante

Exemple 2 :
3n—-2

Etudions le sens de variation de la suite W,, = S,o; pourtoutn € N*
Soit f( )—336_3 D =R {1}
Olfx3_5x—1 D =R\ (5
lim f(x) = lim f(x) == ; lim f(x) =+ ; lim f(x) = —
X——00 x—+00 5 x_)l 1+
5 X5
"(x) = 4 >0
F'®) =g =1y
X -0 l +00
5
f1(x) + +
+o0 3
5
f
3
- —

f est croissante sur [1; +oo[ alors W, est croissante Vn € N*
Il existe des suites qui sont ni croissantes ni décroissante comme U,, = (—=1)"
5. Comparaison de suites
Suites majorées , suites minorées, suites bornées

Toutes les propriétés et tous les théoremes donnés sur les fonctions numériques restent valables sur
les suites numériques .

e Dire que la suite (U,) est inferieure a la suite (V) signifiequevn e N,U, <V,

e Une suite (Uy) est majorée lorsqu'il existe unreel M tel quevVn € N,U, <M

e Une suite (U,) est minorée lorsqu'il existe unreel mtel quevn € N,U, > m

e Une suite (U, ) est dite bornée si elle est majorée et minorée c'est a dire lorqu'il existe deus

réelsmetMtelqueVne Nm<U, <M

_ (=D)"+sinn

Exemple : Soit U,, = —_—— Montrons que U, est bornée Vn € N*
VneN" ,ona—1<sinn<1
-1<(-D)"<1

2L (D" +sinn <2
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1 _ 1 1
commen # 0 donc — 2(1?) < (D)™ +sinn) x 3 < Z(E)
on aura : ;—i <U,< %
-2 2
-2 < oz <U,< e} <2

—2<U, <2;dou U,estbornée

e Une suite (U,) est dite periodique de periode p € N* sssi, Up 4y = Uy

Exemple :
TO = 1

Thy1 = Tn2 -T,—1
Calculer Ty, T,, T3, Ty. En deduire une periode de (T,)

Soit une suite (T,,) telle que {

Ty =Ty -Ty—1=12-1-1=-1
T,=T,"-T,—1=(-1)?4+1-1=1
T =T,>-T,—1=1>-1-1=-1
T,=T?—T3—1=(-1)%+1-1=1
T,, est periodique de periode p = 2

6. Démonstration par récurrence

Pour faire une démonstration par récurrence, on procede comme suit :

Initialisation :0n vérifie que la propriété est vraie au premier rang

Hérédité : On suppose que la propriété est vraie jusqu’au rang n et puis on montre qu’elle reste
vraie au rang n+1

Exemple 1:

. n(n+1)
En utilisant la recurrence, montrons que S, =1+2+3+--+n=—F7—
n(n+1) 1(1+1) _q

2 2
C’est vraie au premier rang donc la propriété est initialisée

Initialisation: S; =1 etpourn =1,

Hérédité :
Supposons que la propriété est vraie jusqu’au rang n c’est-a-dire1 +2 +3 4+ ---n = @
Et montrons qu’elle sera vraie au rang n+1 c’est-a-dire1 + 2+ --.n+ (n+ 1) = Wl)zﬂ
OnaSy;1=14+243+...(n+1)=1+2+3+--...... n+n+1)

= @ +(n+1)

_ n(n+1)+2(n+1)

(m+1)(n+2)
Spp1=14+2+3+ ... (n+1)=—TF——

2
C’est vraie au rang n+1 donc
nn+1)
Exemple 2 :
U,=3

Soit la suite (U,) telle que 1
Upy1 = 3 U,+2
Montrer par reccurence que : VneN,0< U, <3
Initialisation :Par définition U, =3 = 0 < U, < 3 donc la proprieté est initialisée
Hérédité : Supposons que la propriété est vraie jusqu’au rang n c’est a dire 0 < U,, < 3 et montrons
gu’elle sera vraie au rang n+1 c’est-a-dire 0 < U,y <3
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Ona: ,0 <

Donc0 < U,,,1 < 3;lapropritéest vraieaurangn + 1
vneN;0<U,<3
Exemple 3 :
MontronsqueVn =1 ,6divise 7" —1 (nest entier)

—Pourn=1,ona:7"—1 =7 —1 = 6 donc la propriété est vraie pour n=1
- Supposons que pour un certains rangs n > 1 la propriété est vraie(7" — 1 = 6k avec (k € 7)) et
montrons qu’elle sera vraie au rang n+1 (6 divise 7**1 — 1)
Ona:7"1—1=7x7"-7+6
=7(7"-1)+6
=7X6k+6
7"l —1=6(7Tk+1)
7M1 — 1 =6k’ (ke
Donc la propriété est vraie au rang n+1
DoncVn =1 ,6divise 7" — 1

Exercice d’application :
Démontrer par récurrence

a) vn>4 ;2">n?

b) Va1 ;S,=1%+22+ .. +n? = D@D

= I on P
UO =-3

vn >20,U,., =5—4U,
Montrer que pour tout entier naturel n,U, = 1+(—4)"*1

c) Soit (Uy) la suite definie par{

Il.  Suites arithmétiques, suites géométriques
1. Suites arithmétiques

a. Définition :

Une suite (Uy) est dite arithmetique s'il existe unreel r tel que Vn € N,
Upi1 =U, +1.Lereelr est appelé raison de la suite .

Pour montrer qu’une suite (U,,) est arithmétique , il faut montrerque U, 1 — U, =71
Exemple : Soit la suite U,, = 2n — 3. Montrer que ( U,,) est une suite arithmetique
Upt1 — U, =2(n+1) —3 —2n+ 3 = 2donc la suite (U,) est une suite arithmetique de
raison r=2

b. Terme général d’une suite arithmétique
Soit (Uy) une suite arithmétique de raison r et de premier terme U,

Ona: U1:U0+T
Uz = U1+7'

U3 = Uz +r

U,=Up_q+r

U,=Uy+nr

De méme si a est un entier , on a U, =Uyyar

U,-U,=Uy+nr—-Uy—ar
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Donc le terme générale  est U,=U,+(n—a)r
Si le premier terme est Uy, on a : U,=Uy+nr
Si le premier terme est Uy, on a: U,=U;+(n—-Dr

c. Sens de variation d’une suite arithmétiques
Soit (Uy,) une suite arithmetique de raisonr
e Sir> 0alors la suite (U,) est croissante
e Sir<Oalors (U,) est decroissante
e Sir=0alors la suite (U,,) estconstante
d. Somme des n termes consécutifs d’une suite arithmétiques

Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme (Ug)
S = UO + U1 + U2 + e +Un_2 + Un_1 + Un
S=Un+Un_1+Un_1+"' ...... U2+U1+U0

25 = (Up + Uy) + (Uy + Up_y) + (Uy + Up) + e oo (Uny + U)
orU,+U, ,=Uy+U,
Donc 28 = (UO + UTL) + (UO + UTL) + e (UO < Un)

25=m+ 1)Uy + Uy,)

g _ (D (UotUy)

nombre de terme

De maniére générale S = >

(1°" terme + dernier terme)
Exercice d’application :

UO = 2
Soit la suite (Uy,) definie par (Vn € N) SUp —1
Unir = 575
U, +3
1) Calculer U; et U,
2) Démontrer par récurrence que:Vn € N:U,, > 1
3) Etudier le sens de variation de (Uy,)
4) Soit V,,, une suite definie par:(Vn € N),V,, = ﬁ
o
a)Montrer que ( V,, )est une suite arithmetique dont on precisera sa raison et son
premier terme.
b)Ecrire V,, en fonction de n puis en deduire U, en fonctionde n,
5) Déterminer S,, = Vo + V; + - ...+,
Solution
UO = 2
Soit la suite (U,) definie par (Vn € N) SU, —1
Upy1 = U. +3
n

1)Calculons U, et U,
U _5Up—-1 5x2-1 9
Y7 Uy+3 2+3 5

9
U_5U1—1_5><§—1_40 5
2~ - =5 " 5

U +3 g+3 24 3

77 726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.co’




S.Touba Gueye , professeur de Mathématiques
MATHEMATIQUES TS2,TS2A,TS4,TS5

2)Démontrons par récurrence que :Yn € N: U, > 1
Initialisation :Uy = 2 > 1 vrai au premier rang donc la propriété est initialisée

Hérédité : Supposons que c’est vraie jusqu’au rang n (U,, > 1) et montrons qu’elle sera vraie au rang
n+1 c’est-a-dire U,y 1 = 1

Ona:U, =21
5U0,=5
S5U,—1=>4 (1)
De méme U,=21
U,+3=4 (2)

D SOt Ly 51
(2) Up,+3 4 "

Donc la propriété est vraieaurangn + 1 dou:vn e N: U,, > 1

3)Etudier le sens de variation de (U,)

U U_SUn—l SU,—1-U,>=3U, —U2+2U,—1 (U, —1)?
T g, +3 T U, +3 B U, +3 U, +3

<0

Donc (U,,) est decroissante

. . . 1
4)Soit V,,, une suite definie par: (Vn € N), 1}, = Y
v
a)Montrons que ( V,, )est une suite arithmetique dont on precisera sa raison et son

premier terme.

NN _ 1 _ Up+3
T Upp =17 BUp =1 AU, 4
U, +3

U, +3 1 Uu,—1 1

Vn+1_ n —

AU, -4 U,—1 4U,—-1) 4
. . . . 1
donc (V,, )est une suite arithmetique de raisonr = 1

1 1
= =1

Vo =
7 Up-1 2-1

b) Ecrivons V,, en fonction de n pui deduisons en U, en fonction den

Vy =Vy+nr
1
Vn=1+-
n +4n
V 1 U 1+1 1 +1
n: & n:— =
Un—1 Vn 1+%n
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5) Déterminer S, =Vy+V; + ...+,
S _n+1(V +V)_n+1(1+1+1 )_n+1 2_|_1
n= T YeTVa) =T 2Tz @
n+1 1

Sp=—5—2+n)

2. Suites géométriques
a. Définition
Une suite (1) est dite geometrique s'il existe un réel q tel que Vn € N,V,,.; = q.V,. Le réel
g est appelé raison de la suite .

. . v,
Pour montrer qu’une suite (1,) est une suite géométrique , on peut montrer que : ";“ =

n
Exemple :
Soit I, = 2™. Montrons (V,, )est une suite geometrique
Voypr 2M1 2x27
v, 2n  2n
b. Terme général d’une suite géométrique
Soit (1},) une suite arithmétique de premier terme V,, et de raison q
Vi=VyXq
V,=V1Xq

q

= 2 donc (V,) est une suite geometrique de raison q = 2

En faisant le produit membre a membre , on aura
Va=Vo X qn

De maniére généraleVa €N; V,=V,xq"
c. Sens de variation d’une suite géométrique
Soit (I},) une suite geometrique de raisons q et de premier terme V,
(Vy)croissante siq > 1
SiVy > 0alorsona { (V) decroissantesi0 < g <1
(V) constante siqg =1
d. Somme des n termes consécutifs d’'une suite géométrique

Soit (V,) une suite geometrique de premier terme V,, et de raison q

S = VO + V1 + V2 R Vn_1 + Vn
S=V0+V0Xq‘l‘VoXq2+"'...............+‘/0an_l‘l'Vqun
S=Vo(l+q+qg*+- .. +q" 1 +q™)
_ gn+l
orl+q+qg?+-uu..+q¥v 1 +q" = T (deja demontré avec le calcul dans R)
Va(l — n+1
S = M avecq # 1
1-q
1er terme(l _ qnombre de terme
De maniere generale § = 1—g avecq # 1
Exercice d’application
U1 = l
Soit (U,) , la suite definie par n+31
n+1 3n Un

1) Calculer U, et Us
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U
2) Onposel}, = 7"
a) Montrer que I}, est une suite geometrique dont on precisera la raison et le 1°"terme
b) Exprimer V, en fonction de n puis en deduire une formule explicite de U,

3SoientS, =V, +V, + ...+,
Déterminer S,

Solution :
1) Calculons U, et Us

U 1+1 2 1 2
= ==X =-=—
273x1*737379

2+1 3 2 1
3 2= X-=<

3x2 6 9 9

Un

3) OnposelV, = —
a)Montrons V}, est une suite geometrique dont on precisera la raison et le 1°" terme

n+1
—=3n Un U, 1

Va1 = e =2, " 2Vn
n+1 n+1 3n 3 1
Donc (V,) est une suite geometrique de raison q = 3
u, 1
V = — = —
17173

b)Exprimons V, en fonction de n puis deduisons en une formule explicite de U,

Vo =Vyxq"?
14 =—X(1)"_1=(1)n=—
" 373 3 3n

U, n
Vn=7(:>Un=nVn=§

350ient5n = V1+V2 +"'....+I/n etS’n = Ul +U2 +"'.....Un

Déterminons S, puis deduire S',,
n

1
1—q™\ 1[{1-3 1 1

1 1
Sn=50-32)

lll.  Convergence d’une suite numérique

1. Définition
Une suite (U,) estdite convergente quand elle admet une limite finie quand n tend vers
+00.Une suite qui admet une limite infinie ou n"admet pas de limite quand n tend vers +oo est dite

divergente .
Exemple :
Etudions la convergence des suites suivantes
2n+3
Un = n2+1
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nl—i>I-|l:loo U, = nl—iﬂ-loofl_n = nl_i)r&)% = 0 donc (Uy) converge vers 0
V,=v2n+1
nl_i}rp()() V, = nl_i)rpoo Vv2n + 1 = +oo donc (V,) est divergente
W, = (D"
_( 1sinestpair
Wo = {—1 si n est impair

(W,,) n'admet pas de limite en + oo alors elle est divergente

2. Théoréme
e Toute suite croissante et majorée converge
e Toute suite décroissante et minorée converge
e Sif est une fonction definie sur [b; +oo[ (b = 0) et (U,) une suite definie par
U, = f(n);sien+ oo, f apour limitel € R (resp — o ou + o)alors (U,) a pour
limite | € R (resp en — o ou + )
o SiU,q1 = fU,) et (U,) converge vers | alors l verifie la relation f(l) =1

Exemple :
UO = 1
Soit (Uy) la suite telle que 33U, +4
Unt1 ==
U, +3

1)Montrer queVn e N,0 < U, < 2
2) Etudier le sens de variation de (U,,)
3)En déduire qu’elle converge et déterminer sa limite

Solution

1) Montrer par recurrence que Vn e N,0< U, <2
Uy=1= 0<U, < 2vrai au premier rang

Supposons qu’elle reste vraie jusqu’au rang n (0 < U,, < 2) et montrons qu’elle sera vrai au rang n+1
cestadire0 < U,;q <2

Onal0<U,<?2 = 0<3U,<6
=>4<30,+4<10 (D

Onaaussi0<U, <2 =3<U,+3<5 (2)

() et@= <3< 00<icy,,, <2

37 Up+3
d'ot 0 < Uyyy <2

VneN0<U, <2

2) Etudions le sens de variation de (U,)
U _3U,+4 U _3Up+4-U,"-3U, (2-U)R2+Uy)
T Ty, 43 T U, +3 h U, +3

(U,) est croissante

3) Déduisons en qu’elle converge et déterminons sa limite
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Comme (U,,) est croissante et majorée alors elle converge
Soit [ sa limite

On a (Uy,) qui converge vers l et U, .1 = f(Uy) donc lverifie f(l) =1

3L+ 4
f(l)=l(:bm=l<:)31+4=12+3l<=>l=20ul=—2
nl—l>r£100Un:2

o Soit une suite geometrique de raison q et de terme general U,
v Silq| > 1alors (U,) diverge
v Silql < 1 alors U, converge et lim U, =0
n—->0oo

Exemple :
U, =2" donc lim U, =0car|2|>1

n—-+oo
v Lys d lim U, =0 L 0
= (§) onc lim U, =0 car |§| <
3. Suites adjacentes
(U, )est croissante
Lorsque{ (Vo) decroissante alors (U,) et(V,) sont adjascentes
lim U,-V,=0
n—+oo
o Si(U,) et(V,) sont adjascentes alors elles converges vers la meme limite |
e VneN,onalU,<Up SISV <V,
IV.  Représentation graphique d’une suite
1. Représentation du type U,, = f(n)

On se place dans un repére (0,1,]). La représentation graphique d’une suite U, = f(n) est
I’'ensemble des points (n; U,)

’ 1
" n
U(n)
1,2
1 [ ]
0,8
0,6
[}
0,4
[ ]
[}
0,2 [}
0
0 1 2 3 4 5 6

2. Représentation dutype U, 1 = f(U,)

Dans ce cas, on ne cherche pas en générale a représenter la suite suivant la définition ci-dessous,
mais on préfere représenter ses premiers termes sur I'axe des abscisses. Pour le faire , on suit les
étapes suivantes :
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e Tracer la courbe de f définissant la suite récurrente et la premiére bissectrice d’équation
y=x

e Placer le premier terme U, sur I'axe des abscisses.

e Utiliser la courbe de f pour construire U; = f(U,)

e Reporter U; sur I'axe des abscisses a l'aide de la premiére bissectrice.

e Utiliser la courbe de f pour construire U, = f(U;) sur I'axe des abscisses et on répete la
procédure.

- 4

c
ey

b & ‘ .
= . .
: » . .
. = . .
9/ v - - - - S — . -

J U, U, U, U Ug

V. Progression arithmétique et géométrique

. ; . . o Q a+c
e Trois réels a, b et c sont en progression arithmétique si b = —~

Preuve
b=a+rer=b—a
c=b+rer=c—»

a+c

2
e Trois a, b et sont en progression géométrique si b*> = ac

doncb—a=c—b&o b=

Preuve

b=axXxror=

Slog |

c=bXxror=

b c
donc ===~ b% =ac
a b
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CHAPITRE 3 : FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Objectifs

e Connaitre la définition de la fonction logarithme népérien

e Connaitre et savoir utiliser les propriétés de bases

e Résoudre les équations et inéquations logarithmiques

e Connaitre et savoir utiliser les limites usuelles dans certains cas
e Déterminer les primitives des fonctions du type %’

e Faire une bonne étude de fonction dans le cas des fonctions logarithmiques

Sources

e Collection Hachettes

o CIAM

e Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal) —Année 2006
e Cours des collegues

e Internet

e Le site sunudaara( https://sunudaara.com)

e Livre de Akhlou Tothie

Plan : (Voir cours)
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Déroulement Possible

I.  Définition, conséquences immédiates et propriétés
1. Définition

La fonction logarithme népérien notée In ou log est I'unique fonction dérivable sur ]0; +oo[ qui
vérifieInl =0etVx €]0;+oo (Inx) = i
On note : In:]10; +oo[ - R

x = Inx et (Inx x)’ = %

2. Conséquences immédiates
o Inxexistessix >0
e Inxest strictement croissante sur |0; +oo[
D'outonavVa€eR"  eth€eR",

a<be&eIna <Inb
a>beIna >Inb
a=b&eIlna=Inb

e Vx€]0;1;inx <0

Vx €]1;+oo[Inx >0
Six=1alorslnx=1n1=0
3. Propriétés algébriques
Pour tous réels a et b strictement positifsetr € Q

e In(a Xb)=Ina+Inb
. ln%=lna—lnb
e Ini=—-Ina
a
e Ina"=rilna
) 1n\/5=%1na

Exemple :

Résoudre dans R

a) In(x+1) =In(2x —3)
b) In(x)+In(x+1)=1In2
c) In3—x)<In(4x—-1)

Solution
a) In(x+1) =In(2x —3)

) 2 . e (x+1>0
L’équation est définie ssi {Zx —3s0
x —co -1 % +co
x+1 - 0+ +
2x—3 — - ( +
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e~ o]
V x € Dg ;In(x + 1) = In(2x — 3)
x+1=2x-3
x=4€Dy dou S={4}
b) In(x)+In(x+1)=1In2

) . e x>0
L’équation est définie ssi {x 11>0
Dg =]0; +oo[

Vx €D ; In(x)+In(x+1)=1n2
In[x(x+1)] =In2
x(x+1)=2
x2+x—-2=0
x=1€Dg;x=-2¢Dg

s ={1}
3—x>0 3—x>0
c) nB-x)<lh(ldx—-1)e4] 4x—-1>0 ©34x-1>0
3—x<4x-—-1 —5x+4<0
x _ 1 4
*® 4 5 3 +oo
3—x + + + 0 -
4x — 1 - 0 + + +
—5x+4 + + 0 - -
S = 14 3[
= |5
I Etude de la fonction In x
1. Domaine de définition
Dy, =10; +00[
2. Limites aux bornes
lim Inx = - et lim Inx = 4o
x—0t xX—+0o

La droite x = 0 est asymptote verticale a Cy,
Etude de la branche infinie
Comme lim Inx = +oo alors il y’a possibilité de branche infinie

X—>+00

Inx

lilll ~ - 0 alors C;,, admet une branche parabolique de direction (ox)
xX—+00

3. Bijectivite de In et le nombre e

On sait que lnx est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ alors elle réalise une
bijection de ]0; +oo[ vers R.Donc V k € R,Inx = k admet une unique solution a €
10; +oo[. En particulier ,pour k = 1,Inx = 1 donc I'équation admet une unique
solution et cette solution est le nombre réel e.
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Ine=1 etlne®* =a avec aunreel

e~ 2,71828 ...

Exemple :

Résoudre dans R :

x+1,
a) 11‘1(;) =1
b) n>x+Ilnx—6=0

Solution
a) mE) =1

. . fpr e . 1
L’équation est définie ssi i—il >0

D = ]—00; —1[ U ]1; 40|

Vx € Dg ,ln(i—j)z
l (x+1)_l
n T—1)° ne
x+1
=eSx+l=ex—ce
x—1
x—ex=—e—1ox(l-e)=—-e—-1
_—1—e_e+1
RN -1
S_{e+1}
T le-1

b) Inx+Inx—6=0
L’équation est définiesix > 0
Vx>0 PosonsX =Inx
L'equation devient X?+X —6=0
X=2; X=-3
SiX=2>lhx=2ox=¢?
SiX=-3=>lhx=-3ox=¢3
S ={e%e 3}

4. Tableau de variation

1
Inx est derivable sur |0; +oo[ et (Inx)' = p >0

X 0 400

(Inx)’ +

Inx / +oo
—o0
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5. Représentation
Déterminons une équation de la tangente en 1
M=y=OE-D+f1D)
(M:y=x-1

A y=In(x)

fonction logarithme néperien

1. Limites usuelles

Onsaitque lim Inx = —o0 et lim Inx =400
x>0t x—>+00
~ Inx ~ Inx
lim — =20 lim —=0 (a>0)
X—>+oo X X—+o00 X

lim xInx =0 lim x*Inx (a>0)
x>0t +

x—0
.1 . In(x+1
lim— =1 lim InG+t) _ 1
x—1x—1 x-0 X
Preuve

. Inx
e Montrons que lim — =0
xX—4+oc0 X

Soit f(x) = Inx —/x

fﬂssi{ii8=>x>0
D¢ = ]0; +oof

f etant derivable sur ]0; +oo[ car somme de deux fonctions derivables sur ]0; +oo[

o 11 1 Nx 2—-+x
P = R ™ 2 2

Posons2 —Vx >0 x> 4
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Vx €040 f(x) <0=Inx —vVx <0 & Inx <+x

Inx Vx Inx 1
x>0d0n67<—®—<—

x X Wx
Vx>1 0< Inx < !
x ,on a: —<—=
x Wx
) 1 . Inx
Or lim — = 0 donc d'apres le theoreme des gendarmes lim — =0
x—>+oo\/§ X—-+o X

e Montrons que lim xlnx =0
x—-0%

1 1
Posons X =& x ==
X X

Six - 0tT=>X — 40
lim xinx = lim —Ins = lim — 2% =
er(r)lfonx_X—lHIOOX nX_x—IHIOO X a

. Inx
e Montrons que lim— =1
x—-1x—1

Posons f(x) =Inx donc f(1) = 0; f'(x) =%

f(x) = Inx est derivable sur ]0; +oo[ donc derivable en 1

o Inx - f(x)—f(D)
lim = lim
x->1x—1 x-1 x—1

=1
In(x+1) -1
x

PosonsX =x+1eox=X-1

e Montrons que lim
x—0

Six o> 0oX—01
o In(x+1) . InX
lim ——= = lim

=1
x—0 X x—1X—1
Exemple
Calculer les limites suivantes
. . 1 . 1 .
a) lim xin+x b) lim — ¢) lim 2&3) d) lim xinx — (Inx)?
x—0t x—0t X x—+o0w Inx X—+0o

Solution
a) lim xln+x

x—0*t
1

li Invx = li lf—l'll =0
Jim xin Vx = lim xlnx2 = lim, —xinx =

lim xiInVx=0
x—0%t

. Inx
b) lim —
x—0t X
Inx _
x—0t X
. In(2x+3
c¢) lim In(2x+3)

x—+oo Inx
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3 3 3
In(2x + 3 In|x(2 += Inx +In(2 + =) In(2+=
@e+3)_ | Wfre+i] Y_, (@)
x—+0 Inx x>+ Inx x>+ Inx Inx
In(2x + 3) _1

x—+0  Inx

d) lim xinx— (Inx)?
x—+00

lim xInx — (nx)?2 = lim Inx(x —Inx) = lim xinx(1 —ln—x) = +0o0
X—+00 X—+00 X—+00 X

lim xlnx— (Inx)? = +o
xX—+00
lll.  Etude de la fonction InoU
La fonction lnoU est la composée de la fonction U suivie de la fonction In .On la note aussi In U.
La fonction In U(x) existe ssi U(x) > 0
Exemple :
Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

x—1

f)=x+In(2x—-6) gkx)=In 1

x—1 hGo) = | |
(x+1) X) T
Solution

f(x) =x+In(2x —6)

f existessi2zx—6>0 x>0

Dy =13; +oo]
_1 x—1
96) = In(—)

x—1
g existe ssi >0etx+1+0
x+1

Dy =]—00; =1[ U ]1; +oo[

x—1
x+1

h(x)=ln|
x—1

—>0®{x—1¢0®{x¢1

x+1 _
Y +1%0 x+1+#0 x #—1

Dp =R\ {-1;1}

h existe ssi {

1. Dérivée
Théoréme :
Soit U une fonction derivable et strictement positive sur un intervalle I. La fonctionIn U

p Uy

est dérivable sur I et on a:[In U] m

Définition :
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La fonction F’ est appelée dérivée logarithmique de U
p L. U
Conséquence (Primitive de 7’)

. . - . .U N
Soit U une fonction dérivable et ne s’annulant pas sur un intervalle I.La fonction — @ pour primitive

sur I la fonctionIn|U]|.

e [In|U|(x)] =In|U(x)| = In[U(x)] siU(x) >0
e [In|U|(x)] =In|U)| =In[-U(x)] siU(x) <0

Exemple :
1) Déterminer la dérivée de la fonction f:x — In(2 — cos x)
. _ Ax-2 L.
2) Soitg(x) = p T Donner une primitive de g sur R

Solution
1) Vx€R,2—cosx>0doncDsf =R

La fonction x = 2 — cosx est derivable et strictement positive sur R donc f est dérivable
sur R.

(2 —cosx)’ sin x
VXeERf'(x)= =

2—cosx 2-—cosx
2) Donnons une primitive de g sur R

Posons u(x) = x> —x + 3 doncu'(x) =2x—1

LU
=275

Donc f a pour primitive sur R, F(x) = 2 In|u(x)]|

F(x) =2In|x* —x+3|=2In(x*—x+3) carVxeRx>*—x+3>0
’ ur
NB:[In|U|]' = 2

2. Dérivée logarithmique d’un produit ou d’un quotient

Soient U et V deux fonctions dérivables et ne s’annulant pas sur un intervalle I.Les fonctions In|UV |

U .
etln l;l sont dérivablessur ] etona:

[IWWT—W+V—UW+VU _P|qT_W V. UvV-vU
n TUTVT T v Al T T VT T ov

Exemple :

Calculer f'(x) dans les intervalles ol f est derivable

a) f(x)=In (i—i)
b)ﬂm=mr“
c) f(x)=In[x(x —1)?]

x-1
Solution

a) f(x)=In ("“)

x—1
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La fonction x — i—j est derivable et strictment positive sur |—oo; —1[ U ]1; +oo[ donc f
est dérivable sur |—oo; —1[ U ]1; +oo[
1x—-1)—-1(x+1)
f'x) =
x+D(x—-1)

F®= i De-n

b) f(x)=In |i—:
La fonction x — |E| est derivable et strictment positive sur R \ {—1; 1} donc f est
dérivable sur R\ {—1;1}
, 1x—-1)—-1(x+1)
flx) =
x+Dx-1)

o —2
F® =i a-n

o) f(x)=nlx(x—1)?]

La fonction x - x(x — 1)%est derivable et strictement positive sur |0; +oo[ \ {1} alors
f est dérivable sur ]0; +oo[ \ {1}

ool 2x-1) 12 x+1
f(x)_x+(x—1)2_x+x—1_x(x—1)
x+1

PO 5=

Iv. Fonction logarithme décimal
1. Définition
On appelle fonction logarithme décimale ou fonction logarithme de base 10, la fonction f définie sur
Inx

]0; +oo[ (notée log) parlogx = In10
Inx

In10

Ona:Vx €]0;4+[ logx =
2. Propriétés
Pour tousreelsa>0etb > 0,0na:

o log(axb)=Iloga+logh
. log%zloga—logb

1
e log—=—loga

e logx" =rlogx (reQ)
Remarque :
log1 = 0; log10 = 1 ; VreQlogl0" =r
3. Variation

La fonction log est dérivable sur ]0; +oof.

1

1o 0 donc la fonction log est strictement croissante sur ]0; +oo[

Vx €]0;+o0[ ;log'(x) =
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4. Usage que I'on peut faire

Le ph (potentiel d’hydrogene) d’une solution aqueuse est I'opposé du logarithme décimal de sa
concentration en ion hydronium H;0" exprimée en mol. L1

ph = - log[H30+] »

Cette relation est équivalente 8 H;0% = 107 P"et est valable pour 107° < [H;07] < 107!
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CHAPITRE 4 : FONCTION EXPONNENTIELLE

Objectifs :

e Connaitre la définition de la fonction exponentielle

e Connaitre et savoir utiliser les propriétés

e Résoudre les équations et inéquations faisant intervenir I’exponentielle
e  Connaitre et savoir utiliser les limites et les croissances comparées

e Déterminer les primitives des fonctions (expo o u).u’

e Faire une bonne étude des fonctions faisant intervenir I'exponentielle

Sources

e Collection Hachettes

o CIAM

e Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal) —Année 2006
e Cours des collegues

e Internet

e Le site sunudaara( https://sunudaara.com)

e Livre de Akhlou Tothie

Plan : (Voir cours)
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Déroulement Possible

I.  Définition et propriétés

Rappel :La fonction Inx est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ vers R donc elle admet
une bijection réciproque définie de R — ]0; +oo[

1. Définition
La fonction exponentielle notée exp est la bijection réciproque de la fonction In
exp: R — ]0; +oo[
x = exp(x)
V x € R, on convient de noter e*au lieu de exp(x)
Vx€ER,Vy€]0;+oo[[lny=x o y=e*
Conséquences :

e Va€eR, lne?*=a
e Vb>0, e"b=p
o eV=1letel=1

NB:Vx € R,eX >0

Sens de variation

La fonction x — e* est continue et strictement croissante car fonction réciproque d’une fonction
continue et strictement croissante , c’est la fonction x = Inx

V aetbdesreels
a=boe?=¢b
a<boe?<eb
Exemple :
RésoudredansR e x =1

Solution

L’équation est définie six # 0

©1—x=0
x=1+#0

s = {1}
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2. Propriétés

V les reels a et b et n un entier ,ona :

° eb X eb — ea+b
e? a-b
[ ] — =
eb
1
—a _ 1
e ¢ =

° (ea)n = eha
Exemple :

Résoudre dans R

a) 4e***1-1=0
b) 2e?*—3e*—-5=0
c) 2 —3e*-5=0
Solution
a) 4et1_1=0
Py 462x+1 =1
o p2x+l = 1
4
S2x+1= ln%
S 2x+1=-1In4

_ —In4-1
\ ¥V
R {—ln4— 1}
A 2
b) 2e?* —3e¥—-5=0

Posons X = e*,l'équation devient
2X?—-3X-5=0

5
X=-1,;X=<

2

X =—-1=e*=—1 impossible

X—5=> x—s(:» =1 >

T27¢ T2 E

s—{l 5}
c) 2 —3e*-5=0
3 2e%%¥ —3 — 5¢¥ 2e%% —5eX¥ -3
2" ——-5=0¢& P =0& = =0

e e e

2e?* —5e*—3=0
Posons X = e* l'equation devient

2X?—-5X-3=0
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1
X=—E ;0 X=3
_ 1 ,
X——§:>e =-3 impossible
X=3=2e*=3ox=In3

S ={In3}
Représentation

Comme les fonctions x — Inx et x — e* sont réciproques alors leurs courbes représentatives sont
symétriques par rapport a la premiére bissectrice .

g

1
—
- =
—
—
—
-
=
—
-
—
-

3. Limites aux bornes et limites usuelles

lim e* = - lim e* = 4+
X——00 X—>+00
. e¥*-1 .
lim =1 lim xe* =0
x>0 X X—>—00
4. Croissance comparée
ex
lim — = +o0 lim —=0
xX—+00 X xX—+00 €
e* .
lim — =+ lim —==0 (a>0)
Xx—>+00 X X—+00
. e* . Inx
lim — =+ | —=0
X—+00 Inx X—+00 e*

1. Etude des fonctions de la forme e*™®)

Vx €eR, (e*) =e*
Preuve
On sait que la fonction In x admet une bijection réciproque de ]0; + o[ vers R .De plus In x est
dérivable sur ]0; +oo[ et sa dérivée ne s’annule pas sur ]0; +oo[ donc sa bijection réciproque e* est
dérivable sur R.
Posons f(x) = Inx

1

_1’ —
A T
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fW=yefty=x

hx=yox=e’o f1(y)=e

11
@) =ren=1=°
ey

Conséquence
V x € D, , si u est dérivable alors :[e“(")]’ = u'(x)e*™®

Exemple :

2x—-3

Calculons la dérivée de la fonction f(x) = ex+1
2(x+1)—1(2x—3) 2x=3
e x+1
(x+1)?
2x-3
— _ex+1
x+12°8”

fl) =

f'(x) =
lll.  Exponentielle a base a(a > 0)
Va>0;Vx€eR
Ina” =rlna o eln® = erina
o q' = etlna
1. Définition

La fonction définie sur R et notée exp,(x) = a* = e*'™ @ est appelée fonction exponentielle de base
a

2. Propriétés

Soit a un réel strictement positif ,l et I’ des réels,on a:

l L+

e axa'=a

[ ] — =

e —=q

° (al)n = g™
Exemple :
RésoudredansR :9*+3¥*—-12=0

Solution
9% +3*-12=0 (3%)*+3*-12=0
© (3%)*+3*-12=0

Posons X = 3* ,l'équation devient X2+X-12=0
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X=—4;X=3
X=—-4=3%=—4

In3
X=3:>3x=3<:>exl"3=3(:>xln3=ln3:>x=m=1

s ={1}
3. Dérivée

Par définition,exp,(x) = a* = e*n¢@

(expa(x))' = (a¥)' = (e *)' = (xIn )" =Ina x a*

Iv. Fonctions puissances
1. Définition
On appelle fonction puissance a la fonction
fa:10;+0o[ > R
x - x“ (x €R)
On peut écrire aussi x% = e®n*

2. Propriétés

Vx>0,aetf desreels

o x%xxP =xath
x* a-p

[ ] x_B_x

o L —yB

3. Dérivée de la fonction f,

est dérivable sur ]0; +oo[ ;f’ (x) = (e®*!n* "= (alnx)e¥nx = Loalnx = Eya = pya-1
a a X X
i _ -1
f'o(x) = ax®
4. Etude la fonction f,(x)

Limites aux bornes :

Sia > 0alors

lim x* =0 lim x% = 4o
x-0%t x—+00
Sia<0
lim x* =% = 4o lim x% = lim e*"* = 4+
x—0*t x—+00 x—+00

Etudes des branches infinies sia > 0:

@ _ iy 2

Onsaitquea >0 ; lim
xX—>+o0 X X—+o00 X
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a

Sia>1lalors lim —=x%1=+4o
X—+00 X

Donc Cr admet une branche parabolique de direction (0y)

x“ 1
Sia<lalors lim —= lim ——=0
x>+ X x—+o0 xl-a

Donc Gy admet une branche parabolique de direction (0x)
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CHAPITRE 5 : LES NOMBRES COMPLEXES

OBIJECTIFS :

e Connaitre les différentes formes d’'un nombre complexe et leurs notations .
e Connaitre et utiliser les propriétés du conjugué d’un nombre complexe .

e Connaitre et utiliser les propriétés du module et d’'un argument d’un nombre complexe .
e Connaitre et utiliser les formules d’Euler et la formule de Moivre .

e Déterminer les racines n‘¢™€ d’un nombre complexe .

e Déterminer les racines n'™¢ de l'unité.

e Résoudre dans C les équations du second degré a coefficients réels et complexes.

Sources

e Collection Hachettes

e CIAM

e Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal) —Année 2006
e Cours des collegues

e |nternet

e Le site sunudaara( https://sunudaara.com)

e Livre de Akhlou Tothie

Plan : (Voir cours)
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I Déroulement Possible

I L’ ensemble C

Activité : Résoudre dans R les équations suivantes :

a) x2+1=0 b)x2—x+1=0
Solution
b) x2+1=0 b)x?—x+1=0
x? = —1 Impossible A=1-4=-3<0
S=0 §=0
1. Définition

Il existe un ensemble de nombres noté C appelé ensemble des nombres complexes qui posséde les
propriétés suivantes :

e L’ensemble C contient I'ensemble R

e Dans C, on definit une addition et une multiplication qui suivent les memes régles que dans
R

e |l existe dans C un nombre i tel que i2 = —1

e Tout élément z de C s’écrit sous laforme z = a + ib avec (a, b) € R?

Exemples: 2i,5,2 + 4i sont des nombres complexes

Résoudre dans C

a) x2+1=0 b)x?2—x+1=0
x?=-1 A=1—4=-3=3i? = (i\/3)?
x*>=i x, = 13 gy, = LB
= L= , =

2 2

x=ioux=—i S={1_i\/§ : 1+i‘/§}

2 ! 2
2. Forme algébrique

L’écriture d’un nombre complexe z = a + ib est appelée forme algébrique de z (a et b des reels).

e Le nombre a est appelé partie réelle et le nombre b représente la partie imaginaire .

OnnoteRe(z) =a etIm(z)=b
Propriétés

Soit z le nombre complexe défini par z = a + ib avec (a,b) € R?

e zestréelsib =Im(z) =0

e zestimaginaire pursia = Re(z) =0
Soient z et z’ deux nombres complexes

o z =17 5ssiRe(z) = Re(Z) et Im(z) =Im(2)

o zestnul(z=0)ssi Re(z) =Im(z) =0
Le nombre 0 est appelé complexe nul.
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Exemple :
1) Ecrire sous forme algébrique les complexes suivants :
_ . . _ N2 _ 1+i

zy = (3—=20)(—1+ 5i) z, = (2+30) Z3 = —

2) Soit Z = z? + 2z — 3.Determiner z pour que Z soit un réel
Solution

1) 7z, =0B-2i)(-1+5))=-3+15i+2i+10=7+17i
z;=7+17i

z,=(2+30)2=4+12i—9=-5+12i

22:—5+12i
_14i_(4D@+D _24i42i-1_ 143 1430 1 3
BT T e2-De+h) 4-i2  4+1 5 _s5'5°
_1.3,
Z3—5 Sl

2) Z=22+4+2z-3
z=a+1ib
Z = (a+ib)*>+ 2(a+ib) —3 = a® + 2abi — b?> + 2a + 2bi — 3
Z=a%*—b%+2a—-3+i(2ab + 2b)
Zestreelssilm(Z) =0=2ab+2b =0
2b(a+1)=0<2b=00oua+1=0

b=0 oua=-1
ZeRssiz=—1+ibouz=a (aetbdesreels)
3. Représentation dans le plan complexe
Dans toute la suite , on muni le plan d’un repére orthonormé (0, i, ¥)
a. Définition
Soient a et b des réels.

e Atout nombre complexe z = a + ib, on associe le point M(a, b) et le vecteur w(a, b)
e Atout point M(a, b) et a tout vecteur w(a, b) on associe le nombre complexe z = a + ib
appelé affixe du point M et de vecteur W.0On note M (z) ; w(z)

Exemple :
Le point M (3 ;2) a pour affixe z = 3 + 2i de méme que le vecteur w(3 + 2i)
A
Axe des imaginaires purs

+

1l w=3+2i

<N
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O u 1 2 3 axe des réels

b. Propriétés
Soient M(zy) et N(z,,) deux points du plan ,1(z) et v(z") deux vecteurs
e Levecteur MN a pour affixe zy — zy,
e Levecteur u+ v apour af fixez+ 7'
e Levecteur kil a pour af fixe kz
4. Nombres complexes conjugués
a. Définition

Soit z = a + ib un complexe .On appelle nombre complexe conjugué de z le complexe a — ib noté

Z.
z=a+ib >Z=a+ib=a—ib
Exemple :
Siz=5—4ialorsz=5+4i
b. Propriétés

Soient z et z’ deux complexesetn € N*,ona:

°
N

3
Il

Ny

+
N\
Il
N
+

[ ]
NTRYINES

Soit z = a + ib un complexe

o z4+7=2a

e z—7=2ib

e zZ=a’+bh?

zestreelssiz=7

e zestimaginairepursiz=—z
L’ensemble des imaginaires purs est noté iR*

Exemple 1 : Calculer
a=3+21 b= (=3+2)(=3+20)
Solution
a=3+21=3+2i
b=(-3+2)(-3+2i)=(-3+2)(-3-2i)=(-3)2-(Q)?*=9+4=15
Exemple 2 :
SoitZ =222 quecz #i

1) Déterminer I'ensemble des points M (z) pour que Z soit réel
2) Déterminer I'ensemble des points M (z) pour que Z soit imaginaire pur
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Solution
1) Déterminons I'ensemble des points M (z) pour que Z soit réel

Premiere méthode

Zestréelssi Z=127

2Z-4 _ 2z-4

zZ+i z—i
& 277 —2i7—4z+4i=2z2z+2iz— 47— 4i
© 2iz+2iz+4z—-4z7—-4i—4i=0
2i(z+2)+4(z—-7)—8i=0
or z = x + iy avec (x,y) € R?
z+7Z=2x etz—2z =2y
On aura: 2i(2x)+42iy)—8i=0
©i(4x+8y—8)=0o0ri#0donc4x+8y—8=0x+2y—2=0

L’ensemble des points M pour que Z soit réel est la droite d’équation x + 2y — 2=0 privé du point
A7)

Deuxieme méthode :

2z —4
7 =

- avecz * 1
zZ—1

Ona:zz=x+1iy
7 2 +iy) —4 2x+2iy—4 (x+2iy—dx—-iy+i)
T ox+iy—i x+iy—-1 [x+iy-D]x—-i(y—-1)]
2x2% — 2ixy + +2ix + 2ixy + 2y? — 2y — 4x + 4iy — 4i

x?+(y—1)?
_2x%+2y° —4x =2y iQ2x+4y—4)
2+ @-D? X2+ (y - 1)2

Zestreelssi2x+4y—4=0x+2y—-2=0

L’ensemble des points M pour que Z soit réel est la droite d’équation x + 2y — 2=0 privé du point
A(D)
2) Déterminons I'ensemble des points M (z) pour que Z soit imaginaire pur

Premiere méthode

Z est imaginaire pur si Z = 7

2z —4 27— 4

z—i  z4i
© 222+ 2iz—4z—4i =222+ 2iz+ 4z — 4i
& 4z74+2i(z—2)—4(z+2)=0

z=x+iydonczz=x*+y? ;z—z=2iy etz+zZ=2x
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On aura 4(x? +y?) + 2i(2iy) —4(2x) =0
©4x% +4y2 —4y—8x =0
S 4(x?-2x)+4@%*—y)=0

o xX2-20+@*-y)=0
1\ 1
@(x—1)2—1+(y—5> —Z
1\2 5
Rl

=0

L’ensemble des points M pour que Z soit imaginaire pur est le cercle (C) de centre I(1; %) et de
rayonr = \/2_3 privé du point A(Q)

Deuxieme méthode

_2x2+2y2—4x—2y+i(2x+4y—4)
- x%2+ (y—1)? x%+ (y—1)2

Z est imaginaire pur ssi
2x2+2y2 —4x -2y =0

©x2-2x+y’—y=0

@(x—1)2—1+(y—%)2— =0

1
4
o @-17+(y-1) =3
b N —=] ==
Y72) Th
L’ensemble des points M pour que Z soit imaginaire pur est le cercle (C) de centre I(1; %) et de rayon
r= g privé du point A(i)
c. Conséquences

Si un nombre complexe z est une racine d’un polynéme a coefficients réels alors son conjugué z est
aussi racine de ce polynéme.

5. Module d’un nombre complexe
a. Définition

On appelle module d’'un nombre complexe z = a + ib le nombre positif noté |z| défini par :
|z]| =+ a?+ b?% = \/E
Exemple : Déterminer les modules des nombres complexes suivants :
z1=3—40 ;z,=—4 ;z3=2i
Solution

21:3_41:
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|z;] =32+ (-4)2=V9+ 16 =V25 =5

22:_4'
12,] = (=42 + 02 = V16 + 0 = V16 = 4
Z3=2i

|23l =02 +22 =0 + 4 = V4 =2
Remarque :

e Siz=a€Ralors|z| =]|a|

Si z = bi avec b € Ralors |z| = |b|
e Siz=0alors|z|=0

Si |z| =Vzz o 77 =~

V4

. -1
Conséquence : Un nombre complexe z est de module 1ssi z = -
b. Propriétés

Soient z; et z, deux complexesetn € N*

|21 X z;| = |z1| X |2,]
1)

Tz
== (2 #0)

|z |

Z1
Z3
1
Z1
|z = |24 |

|z + 23| < |z1] + |2;]

Exemple :
1) Calculerlesmodulesdez  etz,: z; = (1 —D)* ; z,= 42__3ii
2) Z= Z;:_i avec z # i .Déterminer I'ensemble des points M tel que |Z| = 1
Solution
1) z=(1-0D*
4 4
2 = 11— DI* = (VIZ+12) =(V2) =4
2-i
%2 = 35
o = |22 - 12— 22+ (-1)2 A5
zl = 4-3il  |4-3i] [42 + (=3)2 5
2)Z = Z;:_i avec z # i .Déterminons I'ensemble des points M tel que |Z| = 1
Soient M(z) ,A(i) et B(4 +1)
7 = ZM — Zp
ZM — 24
1Z] = 1 BM &AM =BM
= S — = & =
AM
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Donc I'ensemble des points M tel que |Z| = 1 est la médiatrice de [AB]
Il. Forme trigonométrique d’'un nombre complexe
1. Argument d’une forme trigonométrique

Soit z un nombre complexe d’'image M avec z # 0.0n appelle argument de z noté arg(z) , une

mesure en radian de 'angle (4; OM)

A

M(2)

0 = arg(z)

<

v

Ona:z=x+1iy

cos 6 =%:>x= OM cos 0
sin @ =L=>y= OM cos 6
oM
Doncz = x + iy = |z|cos O + i|z|sin 6
z = |z|(cos 0 + isin @)
Re(z) ., Im(2)

sinf =
|| ||

cosf =

Remarque :
Siz = 0alorsarg(z) = 0[2m]

Cas particuliers :

e Siz€eR*, alorsarg(z) = 0[2x]

e Siz e R'_alorsarg(z) = n[2n]

e Siz€iR*, alorsarg(z) = g[Zn]

e Size€iR*_alorsarg(z) = —2[27[]

2. Définition
On appelle forme trigonométrique d’un nombre complexe I'écriture
z = |z|(cos @ + isin @) avec z # 0 et O un argument de z

Exemple :

Donner I'écriture trigonométriques des complexes suivants :
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_ 1 i 1 V3,
Zl=1+l ;ZZZE_E ;Z3=—E+7l
Solution
Z1=1+i

2] = VEFT T2 =2
{cosez

ksin@ =

[

z, = \/f(cos4

+isin)
LSIn—
2

Z3 = CcOS— + isin—
3 3 3
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Conséquences : A axes des imaginaires purs
My(—Z = —a +ib) Mi(z =a +ib)
g(z
- a » axe des réels
M3(—z = —a —ib) —b M,(Z = a —ib)

arg(—z) = m + arg(z)[2r]
arg(z) = —arg(2)[2n]
3. Propriétés de I'argument

Soient z et z’ deux complexes nos nuls et n € N*

arg(z x z') = arg(z) + arg(z")[2n]
arg (5) = arg(z) — arg(z")[2m]

arg G) = —arg(z)[2x]
arg(z™) =n x arg(z)

Régle :

e Pour multiplier deux nombres complexes non nuls , on multiplie leurs modules et on
additionne leurs arguments

e Pour diviser deux nombres complexes non nuls, on divise leurs modules et on fait la
différence de leurs arguments

Exemple :

1)

2)

2)

Soientz; = 3 [cos(— %) + isin (— %)] etz, =2 [cos%ﬂ + isin z—n].Ecrire sous forme
trigonométrique z; X z,
2(v3-i)3

Soitz = 1102

Mettre z; sous forme trigonometrique
Solution

Soientz; = 3 [COS(— %) + isin (— %)] etz, =2 [cosz?n + isin 23—”]

|2y X 25| = |z1| X |zz| =2 %3

m 2w 5w

arg(z,) X arg(z;) = arg(z,) + arg(z,) = ~ + = 0

50 5w

zZy X7y = 6(COSE + isin—

203-0° Mettons z3 sous forme trigonometrique

Soitz = c110)?
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2(V3- 0| =2[V3-i =2(V3+1 ) =16
[(m14+ D% =|-1+i?=W1+1)?=2
16

=—=28
|zl =5

2(V3-1i)3

arg(z) = arg 1i? ] = arg[2(vV3 — )%] —arg[(-1 + i)?]

arg(z) = arg(2) + arg(v3 — i)% — 2arg(—1 + i)

arg(z) =0+3 arg(\/§ - i) — 2arg(—1+1)

V3
' c0591=7 T
501t91—arg(\/§—l 1:>01=—g
ksin@l——z
( 2
0 ( )!COSQZ:_? 6, = F
Soit 6, = arg(—1+1i =60, =—
V2
Sin92=7

arg(z) = 3(— g) -2 (I%n) = —2n = 0[2n]
z =8(cos0 + isin0)
4. Interprétation de arg( - ZA)
Théoréme :

Soient A, B, C et D des points du complexes d’affixes respectives zy, zg, ¢, zp tels que :

Zy # zgetz, + zp.On a:

Zg — Zy )
CD,AB)[2
arg (ZD —Zc ( ) T[
Preuve
Zp — Zp
arg ( ) =arg(zg — z4) — arg(zp — z¢)
Zp — Z¢

arg (ZB — ZA) = (4; E?)) — (@; CD)

Zp — Z¢

arg (ZB — ) (u AB) + (CD u)

ZD_Z

Zp — Z —_— —
arg( £ A) = (CD;w) + (u; AB)
Zp — Zc

Zp_ —_— —
arg( Bz )= (CD; AB)

Zp — Z¢

Conséquences
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Parallélisme de deux droites

(AB) |l (CD) & ABet CD sont colineaires = (ﬁ; E) = 0[n]

Zp — Zy
Donc arg
Zp — Z¢

): 0[]

Zp — Zp

= € R*

Zp — Zc¢

(AB) || (CD) & zB — %4

=k eR*
D —Zc

Perpendicularité de deux droites

(4B) 1 (CD) & (CD; AB) = =[]

Zp — Z¢
Zp —Zp _
o € iR*
Zp — Zc¢
Zp —Zy

= ibavecb € R*

(4B) L (CD) =~

D c

Alignement de trois points deux a deux distinctes

A,B et C sont alignés < (4B, AC) = 0[n]

Ze — 24

c
(:)arg(
Zp — Zp

)= 0[]

Zc — Zy

= € R*

Zp — Zy
A,B et Csont alignés & Z7I — ke R
Zp—Zyp

Triangle rectangle

Le triangle ABC est rectangle en A & (E, ﬁ) = g []

& ar (ZC_ZA) =Z(n]
g Zg — Z4 2

Zc — 7y
Zp — Zy

o € iR*

Zr—2Z .
oA —ib avech € R*
ZB—Z»p

Dans le cas ou |b| = 1 alors le triangle est rectangle et isocéle en A

AC Ze — Z Zr — Z
AC_Jzc =2l 12— = |ib| = |b] = 1d’00 AB = AC
AB  |zp—zy|l lzp—z,

Cocyclicité
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A, B, Cet D sont cocycliques ssi (ZE, R) = (EE,R) + km
(4B, AC) — (DB, DC) = kn

Zc — Zyp Zc — Zp
(:)arg( )—arg(— = km
Zp — Zy Zp —Zp

Zc — Zp
ZB — Za
(:)arg ﬁ =kn

Zp — Zp

Zc — Zyp
Zp — Zx
Szc=z, € R
Zp — Zp
ZC_ZAXZB_ZDE]R

Zg—7Z4 Z¢— Zp

, Zc—2Zp Zp—Zp
A,B,C et D cocycliques < X ER
Zp—2p Zc—Zp

lll.  Forme exponentielle d’'un nombre complexe
1. Définition et propriétés

Pour tout réel 6 ,on a: e® = cos@ +isind

Remarque : e est le nombre complexe de module 1 et d’argument 8

Exemple :
e =cosm+isint =—1
i T T
e2=coS—+isin—=1
2 2

Tout nombre complexe z de module r et d’argument 8 peut s’écrire sous la forme:
z==re'
Propriétés :

VneZeo et desreels ona:

i0 « ol — oi(6+6")

o ¢
—i0 _ 1
e ¢ ==
ee
e _  io-6"
[ ] ﬁ = e

° (eiB)n = pind
Remarque :Le conjugué de el® est et
Exemple :Mettre sous la forme exponentielle le complexe z = (1 - \/7)(—1 —1)

Solution
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|-1—i| =2 etarg(—1—1i) = —%”
2=VZ(1-VZ)e F = (VI - 1)e i F

2. Formule de Moivre

Théoréme: VO € Retn € N*

e (cosf +isinB)"™ = cosnb + isinnb
e (cosf —isinB)" = cosnf —isinnb

Preuve
e (cosO+isin®)" = (e?)" = e = cosnb + isinnd
e (cosf—isin@)" = (e"0)" = e~ = cosnb —isinnb
Usage que I'on peut faire

Ecrire cos nx et sinnx sous la forme d’une puissance de cos x et sin x
Exemplel :
Ecrire cos 3x en fonction de cos x et sin 3x en fonction de sinx
Solution
Posons A=cos3x + isin3x = (cosx + isinx)3
A = cos3x + 3cos?x i sinx + 3 cos x(isinx)? + (isinx)3
A = cos 3x + 3(1 = sin®x)isinx + 3 cos x(—sin’x) — i sin3x
A = cos3x + 3isin x — 3i sin3x — 3 cos x(1 — cos %x) — isin®x
A = cos3x + 3isin x — 4i sin3x — 3 cos x + 3cos3x
A =4cos3x —3 cosx + i (—4sin3x + 3sinx)

- 3, _
Par identification des parties réelles et imaginaires { cos 3x 4C0? ;C 3 cosx
sin3x = — 4sin”x + 3sinx

Exemple 2 :

1) Ecrire sous forme trigonométrique v3 — i
2) En déduire une écriture algébrique de z = (v/3 —i)®

Solution

1) Ecrivons sous forme trigonométrique v3 — i

[V3—i|=2
V3
cosf = — T
Soit 8 un argument dev3 — i 21 e 0= 3
kSil’lg = _E

V3—i=2 (cos(— g) +i sin(—g) )
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2) Déduisons en une écriture algébrique de z = (\/§ -8
T mT__18
_ —i\8 — _= i cin(— —
z=(W3-1) [2 (cos( 6) + i sin( 6)) ]

8 4r o 4n

z=2 [cos(— ?) + isin(— ?)]

1 3
z= 256(—E+i§)

z=-128 + 128iV3
3. Formule d’Euler

Théoréme :Pour tout 8 € R

ei® + g0 elf _ o—i0
co0sf =—— sin = ——
2 2i

Preuve

cosO +isinf = e'?

cos@ —isinf = e~

En faisant la somme membre 3 membre ona:2cosf = e % + ¢~

eiG + e—iB

0=
Cos 2

Onaaussi:
cosf + isinf = et

cos@ —isinf = e~

En faisant la différence membre a membre , on obtient 2i sin6 = el®

elf _ o—if
sinf = T
Usage que I'on peut faire : linéariser
Exemple : linéariser sin3x et cos*x
Solution

3

. eix + e—ix
sm3x =\—
2i

1, . , . .
sin3x = 8 (3% —3e™™ + 3¢ 4 ¢713%)

1, . , . .
sin3x — = (el3x + e—l3x _ 3(elx _ e—lx)

3

sinx = -y [2isin 3x — 3(2isin x)]
. 3 1 3x + 3 .
sin°x = ——sin3x + —sinx
4 4
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. !
4 elX+e x
cCoOS X =\|\————
2

cos*x = == (€™)* + 4(e™)" (™) + 6(e)"(e7*)" + 4(e*)(e™)” + (7]
4 1 i4 i2 2 i4
cos x=1—6(e‘ Y+ 4e" X + 6+ 4e7F + e7HY)
1. . . .
cos*x = e [e9% + e7"* + 4(e'?* + &™) + 6]
1
cos*x = e (2 cos4x + 8cos 2x + 6)

3

1 1
= — 4 — 2 —
X 8cos x+2cos x+8

cos*

IV.  Résolution d’équations
1. Racines n-iemes d’un nombre complexe
a. Définition

Soit @ un nombre complexe et n un entier naturel (n = 2) .On appelle racine n-ieme de a toute
solution dans C de I'équation z™ = a

Exemple :
Les racines carrées de 1sont:1et-1
Les racines carrées de —1 sont:i et -i

b. Résolution de I’ équation z" = a
e 1°casa=0

Onaz"=02z=0
o 2Merasa+ 0

0 n’est pas solution de I'équation z™ = a .Toute solution z de I'équation z™ = a peut s’écrire sous la
forme z = re'®de meme a = |ale'®

Dans ce cas

Z"=a & (reie)n = |ale®
& rheint — |a|eia

o r" = |al
nd =a+2kn (k €Z)

r="1lal

< a 2km

0=—+— (kel)
n n
Théoréme :

Soit a = |ale*™ un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n = 2),a admet n racines n-
ieme, ce sont les nombres :
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..a 2Kkm
z, = lale@n k €{0,1,2......n—1}

Exemple :
Déterminer les racines cubiques de :4v/2 + 4+/2i

Solution

Les racines cubiques de z = 4v/2 + 4+/2i sont de la forme :
.. 2KT
7, = 1z1e'GT 3 ) k €{0,1,2}

Iz = \/(4\/2)2 +(4V2) =V32+32="64=8

Soit a un argument de z

(cosa=4—ﬁ=£

{ 8 2 _,,-"
, W2 2 4

kSlna:?:7

., T, 2km
7, = ¥8e'@z* 3 ) k €{0,1,2}

.. T 2km
7, = 2"@2v 3 ) k €{0,1,2}

T

i_
Zy = 2e°12

3n
Z1 = 2e 4

l.17TL'
Zy = 2e 12

Les racines cubiques de z = 4v/2 + 4+/2i sont Zg,21 et z,
Remargue : La somme des racines n-iemes d’'un nombre complexe est nulle

Preuve

..a 2Kkm
z, = Slale'@ 7k €{0,1,2.....;n— 1}

n-1

Z Zy =2Zotzy + i+ 24

k=0
n-1
S = YT+ Y 44y D
k=0
n—
z z = Wei(%) [1 + e"ZTn + (eizTﬂ)2 + o + (eiz?n)"‘l]
k=0
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W2TC L2TC 2TC
orl4+en +(em)2+ ...+ (e"n)" lest lasomme des ntermes consécutifs d’une suite
21

P J . . i—
géométrique de premier terme 1 et de raison e n

2T
2T 2m 2 1-(en)" 1-e®?" 1-1
1+em +(en)2+ ... + (el = ( 2_1r) = 57 = .z_n:0
1—e'n 1—em 1-e'n
n-1 @
ZZkz lal]e\n/ x 0 =0
k=0

c. Racines niemes de I'unité
Définition :Les racines n-iemes de I'unité sont les solutions de I'équation z™* = 1 (n = 2)

Théoréme :Le nombre complexe 1 admet n racines n-iemes qui sont les nombres

2km

zy=¢en ,ke€{0,1,2..,n—1}

Remarque :

- i< . . g
e Sia=|ale'® alors zy = \/|ale' est une solution de I'équation z™ = a
2km
e Sizy est une solution de I’équation z™ = a alors les solution sont :z;, = z,e" = avec

ke{01,..n—1}
Exemple :
Déterminer les racines cubiques et les racines quatriemes de I'unité
Solution

Déterminons les racines cubiques de 1

\ Or
zy=e 3 ,ke{01,2}

zo=e’=1

iZTn 27‘[+‘ . 2m 1+,\/3_’
Z1=e 3 =cos—+isin—=—=-+i—
! 3 3 22
i%" 47r+_ 4m 1 V3
zZi=e 3 =cos—+isin—=—=-—i—
! 3 3 2 2

Les racines cubiques l'unité sont : 1 ;— %+ i? et — % — i?

Déterminons les racines quatriemes de I'unité

_ T
z,=e 2 ,ke{0,123}

Zo=e’=1
ig T[+. T
zy=e2=cos-+isin-=1i
2 2
z, =em =cosm+isinmt =—-1
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PEL 37'[+_ . 3m )
Za =€ 2 = CoS— IlSIN—=—1
3 2 2

Les racines quatriemes de 'unité sont :1; —1;i et — i

Exercice d’application

Ondonnezy, = 1—iV/3

1) Donner une écriture trigonométrique de z,
2) Montrer que zo* = —8 + 8iV/3
3) Résoudre dans C l'equation z* = 1
4) En déduire les solutions de z* = —8 + 8i/3
Solution
Zo=1—1iV3

1) Donnons une écriture trigonométrique de z,

7l = 12 + (—V3)? =2

Soit 8 un argument de z,

_1
cose—i . -
, V3 3
ksm9=—7

Zy =2 [cos(— E) + isin(— E)]
0~ 3 3
2) Montrons que zy* = —8 + 8i/3
s w14
N [cos(— §) + isin(— §)]

4r o 4r
zy =16 [cos(— ?) + isin(— ?)]

4m 4n
zy =16 [cos(?) - isin(?)]

1 3

zo = —8 + 8iV3
3) Résoudre dans C l'equation z* = 1

Les solutions de I'équation z* = 1 sont les racines quatriémes de l'unité qui sont de la forme :
km
z,=e2 ,k€{01,2,3}

S={1;,-1;i;—i}

4) Déduisons en les solutions de z* = —8 + 8i\/3
4 4

z z z 4
P RPN JECHIE AN DU AN (S
-8+ 8iV/3 (1-iv3) 1-i3

I'équation devient Z* = 1
Z=1:;Z=-1;Z=i ;Z=1i

Z
Posons Z =
1-iv/3
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Z=1:>1_Zi\/§=1<:>z=1—i\/§
Z=—1:>1_Zi\/§=—1<:>z=—1+i\/§
Z=i:>1_zl_\/§=i<:>z=\/§+i
Z:—i:>1_zi\/§:—i<:>z=—\/§—i

S={1-iV3;—1+iV3;V3+i;—V3 - i}

V. Equation du second degré
1. Méthode algébrique de recherche des racines carrées d’'un nombre complexe non
nul

Soienta, b ,x et y des réels, z et Z des nombres complexes
Posonsz=x+iyetZ=a+1ib
Ona:z?=Zo (x+iy)® =a+ib
& x?+2ixy—y?=a+ib
o x?2—y2+2ixy=a+ib
De plus |z]|? = |Z| © x% 4+ y%2 = Va2 + b?

x% +y? =+ a? + b?
o %2 2= q
2xy=b

e Sib=0eta>0,lesracines carrées sont : Va et —\a
e Sib=0eta<0,lesracines carrées sont iv—aet —iv—a
o Sib+# 0alorsxetysontdememesigne sib > 0etdesignes contraires sib <0

Exemple :

Déterminer les racines carrées de 5 — 12i
Solution

Posons z = x + iy avec x et y des reels

x2+y?2=13 (D
z2=5-12ie{x2-y2=5 2)
2xy = —12 3)

(1)+(2)» 2x*=18=>x =3 0oux = -3
(1)—-(2)=>2y>?=8=>x=20ux=-2

(3)= x et y sont de signes contraires

Les racines carréesde 5 — 12i sont : 3 — 2iet — 3 + 2i

2. Résolution
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Définition

Soient a, b et c des nombres complexes tel que a # 0.Toute équation de la forme
az? + bz + ¢ = 0 est appelée équation du second degré a une inconnue z

Propriété :

Soit (E):az? + bz + ¢ = 0 avec a b et ¢ des nombres complexes (a # 0).0n pose A= b? — 4ac
et on désigne par § une racine carrée dans C de A.

e SiA= 0donc (E) admet une solution double : z, = —%
o SiA+# 0alors (E) admet deux solutions distincts :
_—-b-4¢ R —b+46
1= 2770,

Cas particulier

Considérons le cas ol a, b et c sont des réels (a # 0).Dans ce cas A est un reel .

e SiA>0alors l'équation az? + bz + ¢ = 0 admet des solutions dans R et dans C
—b—+/A —b+ VA
A= 2a 2a
e Si A< 0 alors ses racines carrées dans C sont: ivV—A et — ir/A

etZZ =

L’équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions C qui sont des conjugués

e _—b+iv-A
“4 2a %2 = 2a
Exemple :
Résoudre dans C les équations suivantes :
a) z2+(2+i)z+2-2i=0
b) z24z+1=0
Solution
Résolvons dans C les équations suivantes :
a) 22+ (2+i)z+2-2i=0
A= 2+ 0D)?—4(2-20)
A=4+4i—1-8+8i
A= -5+12i
Cherchons les racines carrées de A
Soit § = x + iy une racine carée de A
x2+y2=13 (D
x?2—y?2=-5 )
2xy =12 3)

M+R)>2x?=8ox=20oux=-2
(DHD-2)>2y?=18 o y=30ouy=-3

(3) = x et y sont de meme signe

Donc les racines carrées de Asont : 2+ 3iet —2 — 3i
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—2—i—2-3i —2—i+2+3i
Zy = 5 etz, = 5
le_Z_Zi ;Zzzi
S={-2-2i;i}
b) z24+z+1=0
A=1—4= -3 = (V30)?
-1-iV3 ~14+iV3
A= 2=
G [T1-i3 —1+iV3
B 2 2

Recherche de solutions particuliéres :factorisation par z — z,

Les propriétés énoncées en classe de 1¢7¢ sur les polynémes a coefficients réels restent valables pour

les polynémes a coefficients complexes.
Exemple 1 :
Soit (E):z3 — (3+4i)z2 —4(1-3))z+12=0

1) Montrer que (E) admet une solution réelle
2) Résoudre (E) dans C

Exemple 2 :
Soit (E):z3 — (2 —20)z?> + (5 —4i)z+10i =0

1) Montrer que (E) admet une solution imaginaire pur
2) Résoudre (E) dans C

Solution
Exemple 1 :
Soit (E):z3 —(3+4i)z2 —4(1-3)z+12=0

1) Montrons que (E) admet une solution réelle
Soit a cette solution réelle

a®—(B+4)a*-4(1-3)a+12=0
o a®—-3a%? —4a%i—4a+12ai+12=0
sa®-3a2—-4a+12+ (—4a*>+12a)i=0

3 2 _
@{a —3a°—4a+12=0
—4a%>+12=0

—4q’+12a=0<a=00oua=3
a=3
Donc la solution réelle de (E) est z, = 3

2) Résolvons (E) dans C

77 726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.co’




S.Touba Gueye , professeur de Mathématiques
MATHEMATIQUES TS2,TS2A,TS4,TS5

1 -3 —4i —4 4+ 12i 12
3 3 —12i —-12
1 —4i -4 0
22— (B+4)z2—4(1-3)z+12=0=(z—3)(z> — 4iz— 4)
Posons z2 —4iz—4=0
A=-16+16=0
4 21
Zy = > = i
S ={3;2i}
Exemple 2 :
Soit (E):z3 — (2 —20)z?> + (5 —4i)z+10i =0
1) Montrons que (E) admet une solution imaginaire
Soit ib la solution imaginaire pur
(ib)® — (2 — 20)(ib)? + (5 — 4i)(ib) + 10i = 0
& —ib3 + 2b% — 2ib* + 5ib + 4b + 10i = 0
© 2b%+4b+ (—b3—2b%2+5h+10) =0
o { 2b%2+4b =0
—b3—2b%2+5b+10=0
2b2+4b=0b=00ub=-2
Donc la solution imaginaire pur est z, = —2i
2) Résolvons (E) dans C
1 —2+2i 5—4i 10i
—2i —2i 4i —10i
1 -2 5 0
z3 = (2-20)z%+ (5—4i)z—10i = (z + 2)(z2 — 2z + 5)
Posonsz? —2z+5=0
A=4—20=-16 = (4i)?
2—4i . 2+4i )
z = =1-2i ; zp= > =1+2i
S={-2i;1-2i;1+ 2i}
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CHAPITRE 6 : TRANSFORMATIONS ET NOMBRES COMPLEXES

OBIJECTIFS :

e Reconnaitre une translation , une rotation , une homothétie par son écriture complexe

e Connaitre et utiliser I'écriture complexe d’une translation , d’une rotation et d’'une
homothétie

e Utiliser ces transformation dans des démonstrations, des problémes de construction, de la
détermination des lieux géométriques .

e Utiliser les nombres complexes pour résoudre des problémes de géométrie.

o Déterminer les éléments caractéristique d’une similitude plane directe

Sources

e Collection Hachettes

o CIAM

e Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal) —Année 2006
e Cours des collegues

e Internet

e Le site sunudaara( https://sunudaara.com)

e Livre de Akhlou Tothie

Plan : (Voir cours)
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I Déroulement Possible

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0; U, V)

I Ecriture complexe d’une transformation du plan
1. Définition

Une transformation F du plan transforme chaque point M d'af fixe z en un point M’ d’affixe
z'.’écriture complexe de la transformation F est la relation z' = f(z) ou f est la fonction de
C dans C qui a tout z associe z'

Remarque :

On dit que : F:P->®P et f:C->C sont associées
M(z) » M'(z") z-> 7

-M(z) est invariaant par F & z est invariantpar f © z = f(z) carz' =z

2. Exemple d’écriture complexe
a. Translation

Définition :

La translation de vecteur U est la transformation du plan qui a tout point M associe le point M’
telque MM' = u

tzg:P->P
M—M

Ecriture complexe

Soient t une translation de vecteur i, z, z'et b les af fixes respectifs de M,M' et u.
t(M) =M o MM’ =1
oz —z=b
©z'=z+>b
L’écriture complexe d’une translation de vecteur u d'af fixe b est :
z’=z+b
b. Homothétie
Définition
Soit M un point du plan et k € R*.On appelle homothétie de centre et de rapport k,la
transformation qui a tout point M associe le point M’ tel que :W’:kﬂﬁ
h(Qk) : P->P

M-M tq QM'=kQM
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Ecriture complexe :

Soient h I’'homothétie de centre Q et de rapport k , z , z' et w les affixes respectifs de M, M’ et ()
h(M) = M' & QM'=kQM
oz -—w=k(z-w)
L’écriture complexe de 'homothétie de centre Q(w) et de rapport k est :
zZ’—w=k(z—w)
c. Rotation

Soit Q un point du plan et 8 un reel.La rotation de centre Q et d’angle 6 est la transformation du

plan qui a tout point M associe le point M’ tel que :
e SiM=M’ alors M=Q
QM = oM’
e SiM=+Malors{,— —
(QM,QM") = 6[2x]

Ecriture complexe

Soient r la rotation de centre Q er d’angle 9, z, z"et w les affixes respectifs de M, M’ et Q

QM = QM’

L (M) {(QM,QM’)=9[27T]
|z—-w|=|z" - w]

ZI
7 —

arg( ) = 6[2m]

w

=1

zZ'—w
Z—w

z —w

arg( ) = 0[2m]

Z— W

!
o Z w=e"9

Z—w
o7 -w=e%z—-w)
L’écriture complexe d’une rotation de centre Q(w) et d’angle 6 est :
Z —w=e"9%z—-w)
Exemple :
A est un point du plan d’affixe z4 = —2 + 3i

1) Déterminer I'affixe du point B, image de A par la translation du vecteur % d’affixe 1 — 2i
2) Déterminer I'affixe du point C, image de A par I’'homothétie de centre Q d’affixe
w=1+ietderapportk = —%

3) Déterminer I'affixe du point D, image de A par le rotation de centre Q et d’angle 8 = %
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Solution
1) Déterminons I'affixe du point B, image de A par la translation du vecteur u d’affixe 1 — 2i
tz(A) =B o zg =2, + z3
Szg=—24+3i+1-2i
zg=-1+i
2) Déterminons I'affixe du point C, image de A par ’lhomothétie de centre Q d’affixe
w=1+1ietderapportk = —%

h(A)=C ez —w =k(z4 — w)

3
ze— (140 =—5(-2+3i-1-10)

9. 3 3, .
Ze=3—zit+s+zi+1+1i

2 2 2
11 Y
Zc=——2i
¢t~ 2
4) Déterminons I'affixe du point D, image de A par la rotation de centre Q et d’angle 8 = %

T
r(A)=D oz, —w=e"%(z4 — w)

zD=(§+i?>(—2+3i—1—i)+(1+i)

5
zD=<1—T\/Z>+i(1—g)

Il.  Similitude directe plane
1. Définition

Une transformation S du plan est une similitude direct s’il existe un réel k > 0 et un reel 6 tels que
pour tout points M et N d’images respectives M’ et N'par S, ona:

M'N" = kMN
(MN;M'N") = 6[2n] (M # N)

Le réel k est appelé rapport de similitude et le réel 6 I'angle de similitude

Propriétés caractéristigues

Une transformation S du plan est une similitude directe si son écriture complexe est :
z =az+boua€cCethbeC
Le rapport de similitude est k = |a| et son angle estarga

Exemple :

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, i, ¥).0On considére la transformation S d’écriture
complexe iz’ = (1 —iV3)z + 2

1) Déterminer la nature de S et donner son rapport et son angle
2) Déterminer I'affixe du point C image de A (2 — iv/3) par S
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3) Déterminer |’ affixe du point B tel que S(B) =0
4) Donner I'écriture complexe de St

Solution
1) Déterminons la nature de S et donner son rapport et son angle
S est une similitude directe
Y3

Son rapport est k = |1 — ivV3| = 2 et son angle est arg(1 — iV/3) = -3

2) Déterminons I'affixe du point C image de A (2 — iv/3) par S
ze =(1-iV3)(2—iV3) +2
zc=2—iV3—-2iV3—-3+2

zc=1-3iV3

3) Déterminons I’ affixe du point B tel que S(B) =0
(1-iV3)z5+2=0 25 = —

1-iV3
__1_.v3
Zp="3713
4) Donner I'écriture complexe de 1
;L . _z'-2
z-(l l\/§)z+2<:>2—1_w§
_1+iW3 , 1 V3
z=—(p—27 —5- i
1+iv3 1 V3
D'ouS ™tz =——z—->—i—
ouS "z 2 z > 12

Remarque :
La réciproque d’une similitude direct de rapport k et d'angle 6 est une similitude directe de rapport
% etd' angle — 0
2. Forme réduite d’une similitude directe
Soit S une similitude directe d’écriture complexe z' = az+ b
M(z) est invarainat par S & S(M) =M
©z=az+b
< (1-a)z=0b
e Sil—a=0c—a—da=1,Sestlatranslation de vecteur d'affixe b

. . b . o .
o Sil—a#0c—a—-da+# 1alor52=; .S admet un unique point invariant

d'affixe w = ——
1-a
Propriété
Soit S une similitude directe d’écriture complexe z' = az+ boua € C'et b € C

e Sia=1doncS estune translation de vecteur u d'affixe b
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. . o . . b
e Sia# 1donc S admet un unique point invariant Q d'af fixe v = -

» L’homothétie h de centre Q et de rapport k = |a|
» La rotation r de centre Q et d’angle arg(a)[2m]

L’écriture complexe est alors :
Z —w=ke'(z— w)
Vocabulaire
o () est appelé centre de la similitude

eUne similitude directe S qui n’est pas une translation est déterminée par son centre,
son rapport et son angle appelés éléments caractéristiques de cette similitude

Cas particulier

Soit S I'écriture complexe z' = az+ b

o Sia=1,S estunetranslation
o Silal=1eta+# 1alorsS est une rotation
e Sia € R*{1},S est une homothetie

Exemple
Dans le plan muni d’un repére (0,1, V), soient A(1 + 2i), B(3i),C(—2 + 3i)

Donner I’ écriture complexe qui transforme A en B et B en C puis préciser ses éléments
caractéristiques

Solution

z'=az+b
SA) =B zg=az;+b (D
SB)=C&oz;=azg+b (2)

Zg—zc 3i+2-3i 2 _2(1+i)

1)—(2) oa= = =
W=D ea=s = =T =3 1-1 2

14+

(Q)=>b=z,—azg =—2+3i—3i(1+i)=-2+3i—-3i+3=1
($):z =(1+iz+1

1

[1+il=vV2 et A+ =2 et =i
| = e arg 1—4 81_(1+i)—l

Donc S est une similitude directe de centre w(i) de rapport k =+2 etd'angle 6 =
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CHAPITRE 7 : DENOMBREMENT

Pré requis :

>
>

Connaitre la notion d’ensemble
Déterminer I"'union et I'intersection de deux ensemble

Objectifs :
Apres cette lecon , I’éléve doit étre capable de :

>

YV V V V

>

Connaitre le vocabulaire suivant :ensemble fini, cardinal d’'un ensemble fini, produit
cartésien- listes , arrangement ,permutation , combinaison , anagramme

Utiliser les représentation pour dénombrer

Connaitre et utiliser les formules des p-listes , arrangement , combinaison
Connaitre les notations n!

Modéliser les situations concretes pour résoudre des problémes de dénombrement
Utiliser la formule du Bindbme de Newton

Sources et supports pédagogiques

» Collection Hachettes

CIAM 1S

Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006
Cours des collegues

YV V V VY

Internet
> Le site sunudaara (http://sunudaara.com)

Plan :(voir cours)
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I Déroulement Possible

I. Théorie des ensembles
1. Ensemble fini et cardinal
a. Cardinal d’'un ensemble fini
Le cardinal d’un ensemble fini E est le nombre d’éléments de cet ensemble .Il est noté card (E)

Exemple :

A={a;x 1;2} card(4) = 4
B={qa; z} card(B) = 2
Card(@) =0

b. Cardinal de la réunion ou l'intersection de deux ensembles
Soient A et B deux ensembles finis contenus dans un ensemble E, (A € E et B C E)

x EAUB={x€E /x€Aoux€ B}
x€EANB={x€E /x€Aetx €B}
Propriétés :
Soient A et B deux ensembiles finis on a
Card(AU B) = Card(A) + Card (B) — Card(A N B)

Card (A)=3; Card(B)=4 Card(ANB)=1
Card(E) =Card(AUB)=3+4+4—-1=6

———B

A N e

o

Si A et B sont disjoints alors AN B =@ ona: (AU B) = Card(A) + Card(B)

Card(A) =2 Card(B)=1 Car(AnB)=0
~— Card(E) = Card(AUB) =2+1=3
A Bl
—

c. Cardinal du complémentaire d’un ensemble

Soit A une partie de E, le complémentaire de A dans E est I'ensemble des éléments qui sont dans E et
non dans A.ll est noté A ou E\ 4

onaAUA=E etAnA=0

|
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Card(A U A) = Card(A) + Card(4) ;Card(E) = Card(A) + Card(A);

Card(A) = Card(E) — Card(A)
Remarque:Ac AUB ; BcAUB ;ANBcAUB
Propriétés :
V A,B,C des ensembles de E,on a:

e AUB=BUA ;ANnB=BnA ;AUB=AnNB i ANB=AUB
e AU(BUC)=(AUB)UC=AUBUC ;ANn(BUC)=(ANB)UANC)
e AU(MBNC)=(AUB) N(AUC)

Card(AUBUC) = car(A) + card(B) + card(C) — card(ANB) — card(An C) —
card(BNC)+card(AnBNC)

Exemple :
Dans une classe de 42 éléves , 25 pratiquent le football ; 30 pratiquent le basket et 20 pratiquent les

deux.
a) Déterminer le nombre d’éléves qui pratiquent uniguement le football

b) Déterminer le nombre d’éléves qui pratiquent uniquement le basket
c) Déterminer le nombre d’éléves qui pratiquent ni le football ni le basket

Solution
Soit E I'ensembles des éléves de cette classe card (E) = 42
F : 'ensemble ses éleves qui pratiquent le football, card(F) = 25
B :L’ensemble des éleves qui pratiquent le basket, card (B) = 30

\E

10

B
|

a)Le nombre d’éléves qui font uniquement le foot est 5
b) Le nombre d’éléves qui font uniquement le basket est 10
Autre méthode
a) card(F\B) =card(F) —card(FNB) =25—-20=5
b) card(B\F) = card(B) — card(BNF) =30—20=10
Card(FUB) = card(E) — card(F UB) = 42 — (25+ 30 — 20) = 7
Donc il y a 7 éléves qui ne pratiquent ni le foot Ball ni le basket.
d. Produit cartésien
Définition :
Soient A et B deux ensembles finis .On appelle le produit cartésien de A par B noté AX B, I'ensemble
des couples (a,b) telquea € Aet b € B.
AXxB ={(a,b);a€A,b € B}
Propriété :
Soit A et B deux ensembles finis :card(AX B) = card(A) X card(B)
Exemple :
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Fatou dispose de 5 foulards , 4 bodys et 3 pantalons .Le nombre de fagon possibles qu’elle peut les
porter est :4x 3 X5 = 60

. Modélisation
1. P-listes ou P-uplets

a. Définition:
Soit E un ensemble a n éléments et pe N*; E = {x1, x5, ... ... X, }.0n appelle p-liste d’éléments de E
,<toute liste (xq, x5, ... ... Xx,,) de E distinct ou non.
Exemple : Les mots : maths ,chimie ,compo sont des 5 listes des 26 lettres de I'alphabet francais.
Remarque :
Dans une p — liste ,I'ordre des éléments est important et la répétition est permise.
Dans un tirage , on utilise I'outil p — liste si le tirage st successif avec remise

b. Définition :
Soit E un ensemble a n éléments et p un entier naturel. Le nombre de p- liste dans E est n?

Exemple 1 :
1)Le nombre de codes de 4 chiffres qu’on peut former avec les 10 chiffres est :10% = 10000

2) Le nombre de mots de 3 lettres ( ayant un sens ou non ) qu’on peut former est :
263 = 17576
1) Le nombre de codes de 2 lettres suivis de 2 chiffres qu’on peut former est :26 x 10% = 67600

Exemple 2 :
Une urne contient 2 boules rouges, 3 noires et 1 blanches .On tire successivement avec remise 3

boules dans I'urne .
1) Déterminer le nombre de tirages possibles
2) Calculer les cardinaux des ensembles suivants :
A : « 2 boules rouges suivies d’une boules noire »
B : « un tirage unicolore »
C: « Le tirage ne contient pas de boules rouges »
Solution
1) Le nombre de tirages possibles :63 = 216
2) Les cardinaux des ensembles suivants
3) A:« 2 boules rouges suivies d’une boules noire »
Card(A)=2? x 3! =12
B : « un tirage unicolore »
Card(B)=23+3%3+13=36
C: « Le tirage ne contient pas de boules rouges »
Card(C) = 43 =64
2. P -listes éléments distincts : Arrangement
a. Définition :
Soit E un ensemble a n éléments et p un entier naturel tel que 0 < p < n.0On appelle arrangement de
p-éléments parmi n éléments , toute p -liste d’éléments de E deux a deux distincts.
Autrement dit, un arrangement est une p- liste dans laquelle il n’y a pas de répétition.
Remarque :
Dans un arrangement, I'ordre est important et la répétition n’est pas permise .
Dans un tirage , on utilise I'outil arrangement si le tirage est successif sans remise
b. Propriétés
Le nombre d’arrangement de p- éléments pris dans un ensemble a n éléments est noté Aﬁ et définie
par:Ab =n(n— 1D -2)(n—3) ...... x(n—p+1)
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Exemple : A3, =10X 9 x 8 =720
c. Notation factorielle
Soit n un entier , on appelle factorielle n le réel noté n ! défini par :
nl = { Osin=0
T lnn—-1Dn—-2).....x3x2x1 sin#0
Remarque :n! = n(n —1)!

Ap:n(n—1)(n—2).......(n—p+1) XM—p)X .3 %X2%1
n n—p)X....x3x2x1
p M
" (n-p)
Exemgle:A3:2—i=20
Propriété :
AS=1 ;Al=n ;A"=n!

Permutation :
Une permutation est un arrangement de n éléments parmi n éléments. Le nombre de permutation
de n éléments est A} = n!

Exemple :

Le nombre de permutations possibles avec les lettres du mot Touba est Ag =51=120
Anagramme :

Une anagramme est une permutation de deux éléments distincts ou non

Le nombre d’anagramme du mot chimie est :2—:=360

Le nombre d’anagramme du mot PAPA est :2'471256

Exemple :

Dans une classe de 20 éleves dont 12 garcons et 8 filles, on veut élire un comité comprenant : un
président, un vice-président et un trésorier( pas de cumul de poste ) .

1) Déterminer le nombre de comités qu’ on peut former
2) Calculer les cardinaux des ensembles suivants
A « un comité comprenant que des filles »
B « un comité comprenant des personnes de méme sexe »
C « un comité comprenant 2 filles et 1 garcon »
D « le président est un garcon »
E « un comité comprenant au moins une fille »
F « un comité comprenant au plus une fille »

Solution :

1)Le nombre de comités qu’on peut former est A3, = 6840
2) Calculer les cardinaux des ensembles suivants :

A « un comité comprenant que des filles »
card(A) = A3 = 336
B « un comité comprenant des personnes de méme sexe »
card(B) = A3 + A3, = 1656
C « un comité comprenant 2 filles et 1 garcon »
2+ 1!

CaT'd(C) = A% X A%Z X m = 2016

D « le président est un gargon »
Card(D) = A}, x A3y = 4104
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E « un comité comprenant au moins une fille »
Premiére méthode :
On a1 fille ou 2 filles ou 3 filles
card(E) = Ay X A3, X 3 + A3 X A}, X 3+ A3 = 5520
Deuxieéme méthode :
Le complémentarité de E est E: " Ne pas obtenir de fille dans le comité"
card(E) = A3, = 1320
card(E) = 6840 — card(E) = 6840 — 1320 = 5520
F « un comité comprenant au plus une fille »
card(F) = A} x A2, x 3 + A3, = 4488
3. Combinaison
a. Définition :
Soit E un ensemble a n éléments et p un entier naturel tel que 0 < p < n.Une combinaison de p
éléments pris dans un ensemble a n éléments est une partie ou un sous ensemble de E.

Exemple :
A={0;1;2;3;.........9}
(1;2;3);(4,5;6);(9;0;1) sont des parties de 3 éléments de A.
Remarque :
Dans une combinaison, 'ordre n’est pas important et la répétition n’est pas permise.
Dans un tirage , on utilise I'outil combinaison si le tirage est simultané
b. Propriétés:

Le nombre de p-combinaison pris dans un ensemble a n éléments est noté Cfl’ et est défini

Ap
par : Cf, p—'!‘
P _ ﬁ _ n!
Cn = p!  p!(n-p)!
Exemple :
, 10t
TN -ThE
=1 ;ch=n ;=1 ;c'=n ;=" A+t =,
Ona:
Ch=0C"
Preuve
n-p _ nl _ n! _p
" (n-p!(n-n+p) pn-pt
p p-1 _ -p
c,+C, =0,
Preuve
n! n!
P +cht = +
T pln=p)!t (p-DIn—-p+ D!
Oor (n—p+D!I=n-p!xn—-p+1) et pl=(pP-1D'!'xp
_ (n—p+1)! _ _p!
Donc(n—p)! = EE— et (p—1)= ,
Cl+clt =n ntl-p +n! P
nooon ‘pl(n—p+1)! ‘pl(n—p+1)!
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p p-1 _ nl(n+1)
Cn + G pl(n—p+1)!
p p-1 _ (n+1)!
Cn + G pl(n—p+1)!

P op-1_ op
c.+¢, =C, 4

Exemple :
Une urne contient 3 boules rouges, 2 boules noires et 4 boules blanches .On tire simultanément 3

boules .
1) Déterminer le nombre de tirages possibles

2) Dénombrer les cardinaux des ensembles suivants :
A : « obtenir 2 boules rouges et une boules noire »
B : « obtenir un tirage unicolore »
C : « obtenir un tirage tricolore »
Solution :

1)Le nombre de tirage possible :C3, = 165
2) Les cardinaux des ensembles suivants :
A : « obtenir 2 boules rouges et une boule noire »

card(A) = C2 xC} =6
B : « obtenir un tirage unicolore »
card(B)=C3+C3 =5
C : « obtenir un tirage tricolore »
card(C) = C3 x C; x C} = 24
Formule du bin6me de Newton :
Soient a et b des réels et n un entier naturel on a :

n
(a+b)" = Z Ck akpnk
=0

(a+b)? =

2
Cyakb?~* = c2a°bh?° + Cla'b* + C2a?b?~% = a® + 2ab + b?

k=0
3
(a+b)® =) Cka*b3* =a’h3° + C}a'h? + C2a?b* + C1a®h°
k=0

(a + b)3 = a3 + 3a®b + 3ab? + b3
Triangle de Pascal :
La relation de Pascal nous permet de calculer les coefficients binomiaux :

n/p 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 2 35 35 21 7 1
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CHAPITRE 8 : PROBABILITE

OBIJECTIFS :

Sources

Connaitre le vocabulaire probabiliste.

Calculer la probabilité d’'un événement.

Connaitre et utiliser les formules des probabilités au programme.

Calculer la probabilité conditionnelle d’un évéenement.

Montrer que deux évenements sont indépendants.

Utiliser la formule des probabilités totales pour résoudre des problemes.

Déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire

Calculer I'Esperance mathématique, la variance et I'écart type d’une variable aléatoire .
Déterminer et représenter la fonction de répartition d’une variable aléatoire .
Connaitre la formule de la loi binomiale et I'utiliser pour résoudre des problemes.

Collection Hachettes

CIAM

Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal) —Année 2006
Cours des collegues

Internet

Le site sunudaara( https://sunudaara.com)

Plan : (Voir cours
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I Déroulement Possible

I.  Expérience et événement
1. Expérience
Le calcul des probabilités s’appuie sur des expériences aléatoires .Une expérience est dite aléatoire
ssi:
e On ne peut pas prédire le résultat avec certitude
e On peut décrire I'ensemble des résultats possibles
Exemple : le jet d'un dé, la lancée d’une pieéce de monnaie ......
2. Evénements et univers
En générale, on note x4, X5, ... ... , X, les résultats possibles d’une expérience aléatoire. L'ensemble
de ses résultats ou éventualités est appelé I'univers .On note Q= {x;, x5, ... ... ) Xn )
Un évenement A est un sous ensemble ou une partie de Q
Exemple :
Lorsqu’on lance un dé numéroté de 1 a 6 une fois donc Q={1,2,3,4,5,6}
A = {2,4,6} est un événement
Evenement élémentaire :Tout évéenement réduit a un singleton est un événement élémentaire
Evénement contraire : L’événement contraire de A est le complémentaire de A dans Q .1l est noté A
AUA=QetANA=0
Evénement << A ou B >>:c'est l'evenement AU B
Evénement << Aet B >> : c'estl'évenementAN B
Evénement impossible :C’est 'ensemble vide @
Exemple :Obtenir 8 apres avoir lancé un dé
Q est I’événement certain
Il.  Calcul de probabilité
Des évenements sont dits équiprobables s’ils ont la méme chance d’étre réalisés, c’est a dire |a
méme probabilité
1. Regles et méthodes
Dans |'expérience qui consiste a lancer un dé a 6 faces numérotés de 1 a 6, on a l'univers
Q=1{1;2;3;4;5;6}etcard () =6
o Sile dé est équilibré , non pipé, non trugué alors chaque évenement élémentaire a une
chance sur 6 d’étre réalisé

e La probabilité d’'un événement élémentaire est car ()

P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = -
La probabilité d’'un éveénement A est notée P(A) et est définie par :
P(A) = Card(A)
Card(Q)
2. Propriétés
Soient A et B deux événements de Q
e P(A)€e|0;1]
o P(Q=1etP(@)=0
e PA+PA=1
e P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
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Exemple 1
On veut choisir un jury de 5 membres parmi 15 professeurs : 7 de francais , 2 de philosophie et 6
d’anglais .Les chances d’étre choisies sont égales.
Calculer la probabilité des évenements suivants.
A : « Choisir 2 professeurs d’anglais et 3 de francais »
B : « Choisir des professeurs de méme discipline »
C : « Choisir autant de professeurs d’anglais que de francais »
D « Choisir au moins un professeur de philosophie »
E : « Choisir au plus un professeurs de philosophie »
Solution

Calculons la probabilité des évenements suivants.
A : « Choisir 2 professeurs d’anglais et 3 de frangais »

cixc3 25

PA)=——FF—=—
Cs 143

B : « Choisir des professeurs de méme discipline »

c2+c 9
P(B) = =
) Cos 1001

C: « Choisir autant de professeurs d’anglais que de frangais »
C7 X CExCy 30
Cis 143

P(C) =

D « Choisir au moins un professeur de philosophie »
Premiere méthode

Cy XCis+CixCiy 4

P(D) =
CPs 7

Deuxieme méthode

L’événement contraire de D est D: "Ne pas choisir de professeur de philosophie "

. Cc 3
P(D)=C—153=7
15

P(D)=1-P(D)=1 S
D) =1-PB)=1-==

E : « Chaisir au plus un professeur de philosophie »
CI X Cly +C 19
CPs 21
Exemple 2

Une urne contient 6 jetons numérotés de 1 a 6.0 n tire au hasard un jeton de l'urne et on note p;,i €
{1; 2; 2; 4; 5; 6} la probabilité de tirer le jeton numéroté i.On suppose que les nombres

. . - . 1
D1, P2, P3, P4, P55, Pg SONt dans cet ordre en progression arithmétique de raison T

1) Calculer py, P2, 03, P4, Ps) Do
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2) Calculer la probabilité de P : « tirer un jeton numéro pair »

Solution

1) Calculons p4,p2, 03, P4 Ps, Ps
Ona:py+py+p3+ps+ps+ps=1

1 2 3 4 5
Pttt @ittt + it +p+5=1

1
PL=7
1 1 1 7
2=t =5 5% w0
. 13 111 113 11
Deméme:ps =p,+ =0 Pa=P3t ;=0 iPs=Patg = iPe=Pst ;=7

2) Calculer la probabilité de P : « tirer un jeton numéro pair »

P)=pytpytpy e B LT

1. Probabilité conditionnelle

Exemple introductif

Dans une classe de 22 éleves, il y’a 14 garcons dont 4 qui aiment les maths et 8 filles dont 3 qui
aiment les maths .On choisit au hasard un éléve dans cette classe.

On note G : « I'éléve choisi est un garcon »
F : « I’éleve choisi est une fille »
M : « I’éléve choisi aime les maths »
M: « L’éléve choisi n’aime pas les maths

On peut résumer la situation dans un tableau

X G F TOTAUX
M 4 3 7
M 10 5 15
TOTAUX 14 8 22

P(G)—14 P(F)—8 P(GnM)—4 P(Gn1\71)—10 P(FnM)—3 P(Fnl\7l)—5
22 22 227 22 22 22

. s - - bl 4
Maintenant sachant que I’éléve choisi est un garcon, la probabilité pour qu’il aime les maths est o

Sachant que I'éléve choisi est une fille, la probabilité pour qu’elle n"aime pas les maths estg

1. Définition
Soit B un événement de probabilité non nul. On dit que la probabilité de A sachant que B est réalisée
, hotée par Pg(A) ou P(A/B) et définie par:

P(ANB)
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Remarqgue : Dans le cas d’une équiprobabilité on a :

Card(ANB)

PA/B) = —arat®)

2. Définition
Soient A, B et C trois événements, on a :

e P(ANB)=P(4/B) x P(B) = P(B/A) x P(4) avec P(A) # 0 et P(B) # 0
e P(A)=P(ANB)+P(ANB)=P(4/B)x P(B) + P(4/B)x P(B)

avecP(B) # 0et P(B) # 0
e P(A4/B)=1-P(4/B)

Preuve
BuB=QetBNB=2¢
A=ANQ=ANn(BUB)=(ANB)U(ANB)
donc P(A) = P(ANB) + P(An B) = P(A4/B) x P(B) + P(A/B)x P(B)

Exemple :

Une urne contient 3 jetons rouges et 2 jetons verts .On tire successivement et sans remise 2 jetons
de I'urne . On note

R, : « Tirer un jeton rouge au premier tirage »
R, : « Tirer un jeton rouge au second tirage»
Vi : « Tirer un jeton vert au premier tirage »
V, : « Tirer un jeton vert au second tirage »

1) Déterminer P(R, ), P(V1),P(R, /Ry) ; P(V, /Vy) ; P(V,/Vy); P(Ry/V4)

2) Quelle est la probabilité de tirer un jeton rouge au premier tirage et un jeton vert au second
tirage

3) Calculer P(R;) et P(V5)

Solution

1) PRY=: P =12

Si le jeton tiré au premier tirage est rouge donc I'urne va contenir :2 jetons rouges et 2 jetons

verts d’ou : (R,/R;) = % ; P(V2/ Ry) =%

Si le jeton tiré au premier tirage est vert donc I’'urne va contenir :3 jetons rouges et 1 jeton
N 1 3
vert d'Ou P(Vz/vl) = Z, P(Rz/Vl) = Z

2) La probabilité de tirer un jeton rouge au premier tirage et un jeton vert au second tirage

1 3 3
P(Vanl):P(Vz/Rl)XP(Rl)Z = —

25 10
3) Calculer P(R;) et P(V5)
P(Ry) = P(Rz/Ry) >1< P(Ry) + P(ZRZ/‘??) x P(V1)
PR =5 X5%4%5 5
P(V;) = P(Vo/Ry) X P(Ry) + P(V2/Vy) X P(Vy)

1 3 1 2 2
PV =3%5+3%5 5
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3. Evenements indépendants
a. Définition
Deux événements sont indépendants si la probabilité de I'un n’est pas modifié par la réalisation de
l"autre.
Autrement dit, A et B sont des évenements indépendants si
P(ANnB) = P(A) X P(B) ouencore P(A/B) = P(A) avecP(B) +# 0
Remarque :

Si deux événements A et B sont indépendants alors A et B independants .

b. Partition d’un ensemble

By, B,, ... ... .... B, forment une partition signifie que :
e By, B,,......... By sont disjoints deux a deux
e BjUBU.......UB, =Q

Formule des probabilités totales

Propriété : Si By, By, ... ... .... B, forment une partition de Q alors

e Pourtout évenementA,P(A) =P(ANB;))+P(ANBy)+-+P(ANB,) =
P(A) = S, P(ANB)
e Pourtouti,P(ANB;) =P(A/B;) X P(B;)
On en déduit que :

P(4) = ) P(4/B) X P(B)
i=1

Arbre pondéré

Lorsqu’on enchaine des expériences aléatoires , I'élaboration d’un arbre est la méthode la plus
simple et la plus sure..

Un arbre de probabilité est un schéma permettant de résumer une expérience aléatoire connaissant
les probabilités conditionnelles .

v/ La pondération de la branche allant de I'origine vers le sommet A est P(A)

v’ La pondération de la branche allant du sommet A vers le sommet B est P(B/A)

v' La probabilité d’'un chemin est le produit des probabilités de ces branches(et on obtient la
probabilité de I'intersection qui sont sur ces branches)

v’ La probabilité d’un événement est égale a la somme des probabilités des chemins conduisant
a cet évenement.
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B
A
P(A) P(A/\B\
B

P(A) A P(B/A)

ve]

P(B/A)

Exemple :

Dans un lycée ,40% des éleves sont des gargons et les 60% sont des filles . Parmi les garcons , 30%
des éléves font la série S et le reste fait la série L. Parmi les filles 20% font la série S et le reste fait la
série L. On choisit un éléve au hasard et on note :

G : « I’éléve choisi est un garcon »
F : « L’éleve choisi est une fille »
S : « I’éléve choisit fait la série S »
L « I'éleve choisit fait la série L »

1) Représenter ces données sur un arbre

2) Calculer P(S) et P(L)

3) Sachant que I’ éleve choisit fait la série S, calculer la probabilité pour qu’il soit un garcon
Solution

1) Représenter ces données sur un arbre

o
o w
~
w

0,6

o
N}

F
o’x L

P(G)=04; P(F)=06; P(S/G)=03 ; P(L/G)=07 P(S/F)=02 P(L/F)=08

2) Calculons P(S) et P(L)

P(S) =P(S/G) x P(G) + P(S/F) x P(F)

P(S)=03x%x04+02x0,6=0,24

P(S)=0,24
P(L) = P(L/G) X P(G) + P(L/F)xP(F)
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P(L)=0,7%x04+08x%x0,6=0,76

P(L)=0,76
3) Sachant que I’ éléve choisit fait la série S, calculons la probabilité pour qu’il soit un garcon
P(GNYS) _ P(S/G) X P(G) _03x04

P(S) P(S) 0,24 =05
P(G/S) =0,5

P(G/S) =

V. Variable aléatoires
1. Définition et Notation

Soit Q un univers fini muni d’une probabilité .On appelle variable aléatoire définie sur Q , toute
application de Q dans R.

Soit Q={w, Wq - ... Wp}

e On note souvent les variables aléatoires par X et par x4, x5, ..., X,, les valeurs prises par X
o X ={x1,%3,...., X5} est 'univers image .

Pour tout élément x , I'ensemble des éventualités de Q qui ont pour image par X est noté (X = x)
2. Loide probabilité

La loi de probabilité d’une variable aléatoire X est la fonction qui a chaque x; prise par X associe la
probabilité p; de I’ événement (X = x;)

Remarque :

La loi de probabilité d’'une variable aléatoire X peur représentée par un tableau .

Valeurs prises
par X (x;) X1 Xy | e Xn
P(X = x;)
Pi P1 Pz ...................... Pn

NB :1l faut toujours vérifier que la somme des probabilité vaut 1

n

ZPL:l

i=1
3. Fonction de répartition

Notation :Pour tout réel x, 'ensemble des éventualités de Q qui ont une image par X inférieur ou
égal a x est noté (X < x)

Définition : On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X, I'application
F:R — [0; 1]
x—PX <x)

Remarque

e Pourx<xy,F(x)=0
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e Pourx=>x, F(x)=0
o Pourx; <x<x41, F(xi1) +P(X =x;)
e [ est une fonction croissante en escalier

Exemple :

Un porte-monnaie contient 4 pieces de 500FCFA et 6 pieces de 200FCFA.Un enfant tire au hasard et

simultanément 3 piéces de ce porte-monnaie.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de pieces de 500FCFA figurant parmi les 3 pieces tirées

1) Déterminer la loi de probabilité de X

2) Déterminer la fonction de répartition et la représenter graphiquement

Solution
1) Laloide probabilité
Les valeurs prises par Xsont:0;1;2;3
Plx = 0) cé 1
X = = = —
c3, 6
Cixc: 1
P(x=1)= o~
( ) 2 >
C:xct 3
P(x =2) = —
x=D="F="=1
pr 2%) c: 1
X = = ——
130 30
X; 0 1 2 3
P 1 1 3 1
' 6 2 10 30
2) Lafonction de répartition
( 0 six<0
1
- 0<x<1
G Si X
2
F(x)=<§ sil<x<?2
29 [ 2<x<3
30 si2<x
1 six =3
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1

290

30 —

2l —

3 | S

1

- i

6 1
= f T T
0 1 2 3

4. Esperance mathématique, variance et écart —type
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x4, x5, ...., x,, avec les probabilités p{,p2, .- - Pn -

e On appelle espérance mathématique de X, le nombre réel noté E(X) défini par :
n
E(X) = Zpi Xi = P1X1 + PaXz + .+ Pk
e On appelle variance de X le norlr\zl;re réel positif noté V(X) et définie par :
n
VOO = E(X?) = [EQO = ) pix? — [ECOP
i=1

e On appelle écart type de X, le réel positif noté §(X) et definie par :
6(X) =V(X)

Dans I’exemple précedent

E(X)—i —(0x1)+<1x1)+<2x3>+<3x1)—6—12
—.lp,-xi— 6 2 10 30/ "5
i=

v S ctecor [ 8) (53 (g ()] - O
i=1

14

;14—
6X)=V(X) = 25 ~ 0,748

V. Epreuve de Bernoulli-loi Binomiale
1. Epreuve de Bernoulli
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On appelle épreuve de Bernoulli toute épreuve aléatoire qui ne conduit qu’a deux éventualités dont
I'une est appelée succes et I'autre échec. La probabilité P du succés est appelée parametre de
I’épreuve de Bernoulli.

On appelle schéma de Bernoulli, la répétition d’'une épreuve de Bernoulli c’est-a-dire une suite
d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

2. Loi Binomiale

Un schéma de Bernoulli suit une loi Binomiale notée B et parameétre n( nombre d’épreuve de
Bernoulli) et p(la probabilité du succés).On peut aussi noter B(n, p) .

La loi de probabilité est définie par :
p(X = k) = Ckp*(1 —p)"*
L’Esperance mathématique de cette loi est E(X) = np

La variance est V(X) = np(1 — p)

L’écart type est §(X) = /V(X) = {/np(1 — p)
Exemple :

Une urne contient 3 boules rouges, 2 boules blanches et 5 boules noires .Un enfant tire
simultanément trois boules de I'urne

1) Calculer la probabilité de I'évéenement A : « tirer des boules de méme couleurs »

2) Lenfant répéte 5 fois I'expérience en remettant a chaque fois les trois boules tirées avant de
procéder au tirage suivant

a) Quelle est la probabilité que I'évenement A se réalise 3 fois a I'issue des cinqg tirages ?

b) Quelle la probabilité que I'événement A se réalise au moins une fois a I'issue des cing
tirages ?

Solution
1) Calculons la probabilité de I'’événement A : « tirer des boules de méme couleurs »

c3+c: 11

p(4) = FET
C3o 120

2) L’enfant répete 5 fois I'expérience en remettant a chaque fois les trois boules tirées avant de
procéder au tirage suivant
a) La probabilité que I'évenement A se réalise 3 fois a I'issue des cinq tirages ?

. . . 11
Nous avons un schéma de Bernoulli de parameétre 5 et 20

11

11
p(X =3) = c§(120)3(1 ——)2~6,35.10"3

120

b) La probabilité que I'évenement A se réalise au moins une fois a I'issue des cinq tirages ?
On utilise la probabilité de I’événement contraire

11° 11\°
p(Xz1)=1—cg(—) (1——) ~ 0,38
120 120
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CHAPITRE 9: CALCUL INTEGRAL

OBJECTIFS :

e Connaitre et utiliser les propriétés de I'intégrale.
e Calculer une intégrale a I'aide d’une primitive , d’'une intégration parties ou d’un changement
de variable.

e Calculer les aires planes et des volume du type V = f; S(2)dz
Sources

e Collection Hachettes

e (CIAM

e Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal) —Année 2006
e Cours des collegues

e |Internet

e Le site sunudaara( https://sunudaara.com)

Plan : (Voir cours
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Déroulement Possible

I.  Intégral d’'une fonction continue
1. Notion d’intégrale
a. Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant a et b.l'intégrale dea a b de f est le

réel noté fabf(x)dx défini par

b
[ reodx = (FGo1E = F) - F@)

a
Avec F(x) ,une primitive de f sur [a; b]
Vocabulaire
. f:f(x)dx se lit : « intégrale de aa b de f(x)dx

e [F(x)]b selit F(x) priseentreaeth
e aetbsont les bornes de l'integrale

Exemple
Calculer f%sinx dx ;[ x%dx oL
0 ’Jo ’J1 ¢
Solution
Vs
7 u T 2
sinx dx = [—cosx]; = —cosZ+c050 = —7+ 1

0

1 1 .14 1 1 1

2 —|[Z43] =2 3_ 3 _ 2

fox dx _[Sx ]O 37 =307 =3
e

dt
J-T= [Int]{ =lne—In1=1
1

2. Propriétés
Propriétés 1 .

Soient f et g deux fonctions ayant des primitives sur I ,(a,b,c) € I3 et a un réel

o [ fOdx=0

[} fdx = — [ f(x)dx

[Lf@odx = [ f)dx + [ f(x)dx

[ + @)xdx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
[} af (X)dx = a f) f(x)dx

Exemple :

Calculer
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7 A x
I=f [sin x| dx ;]=f cos?x dx ;K=f ——dt
T o 1 t

2
Solution

T

2
I=f [sin x| dx
Vs

sinx sinx € [0;%]

Ona:|sinx| = T

—sinx six € [——;0]
2

Vs Vs

— 0 —
2 2

sz |sinx|dx=f —sinxdx+f sin xdx
) T 0

I = [cos x](iE CoS X
2

I=1-0-04+1=2

I1=2
b4 3
_J‘Z Z_J'Zl_l_l Zd—[l +1_2]4
]—OCOS)C—O2 2COS)C X = ZX 451n XO
_11'+1
J=g"1
X 1x
k= [ ta-[] -1
1 t tl4
1
K=—-1
X

Propriété 2 (Comparaison) :
Soient f et g deux fonctions continues sur I ,a et b des éléments de I(a < b)

e SiVx €[a;b]f(x)=0alors f:f(x)dx >0
e SiVx €la;blona: f(x) < g(x) alors f:f(x)dx < f;g(x)dx

Exemple

Demontrer queV x € [1;4+o[lnx <x —1

Solution

Vit €[l;40o ,onat>1et?<1

1
Les fonctions t - m et t —» 1 sont continues sur [1; +oo[
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1 *1 *
_<1:>] —dt<] tdt  [Int]¥ < [t]¥
t 1 t 1

Inx<x-1
Propriétés 3
Soit f une fonction qui a une primitive surl eta € [

e Sif estpaire alors f_aaf(x)dx =2 foaf(x)dx

.
~
Exemple
2 2 1 .1° 16
f xzdx=2f x2=2[—x3] =— Ua
2 0 3 1y 3
e Sif estimpaire alors f_aaf(x)dx =40
S
P —
—
~

Exemple :

Vs
f sinx = [—cosx]|®, = —cosm + cos(—m) = 0
-7

e Sif estperidique de période k alors f;+kf(x)dx = fokf(x)dx

Exemple :

77 726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.co’




S.Touba Gueye , professeur de Mathématiques
MATHEMATIQUES TS2,TS2A,TS4,TS5

51 b3

T 7+271'
L cosxz.L cosx = [sinx ]3" = sin2m —sin0 = 0
u n

Théoréme de la moyenne

Pour toute fonction f continue sur [a; b], 3 au moins un réel c € [a; b] tel que:

1 b
fl©)=5— f Fdx

Le réel f(c) est appelé valeur moyenne de f sur [a; b]

Exemple :

1

Calculer la valeur moyenne sur [e — 2; e? — 2] de la fonction f(x) = gy~

Solution

b fz = [Infx + 20155 = -
f_ez—e eep X+2 * = 2 Te2—e

Propriété de I'inégalité triangulaire

Soit fune fonction continue sur [a; b] on a:

b
< f f ()] dx

fbf(x)dx

Inégalité de la moyenne

e Soit f une fonction continue sur I contenanta et b tel que a < b.Si m et M des reels

b
VxeE[ag;blm< f(x) <M alorsm(b—a)f f(x)dx < M(b — a)

Preuve :

Vx€E[a;bl m<f(x) <M

b b b
doncf mdxsf f(x)def Mdx
b
ralt < [ FGodx < Ml
b
mb—maSJ f(x)dx < Mb — Ma

b
D'oum(b — a) Sf f(x)dx < M(b — a)

e Si|f(x)]<M(M = 0) sur [a; b] alors |f:f(x)dx| <M -a)

Exemple :
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1

Sln(n+1)—lnn£l
n+1 n

MontrerqueVn = 1;
Solution

Posons f(x) = i et ] = [n;n + 1] avec f continue sur I donc on a:

n+1

1
— < —_ < — —
(n+1 n)_f —dx<-(n+1-n)

n

n+1

1 1
d'ou <lnn+1)—Inn<-—
n+1 n

Il. Technique de calcul d’intégral

Pour un calcul d’intégral , on peut utiliser une de ces 3 techniques :utilisation des primitives usuelles,
intégration par parties , changement de variable .

1. Utilisation des primitives usuelles

Exemple : Calculer

flx2+3x+1
0

x+1
Solution
2
x+3x+1:x+2_i
x+1 x+1
w2 43x+1 (1 1 " & Y
I=f —=f X+2———=|=x +2x—ln(x+1)] ==—4+2—-In2-0
0 x+1 0 x+1 12 0o 2
1—5 In2

2. Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions dérivables sur I tels que u’ et v’ continues sur I avec a et b des
éléments de .

b b
f (uxv)’=f u'v+vu

a a

b b
= [uv]g =f u’v+f v'u

a a
b b
7N 12 — b !
Doufuv—[uv]a—-fvu
a a

Exemple : Calculer

ST
ST

-l

2 T Vs
L=f x%e*; sz (x + 1) cosxdx ;N=f e” sinxdx
1 0 0

e
tsint dt ;]=f Inx dx K=f xcos 2x dx
1 0
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Solution

T
2
I = tsint
0
Posonsu' =sint etv=t
u=-—cost et v =1

T

I =[-tcost]] —f —costdt = [—t cos t]g + [sint]
0

S|
NI

n
2

0 =1

T

2
I=f tsint=1
0

e
jzf Inx dx
1
posonsu’' =1 etv=Inx

u=x etv =—
x
e

]=felnxdx=[xlnx]i—f ldx = [xInx]f —[x]$=e—(e—1)=1
1 1

e
]=flnxdx=1
1

K = [Zxcos 2x dx

Posons u' = cos 2x et v=x

1
u=-=sin2x et v =1

T

K_j% 2d—[1 _2]2 f%1_2d_[1 ,2]7+[1 2]7_ 1
—Oxcosxx— szln xo Ozslnxx—zxsln xo 4COS xO— 2

T T

7 1
K=f xcos 2xdx = —
0

2
2
L=f x%e*
1

posonsu' =e* ;v =x?

X !

u=e v =2x

2 2
L= J x2e* = [x%e*]? — 2-[ xe*
1 1

Intégrons une deuxieme fois par parties
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2
SoitSzf xe*
1
Posons u' = e* et V=X
u=e etv' =1
2 2
5= [ wer = [xeXt — [ ex = el - ¥}
1 1

En remplagant cette expression par sa valeur dans L ,on obtient

L= flz x2e* = [x2%e*]? — 2[xe*]? + 2[e*]? = 2e% —e
2
L=f x’e* =2e’—e
1

Vi
M = f (x + 1) cosxdx
0

posonsu’ =cosx etv=x+1

u=sinx etv' =1

Vs i
M= f (x+ 1) cosxdx = [(x + 1)sinx]§ — f sinxdx =[(x + 1) sinx]§ — [-cosx]f = -2
0 0

T
M=f (x+1)cosx =-2
0
Vs
N=f e” sin xdx
0

T
sz e* sin xdx
0

Posonsu' = e* etv =sinx

u=-e* etv' =cosx

T T
N = f e* sinxdx = [e* sinx]|] — f e*cosx dx
0 0

Intégrons une deuxieme fois par parties
. s x
Soit A= [ e*cosx dx

posonsu' =e* et v =cosx

u=e* et v =-—sinx

T s
—e*sinxdx = [e* cosx]|] + f e* sinxdx

s
A =f e*cosx dx = [e* cosx]|§ —J
0 0

0

En remplagant cette expression par sa valeur dans N, on obtient :
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Vs Vs
N = f e*sinxdx = [e*sinx]} — [e* cos x| — f e* sinxdx
0 0

T
2—[ e*sinxdx = [e* sinx]|§ — [e* cos x|}
0

[e*sinx]§ — [e* cos x|} _e"+1
2 2

T
N=f e*sinx =
0

e™+1
2

T
N=f e*sinx =
0

3. Changement de variable

Pour calculer I'intégrale suivante , on peut procéder a un changement de variable
b
f f(lax + B)dx
a

1
Posonsu =ax + B = du = adx d'oudx = Edu

Six=aalorsu=aa+f etsix=balorsu=ab+f

ab+p

fbf(ax+b)dx=f f(u)xldu
a a

aa+f

Exemple : Calculer

t
= —dt

Solution

t
=f L
—1V2t+3
Posonsu = 2t + 3 = du = 2dt :dt=%du etaussit=u7_3

Sit=0alorsu=3etsit=—-1alorsu=1

=j_01\/2tt_+ f = X = du— f——— u=- f\/ﬂ——du

o] -4

4
A=——+3
373

Exercice d’application

Exercice 1

Soient les intégrales suivantes :
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7 71
I =f sin’xdx  et] =f —cos?xdx
0 0 2
a) CalculerI+2] et2]—1
b) En déduire lesvaleursde I et ]
Exercice 2

On consideére la suite d’intégrale suivante :

lo=Jy o= etl,=f} S—dx (neN"

0 eX+1 eX

1) a) Calculerl et Iy + I,. En déduire I,
b) Pour tout entier naturel n € N*, calculer I,, + I,,14

2) a) Prouver que pour tout élément x de[0;1] on a:

enx enx
<
e+1 e¥+1

enx

N =

<

b)En déduire un encadrement de I,
c) Déterminer la limite de I,
Solution
Exercice 1

Soient les intégrales suivantes :

NE

71
I =f sinxdx  et] =f —cos?xdx
0 0 2

a) CalculonsI +2Jet?2] —1

Tl E kg
I+2]=f sin xdx+2f —cos xdx=f sin®x + cos xdx=f dx = [x]g =5
0 0 2 0 0 2
I+2 _I
/=3
VA Y Y E
21, 2, 7, L, z 1 2
2] —1=2| =cos“xdx— | sin“xdx = cos“x — sin“xdx = costdx=[—sm2x] =0
0 2 0 0 0 2 0
2]-1=0
b) Déduisons en lesvaleursdel et ]
I+2 I T T
{ /=7 5122 ey=2
~[+2j=0 4 8
I—” t] =
_4 e]_

Exercice 2:
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1
10=f0

L et —fl " dx (n € N%)
eX+1 n T Jo exy1

1)
a) CalculonsIjetly+1I;

1 X
= [ oogds = et + 13 =tne + 1) - In2 = n

1+1—f1 L +f1 < 4 —flex“d —fld =3 =1
0 1_Oex+1x o e¥+1 x_oex+1 x—o ==

Déduisons en I,

e+1)
2

e+1
10+11=1<=>10=1_11=1_1n< )

b) Calculons I, + 1,41
1 ex(n+1)

1 e™ 1 e™™ 1e™xeX 1e™(e*+1)
Iy + Ingq = [, —dx+ Jo T dx = Jo —dx+ S5 — g dx = S5 — o dx

1

Iy+ 1= f e™dx =
0

1
[T = ~(e" = 1)

1
n
1 n
I+ 114 =1’_l(e -1)

2)

a) Prouvons que pour tout élément x de [0; 1] on a:

enx enx 1
< <-e™
e+1 e*+1" 2
On a Vx €[0;1] 0<x<loel<e¥<el

o2<e¥+1<e+1
1 1 1
= < <=
e+1 eX+1" 2
enx enx 1
= S S_ nx nx>0
erl-exg1=2¢ (eare )
eTlX enx 1
D vx €[0;1 < <—-e™
onevx €017 < FS3e
b)Déduisons un encadrement I,
enx enx 1
Vx €[0;1 < <-e™
x €l g sy =3
fl enx Jl enx Jll
< | —e™
o+l Jyex+1 ), 2
e"—-1 e" -1

3)Déterminons la limite de I,
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e"-1 . n-1 .
n(e+1) sIyet nl—l>l-Poo n(e+l) oo donc nl_l)l}loo I = +eo

Ona

Interprétation graphique de l'intégrale

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] et Cr sa courbe représentative dans

un repére orthogonal (0;7;])

f: f(x)dx est l'aire A(en unité d'aire) du plan délimité par la courbe Cy, I'axe des abscisses

et les droites d’équations x = a et x = b.
On note, aire du domaine défini par :

as<x<bh > >
{ Ua = Il % 11

0<y<f(x)

1. Calcul d’aire et de volume

1. Calcul d’aire
a. Calcul de l'aire d’'un domaine délimité par une courbe et I’axe des abscisses

Soient f une fonction continue sur un intervalle [a; b] avec Cr sa courbe représentative

» %

L'aire delimitée par les droites x = a,x = b, la courbe et l'axe des abscisses est :

b
Azf f(x)dx xUa

L'aire délimitée par les droites x = a;x = b,la Courbe et l'axe des abscisses est:
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A= fcf(x)dx— fbf(x)dx x Ua

b. Calcul d’aire d’un domaine délimité par deux courbes

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b] avec (Cf) et (Cg4) leurs courbes
représentatives (f (x) = g(x)).

S T T L LT LT T T

bH

i

L'aire du domaine delimité par les coubes (C’f), (Cg) et les droitesx = aetx = b est:

b
f f(x) —gx)dxx Ua

2. Calcul de volume
a. Volume d’un solide obtenu par rotation autour de I'axe des abscisses

L’espace est muni d’un repere (0, 17, E) Le volume du solide de révolution engendré par la
rotation de la courbe (C’f) sur [a; b]a un tour complet autour de I'axe des abscisses est :

b
V=n f FCOI X U,

U, = II7ll x |11l x ||%|| (Unité de volume)

Exemple :

Calculons le volume du solide de révolution engendré par la rotation de la courbe

(Cf) de la fonction f(x) = %x sur [0; 4] & un tour complet au tour de I'axe des abscisses .

=
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- f“l 2 x U, = [ ]_167r 5
n04x X m| x| = cm

b. Volume d’un céne de révolution

Considérons le cone de révolution de hauteur h et de rayon de base r .La section de ce cOne par le
plan de coté z est un cercle de rayon r

épaisseur dz

R
Sr=—-Z
h

\ ; \ r VA
D’apres le théoreme de Thales ==

On en déduit I'aire S(z) du disque de rayon r en fonction de z :
2
S(z) =nr?= nﬁz
Le volume du disque d’épaisseur infinitésimale dz et de coté z :
R2
V(z) =S(z)dz = m7Z 2dz

Le cone de sommet O, de hauteur h et de rayon R est la somme infinie des disques d’épaisseur
infinitésimale dz et de coté z donc

V_fh R? 2 R? (M 2g [ ] xlhg_nRZh
= HhZZ Z—T[h2 Z=T 3 —T[ 3 = 3

mwR?h Aire de base X h
Veone = 3 = 3

Remarque :La formule et la démonstration sont identiques pour le volume d’une pyramide

c. Volume d’une sphére
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Considérons une sphere de rayon R et de centre O .La section de la sphere par le plan de coté z est
un disque de rayonr .

L’aire de ce disque est S(z) = nr? = m(R? — z2)
Le volume de la sphére est :

R R R 1 4R
V= f S(z)dz = f m(R? — z%) = nf (R?=2z%dz=m [Rzz — —23]
-R -R -R 3 1g

1 1 1 1 4
V= R3——R3)— R®*4+-R3 ] = (R3 —~R3-R3 ——R3) =—R?
i [( 3 (RE+3RD|=m 3 3 3
4
Vsphére = ?HRB
d. Volume d’un cylindre

Considérons un cylindre de hauteur de hauteur h .La section de ce cylindre par rotation est un disque
de rayon z

~

x|

Le volume du cylindre est :
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h h
V= f S(2)dz = f nR%dz = nR?[z]} = nR?h
0 0

2
chlindre= nR*h

e. Volume parallélépipéde rectangle

Considérons un parallélépipéde rectangle de longueur L, de largeur | et de hauteur h.

1
Z|

h h
V=f ARdzzf ILdz = [ILz]F =L x1xh
0 0

VParallélépipéde =LXIXh
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CHAPITRE 10: EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE

OBJECTIFS :

e Connaitre la notion d’équation différentielle.

e Résoudre les équations différentielles linéaires homogenes du premier et du second ordre a
coefficients constants .

e Résoudre les équations différentielles linéaires du premier et du second ordre a coefficients
constants avec second membre.

Sources

e Collection Hachettes

e CIAM

e Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal) —Année 2006
e Cours des collegues

e |Internet

e Le site sunudaara( https://sunudaara.com)

Plan : (Voir cours)
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I Déroulement Possible

I Généralités
1. Définition

Une équation différentielle est une relation qui relie une fonction inconnue et ses dérivées. La
fonction inconnue est souvent notée y et ses dérivées successives V', y” .........

Exemple : 2y +3y=0 ;2y"—y'+2y=x+1

2. Vocabulaire

e Une équation différentielle est dite d’ordre n lorsque le plus grand ordre des dérivées
intervenant dans cette équation est n. Ainsi 3y — 2y’ + y = 0 est une équation
différentielle d’ordre 2.

e Toute fonction vérifiant une équation différentielle sur un intervalle I est appellée solution
Sur I de cette équation différentielle.

e Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle sur un intervalle I c’est déterminer
I'ensemble des solutions sur I de cette équation .

Exemple :
1)Résolvons dans R,l'équation (E;):y' = 2x
La fonction x = x2 + c est une primitive sur R de la fonction x = 2x
Les solutions sur R de (E;) sont les fonctions x = x? + ¢ (c € R)
Résolvons dans R, I'équation (E3): y" = cosx
y'=cosx ©y =sinx+ceoy=—cosx+cx+k ;(c;k) ER?
Les solutions sur R de (E,) sont les fonctions x - —cosx + cx + k  (c; k) € R?
Il.  Equation différentielle d’ordre 1 a coefficients constants
Une équation différentielle linéaire d’ordre 1, a coefficients constants est une équation de la forme :
ay' + by = g(x) (avec second membre)
ay' + by = 0 (sans second membre ou équation homogeéne)
1. Recherche de solution générale de I'’équation homogéne
Soit (E'):ay’ + by = 0 alors ay’ = —by
yr b

S>==—-
y a

b
= Inly| = —-x+c
bX+C

=lyl=ea

b
S>y=+texe d*
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_by
y = ke ¢~ ouk est une constante
Propriété 1 :
b

Les solutions sur R de (E):ay’ + by = 0 sont les fonctions f;: x — ke™ a*
Propriété 2

Pour tout couple (x,; vo) de réels, I’équation différentielle (E): ay’ + by = 0 admet une unique
solution f sur R qui prend la valeur y, en xq(f (xg) = yo)

Exemple :

Résoudre dans R

1
(E)):5y'+y=0 (Ey):2y'=3y=0 (E3):q + 1™ 0(décharge d'un condensateur)

Solution

(E):5y ' +y =0

1
Les solutions de (E;) sont les fonctions fi:x » ke” 5 (k € R)
(Ez):2y' =3y =0

3
Les solutions de (E,) sont les fonctions fj:x — ke2* (k € R)

1
(E3):q’ +5-q=0

t
Les solutions de (E;)sont les fonctions Ucy:x - ke RC (k € R)

2. Recherche d’une solution particuliére de I’équation différentielle d’ordre 1 avec
second membre

Soit (E"):ay' + by = g(x)

e Une fonction f; est une solution de (E) si elle est dérivable et si elle vérifie (E) .
af’,(x) +bfa(x) = g(x)
e Sig(x) estun polyndbme de degré n alors f ;est aussi un polynéme de degré n

e Sig(x) est delaforme acos fx + b sin Sx alors f; sera de la forme A cos fx + Bsin fx
3. Solution générale

Une solution générale y(x) de (E) est donnée par:
y(x) = f,(x) + f1(x)
OU f;(x) est une solution particuliere de (E) et f,(x) une solution genrale de (E")

Exercice d’application :

On considere I'équation différentielle (EF)
(E):2y' =3y =x%2+5

1) Montrer qu’il existe un polynéme du second degré noté f (x) solution de (E)
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2) Résoudre I'équation (E"): 2y’ —3y =0
3) Déterminer la solution générale ¢ (x) de (E) dont la dérivée s’annule en 0

Solution
On considere I’équation différentielle (E)
(E):2y' =3y =x%+5

1) Montrons qu’il existe un polynéme du second degré noté f(x) solution de (E)
f est solutionde (E) & 2f'(x) —3f(x) =x?>+5
fxX)=ax?+bx+c=f'(x)=2ax+b
2(2ax +b) —3(ax? + bx +c) =x2+5
& dax +2b—3ax? —3bx—3c=x%2+5
& —3ax?+ (4a—3b)x +2b—3c=x?+5

—3a=1
4a—-3b=0
2b—3c =5
1 T4 53
@=73 PT75 Ty
o - 1, 4 53
f)=—3x"=5x=57

2) Résolvons dans R,I'équation (E"): 2y’ —3y =0

3
Les solutions de (E") sont les fonctions de la forme g(x) = ke2*

3) Déterminons la solution générale @p(x) de (E) dont la dérivée s’annule en 0

L'ensemble des solutions de (E) estdelaforme:

1 4 53
= —x2 - 2x
@ (x) 3x 9x 27+ke
T TR P
¢'(x) = —3x—gtgke

1l. Equation du second ordre
1. Définition

Soient a, b et c des réels tels que a # 0, toute équation de la forme ay” + by’ + cy = 0 est appelée
équation différentielle linéaire homogéne du 2™%ordre & coefficients constants .

Toute équation de la forme ay'’ + by’ 4+ cy = g(x) est appelée équation différentielle linéaire du
2™ordre a coefficients constants avec second membre .

Remarque :

Résoudre dans R l'équation ay' + by’ + cy = 0 ,c’est déterminer I'ensemble des fonctions f deux
fois dérivables sur R tels que : Vx € R,af""(x) + bf'(x) + cf(x) =0

2. Equation caractéristique
Considérons I'équation (E):ay” + by’ +cy =0

Soit r unréel et f une fonction definie par f(x) = e™
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f est deux fois dérivables sur R ,f'(x) =re"™ et f"'(x) = r?e™
f est solution de (E) © ar?e™ + bre"™ + ce™ =0
s e™(ar?+br+c¢)=0
Sar’+br+c=0
Définition :

Soit I'équation (E):ay” + by’ + cy = 0 tels que a, b et c des reels avec a # 0.0n appelle
équation caractéristique de (E), 'équation du second degré ar? + br +c =0

Propriété 1 :
Soit I'équation (E):ay"” + by’ + cy = 0 d'équation caracteriqtique : ar? + br + ¢ = 0 (E,)
e SiA> 0= (E.) admet deux solutions réelles distincts 1y et 1, alors les solutions sur
R de (E) sont les fonctions f de la forme f(x) = Ae™* + Be™* ;(A,B) € R?

. . b \
e SiA=0 = (E,) admet une solution double reellery = — By, alors les solutions sur

R de (E) sont les fonctions f de la forme f(x) = (Ax + B)e™*
e SiA< 0= (E.) admet deux solutions imaginaires conjuguées a + iff et @ — if3.Dans

ce cas, les solutions sur R de f sont les fonctions de la forme
f(x) = (AcosBx + Bsinfix)e**

Solution de (E.):ar? + br +c =0 Solution de (E):ay" + by' +cy =0

Deux solutions réelles ry et 1, les fonctions f de la forme
f(x) = Ae™* + Be™* ;(A;B) € R?

Une solution double 7. = — 2 les fonctions f de la forme
° 2a f(x) = (Ax + B)e™*; (4; B) € R?

deux solutions imaginaires conjuguées Les fonctions f de la forme
a+ifeta—ip f(x) = (AcosBx + Bsinfx)e®*; (4; B) € R?

Propriété 2

Pour tout triplet (xo; yo; Zo) des réels , 'équation différentielle (E): ay’ + by’ + cy = 0 admet une
unique solution sur R telle que y(x,) = yo et y'(xy) = 2,

Exemple :

Résoudre dans R

(E1):2y" =3y+y=0;  (E):y'+y' +y=0;(E)=y"+2y' +y=0
k
(Eg):% + Ex = 0 (équation dif ferentielle d'un mouvement harmonique )

Solution

(E1):2y" =3y+y=0
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Son équation caractéristique est : 2r2 —3r+1 =0
A=1

1
=1 etr; =3

1
Les solutions de (E;) sont les fonctions f de la forme f(x) = Ae* + Bez" ; (4; B) € R?

(E2):y"+¥' +y=0
Son équation caractéristique est .72 +r+1 =10
A= -3 = (V3i)’
1 3 1 3

le—z—lT et T2=—§+l7

Les solutions de (E,) sont les fonctions f de la forme

flx) = [Acos <§x> + Bsin(?x) ] e_%x ; (4; B) € R?

(E3)=y"+2y'+y=0

Son équation caractéristique est ;72 + 2r +1 =0
A= 0
TO = _1

Les solutions de (E,) sont les fonctions f de la forme f(x) = (Ax + B)e™

k
(Eg): % + Ex = 0 (équation dif ferentielle d'un mouvement harmonique )

. . I k
Son équation caractéristique est 72 + —= 0

,  k _/k _’k
re=—— =r=1|— our = —1L |—
m m m

Les solutions de (E,) sont les fonctions f de la forme f(t) = Acos /%t + Bsin \/% t

. . . k
En physique on reconnait la pulsation w = = donc on aura

f(t) = Acos wt + Bsinwt (qui peut aussi s'ecrire sous la forme X, cos(wt + @)
Propriété 3 :

La solution générale de (E): ay" + by’ + cy = g(x) s’obtient en ajoutant a une solution particuliére
de (E) la solution générale de I'équation homogene ay” + by’ +cy =0
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Y6 =Yp +Vu

Exercice d’application :

1) Soit I'équation différentielle (E):y"" + 4y’ +4y =0
Déterminer les solutions h de (E) definies sur R
2) On considére I'équation différentielle (F):y"' + 4y’ + 4y = —4x
a) Déterminer les réels a et b pour que la fonction g(x) = ax + b soit solution de (F)
b) Montrer qu’une fonction f est solution de (F) si et seulement si (f — g) est solution de
(E)
c) En déduire toutes les solutions f de (F)
d) Déterminer la solution f de (F) qui vérifie f(0) = 2 et f'(0) = —2

Solution
1) Soit I'équation différentielle (E):y"" + 4y’ +4y =0
Déterminons les solutions h de (E) definies sur R
L’équation caractéristique est .72 + 4r +4 =0
A=0etry= -2
Les solutions h de (E) sont h(x) = (Ax + B)e™?* (4;B) € R?

2) On considére I'équation différentielle (F):y"' + 4y’ + 4y = —4x
a) Déterminons les réels a et b pour que la fonction g(x) = ax + b soit solution de (F)
g est solutionde (E) & g"(x) +49'(x) + 4g(x) = —4x
gx)=ax+b ; gx)=a et g"(x)=0

4a + +4(ax + b) = —4x
S 4a+ 4ax + 4b = —4x
< 4ax +4(a+ b) = —4x

4qg = —4 a=-1
{4(a+b)=0‘:’{b=1

gx)=—x+1

b) Montrer qu’une fonction f est solution de (F) si et seulement si (f — g) est solution de (E)
f est solutionde (F) © f"(x) + 4f'(x) + 4f = —4x
org"(x) +4g'(x) +4g(x) = —4xVx ER
Donc f"(x) +4f'(x) + 4f (x) = g"(x) + 4g'(x) + 49 (x)
fr'x) —g"(x) +4f'(x) —4g'(x) + 4f (x) —4g(x) =0
F=—9)")+4(f -9 () +4(f —g)(x) =0
donc f — g est solution de (E)

c) Déduisons-en toutes les solutions f de (F)
fx)=(Ax+Be > —x+1 (4;B) €R?

d) Déterminons la solution f de (F) qui vérifie f(0) =2 et f'(0) = -2
f'(x) = Ae™* —2(Ax + B)e™?* — 1
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Fl(0)=—2©A—2B—1=-2
f0O)=2B+1=2eB=1
A=2B-1=1

f)=@x+1De ¥ -—x+1
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CHAPITRE 11 : STATISTIQUE A DEUX VARIABLES

OBIJECTIFS

e Connaitre les notions :moyenne, variance ,écarts type, covariance , coefficient de corrélation
et les utiliser

e Déterminer les droites de régression
e Utiliser les droites de régressions pour faire des provisions
e Savoir utiliser les séries conditionnelles et marginales

SOURCES

e Collection Hachettes

o CIAM

e Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal) —Année 2006
e Cours des collegues

e Internet

e Le site sunudaara( https://sunudaara.com)

e Livre de Akhlou Tothie

PLAN : (Voir cours)
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I Déroulement Possible

I.  Série statistique double
Il arrive qu’ on étudie simultanément deux caracteres X et Y sur les individus d’une population
donnée. Dans ce cas, I'ensemble des couples (x;; y;) est appelée série statistique double .
1. Tableau a double entrée
Exemple :
Une enquéte effectuée sur un personnel portant sur le nombre d’années d’exercices X et le nombre
de jours d’absence Y a donné les résultats suivants

X 2 4 5 6 7 TOTAUX
\
0 1 2 4 3 0 10
1 0 5 2 3 4 14
2 0 0 5 2 1 8
TOTAUX 1 7 11 8 5 32
(Tableau A)

Exemple de lecture :

Il'y a5 personnes qui ont une ancienneté de 4 ans avec 1 jours d’absence.

Il'y a 2 personnes qui ont une ancienneté de 6 ans avec 2 jours d’absences

Il'y a5 personnes qui ont une ancienneté de 7ans .

Il y’a 8 personnes qui ont 2 jours d’absence

32 personnes sont concernées par I'étude .

Remarque :

Dans certains cas, il n’est pas nécessaire d’avoir un tableau a double entrée pour organiser les
données.

Exemple :(série injective)

Le tableau suivant donne pour 7 entreprises donne I'investissement X(en millions) et le bénéfice Y(en

millions).
X 1 2 3 4 5 6 7
Y 6,3 6,4 6,7 6,9 7,2 7,4 7,5

2. Séries marginales
A partir d’une série double , on peut extraire deux séries marginales X et Y

Exemple :Dans le tableau (A), les séries marginales sont :

X 2 4 5 6 7

Effectifs 1 7 11 8 5
Y 0 1 2
Effectifs 10 14 8

3. Séries conditionnelles
On peut déterminer la distribution suivant un aspect d’ une des deux variables .Une telle distribution
est dite conditionnelle .

Exemple :
La distribution de X sachant que Y=1 est appelé série conditionnelle définie par le tableau suivant

L’effectif de la modalité est O alors le tableau peut étre sous cette forme
| X/v=1 \ 4 ] 5 \ 6 | 7 ]

77 726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.co’




S.Touba Gueye , professeur de Mathématiques
MATHEMATIQUES TS2,TS2A,TS4,TS5

| Effectifs | 5 | 2 | 3 | 4
Ce tableau correspond a la distribution des personnes qui ont 1 jour d’absence
4. Nuages de points

Dans toute la suite on travaillera sur I'exemple (S)

Exemple (S) :

Une entreprise fabrique et vend 8 lots de pompes a injection. Le tableau ci-dessous donne le % Y de
pompe d’un lot qui a une pompe au cours de X années.

X(années) 1 2 3 4 5 6 7 8

Y(pourcentage) 0 2 4 8 11 14 17 20

De maniéere général

X Xq Xp Xn

Y Vi Vo | e Vn

Dans le plan muni d’un repére ortho normal(o, 7, J), 'ensemble des points M(;l:) est appelé nuages
2

de points .

Représentons le nuage des points .

nuages des points
25

20 [ ]
15

10

5. Moyennede XetY

L’effectif total n est le nombre d’individus de la population. Dans I’'exemple (S) n=8
La moyenne de X notée X est définie par :

_Xpt Xt Xy

X= X; =

3 m

n
; n
3 i=1
La moyenne de Y notée Y est définie par :
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12": it m et Ay
n n
i=1
Dans I'exemple (S) :
_ 1w 1+2+3+4+5+6+7+8
X = —Z x; =
n 8
i=1 _
X =45
1Zn: 0+2+4+8+11+14+17+ 20
n 8
i=1 _
Y=95
6. Point moyen
On appelle point moyen le point G (X, Y)
Dans I'exemple (S)
G(4,5;9,5)

7. Variance et écart typede XetY

=45

=9,5

La variance est la mesure de dispersion des échantillons autour de la moyenne ,autrement dit
c’est la moyenne des carrées des écarts entre les modalités et la moyenne .La variance de X

est le réel positif noté V(X) et définie par:

- X124 X% 4 e
V(X)) = z:(xl—x)2 Z 2 —x% = " — x?2
i=1
La variance de Y est Ie reel positif noté V(Y) et définie par :
n n
1 1 Y12+ Yt
VY:_Z ._—2:_2 2 52 — _ 52
()n. i —¥) n Y7 - y
=1 i=1
Dans I'exemple (S) :
I, o, 12422+3244245246%+72 48 ,
V(X) = —le —X° = 3 - (4,5
=1
V(X)=5,25
1w ,  _,  024+22+4%7+8%+11% + 147 + 177 + 207 5
V) == -5 = - - 95)
i=1

V(Y)=46

L’écart type est I’écart moyen entre les modalités et la moyenne. Autrement dit, I'écart type

est la racine carrée de la variance .
L'écart type de X noté o (X) est le réel positif défini par :

o(X) = JV(X)

L'écart type de Y noté o (Y) est le réel positif défini par :

oY) =V({)

o(X) = V(X)) =./525=2,29
oY) = JV(Y) =46 = 6,78

Dans I'exemple (S) :

8. Covariancede X etY

La covariance permet d’étudier les variations simultanées de deux variables par rapport a leurs

moyennes respectives.
La covariance d’un couple (X,Y) est le réel noté cov(X,Y) et défini par :

77 726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.co’




S.Touba Gueye , professeur de Mathématiques
MATHEMATIQUES TS2,TS2A,TS4,TS5

n

1 __ X + x + - 4x __
Cov(X,Y):—inyi—XYz W T 2)2 nn _ gy

n 4 n
i=1

Dans I'exemple (S) :
n
1 __
Cov(X,Y) = ZZ x;y; — XY
i=1
_IX0+2x24+3%x4+4XxX8+5X4+6x14+7x17+8x20
B 8
X 9,5)
Cov(X,Y) =15,5
9. Coefficient de corrélation linéaire (CCL)
Le coefficient de corrélation linéaire de la série (X,Y) noté r est défini par :

__ Cov(X,)Y) _
- o(X).o(Y) I=sr=1

Le CCL nous renseigne sur I'existence ou non d’une dépendance ou d’une corrélation entre les deux
caracteres étudiés.

e Slrestvoisinde 1ou-1,onditqu’il ya une forte corrélation entre X et Y

(4,5

e Si|r| =1, onditqu’il y a une corrélation parfaite (tous les points du nuage sont alignés)
e Sirestvoisin de 0 alors il y’a une faible corrélation
e Sir=0alorsil y’a pas de corrélation

NB :0n dit gu’il y’a une une bonne corrélationsi |r| = 0,86
155

~ 2,29%6,78
Il.  Ajustement linéaire

Dans I'exemple (S) r = 0,99 donc il y’a une bonne corrélation

Ajuster de maniére linéaire un nuage c’est trouver une droite qui est plus proche de tous les points
du nuages .
1. Ajustement par la méthode des moindres carrées

Ici la droite recherchée est appelée droite de régression.
a. Droite de régression de Y en X

La droite de régression de Y en X notéeDy x s’écrit sous la forme :

Y=aX+b
q = £vEN) b=Y—-aX
V(X)

Dans I'exemple (S) :
= LX) _ 188 _ 295, b=7 —aX =9,5—295x 4,5 = —3,775
V(X) 5,25
Y=2,95X-3,775

b. Droite de régressionde XenY

La droite de régression de Y en X notéeDy,x s'écrit sous la forme :
X=adY+b
" cov(X)Y) b =X —a¥V
V()

2. Ajustement par la méthode de Mayer

Dans I'exemple (S) :

X 2 3 4

Y 2 4 8

Le point moyen est G4(2,5;3,5)

X 5 6 7 8

Y 11 14 17 20
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Le point moyen est G,(6,5;15,5)
La droite recherchée passe par G1(2,5;3,5) et G,(6,5;15,5)

Y=aX+b
155-35
4= 65-25

Y=3X+b etcomme G;(2,5;3,5) passe par cette droite doncona:
3,5=3(2,5)+b donc b=-4
Y=3X-4

77 726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.co’




