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A tous les enseignants du Sénégal, ces éducateurs, qui a partir d’'une
étincelle peuvent avoir du feu, ceux qui prennent un zéro pour le
transformer en un héros, ceux qui instruisent la génération
montante ,ceux qui ont des milliers de personnes qui se rappellent
d’eux pour le reste de leur vie . Ces enseignants dévoués,

patriotes

, qui malgré les conditions défavorables donnent le

meilleur d’eux-mémes pour faire reculer les frontieres de
I'ignorance .
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Cet ouvrage regroupe les cours de mathématiques des classes de premiéres
scientifiques .Son but est de fournir a I’ éléve un instrument de travail qui va
I’'accompagner durant toute I’année afin de lui permettre d’avoir des bases
solides , de mieux comprendre les cours et de lui montrer le savoir faire .
L’horaire en classes de 1S1 et S3 est de 7h par semaine et 6h pour les sériés
S2 et S4.Ce document permettra aussi aux collegues professeur d’avoir un
gain de temps sur la préparation des cours et sur la réalisation de certaines
taches .

Ce document, bien utilisé ,aidera beaucoup les éléves a bien préparer leur
classe de terminale scientifique.

En espérant que ce travail , vous aidera, vous plaira , j’attends de votre part
toute suggestion que vous pourriez me formuler et je prie a toute personne
gui aurait constaté une erreur qui se serait glissée de bien vouloir me la
signaler.
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EQUATIONS —INEQUATIONS —SYSTEMES

Pré requis :

> Savoir les notions de base sur le calcul dans R

> Savoir résoudre les équations du premier et du second degré

> Savoir résoudre un systéme d’équations et d’inéquations a deux inconnues

Objectifs de la lecon

>

YV V V VY

Résoudre une équation et une inéquation paramétrique

Résoudre toutes les formes d’équations et d’inéquations irrationnelles

Résoudre un systeme d’équations a 3 ou 4 inconnues avec PIVOT DE GAUSS

Résoudre un systeme d’équations a deux inconnues avec la méthode CRAMER

Résoudre un programme d’optimisation

Sources et supports pédagogiques

>

YV V VYV VY

Collection Hachettes

CIAM 1S

Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006
Cours des collegues(Doyens)

Internet

Tome 1S de M. Mouhamadou Ka(professeur au LCOFT Saint Louis)

Plan :(voir cours)
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-Déroulement possible’

B A A A A A A A A A o

I Second degrés

1.Definition :

On appelle trindme du second degré toute expression de la forme ax? + bx + c avec a€ R*
;b€Retc€R.

2.Factorisation d’un trindme du second degrés

Soit f(x)= ax? +bx +c un trindme du second degrés et A =b?-4ac son discriminant

-Si A< 0, f(x) est infactorisable

-Si A >0, la factorisable est f(x)=a(x — x1)(x — x3)

-Si A= 0, la factorisation est (fx)=(x — x,)?

_—b—VA _—b+VA _—b
Avec x,= a A AT etxo—g

3.Signe d’un trindme du second degrés

Soit ax? +bx +c un trindme du second degrés :
-Si A= 0, le trinbme est du signe de a

X -00 X0 +00

ax? +bx +c¢ | Signe de a 0] Signe de a

-Si A< 0,le trinbme est du signe de a

X -00 +00

ax®> +bx +c¢ | Signe de a

-Si A> 0,le trinbme est du signe de a a I'extérieur des racines et du signe contraire de a a
I'intérieur des racines .

X -0 X1 Xy +00

ax? +bx +c Signede a | 0 | Signede —a |0 | Signede a

4.Somme et produit des racines d’un trinome du second degrés
Soit un trindme du second degrés ax? +bx +c admettant deux racines x; et x, :

S=x1x2=7b ; P=x1x, = g
A>0
-Le trinbme admet deux racines positives si et seulementsi {P > 0
$>0
A>0
-Le trinbme admet deux racines négatives si et seulementsi{P > 0
§$<0

A>0

-Le trinbme admet deux racines de signes contraires si et seulement si {P <0

5.Position des racines d’un trindme par rapport a un réel
Soit un trindme du second degrés f(x) = ax? + bx + cet x unreel.
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° <x<L = { >0
X *2 af () <0
A>0
o x; <xp <X = Iaf(oc)>0
S-2x<0

A>0
o X< x; <Xy Rt Iaf(oc)>0
S—2x>0

o Siaf(a) =0alors a est uneracine de f(x)
Exercice d’application :

Soit (E):(m—2)x2+mx—1=0
1)Resoudre et discuter suivant les valeurs de m l'existence et le signe des racines de (E)
2) Déterminer les valeurs de m telles que : a) x; + 2x, =3 b)|x; — x| =2
3)Déterminer les valeurs de m telles que :

ax <—-1<x, b)x; <x, <-1 )—1<x<x, d)—2<x;<x,<-1

6.Inequation paramétrique
Exemple : Résoudre et discuter
am—1Dx—-—m>0
b)(m—2)x>+mx—1<0
Solution
alm—1Dx—-m>0
Sim=1, on obtient —1 > 0 absurde
S=0
Sim—1>0=m>1onobtient

m
x >

mm—l
Sz]m—l ;+oo[
m
Sim—-1<0=>x<——
m—1
m
s=]-onm
b)m—2)x>+mx—1<0

Sim = 2,l'inequation devient 2x —1 <0

<o

Sim # 2 ,I'inéquation est du second degré
A=m? + 4(m - 2)
A=m?+4m-8
Posons A=0;A,,=48 = \/M= 43
my=2-2V3 etm; =2+2V3

m -0 2—23 2 2+2V3 +00
m—2 - | - 0 + |
A=m? +4m -8 + 0 - | - 0
6
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Sime€|-0;2—2V3[ A>0 etm—2<0

X —00 x1 xz +00

(m—-2)x>+mx—1 - 0 + 0 -

S =]=00;x1] U [xp; +o0[

Sime]2—2v3;2[ A<0 etm—2<0

x -00 400

(m—2)x>+mx—1 -

S=R
Sime]2;2+2V3[ A<0 etm—2>0

x -00 +00
m—-2)x>+mx—1 +
S=0
Sime|]2+2V3;4+0] A>0 etm—2>0
X —00 x1 x2 +00
(m—-2)x2+mx—1 + 0 - 0 +
S = [xq1; %]
—m++vVm?+4m—8 —-m++vVm?+4m—8
avec x; = 2m=2) et x, = 2m=2) ; (x> xq)
Sim=2-2V3; A=0etm—2<0
2-2V3 1-v3 V3-3
Xn = — = — =
" 22-2v3-2) -2v3 6
x -00 X +00
(m—2)x*+mx —1avecm=2—22 - 0 -
S=R
Sim=2+2V3;A=0etm—2>0
2+2V3 1+v3  V3+3
Xn = — = — = —
7 2(2+2V3-2) 2v3 6
X -00 xO +00
(m—2)x% +mx —1avecm =2+ 2v2 + 0 +

S = {xo}
l.  Equations et inéquations irrationnelles
Soient f(x) et g(x) deux fonctions

] f(x)=00ug(x)=0
VFE) =/g(x) — { f@x) = g(®)

. g(x) 20
VF@)=g () < {f(x) = [g()1?
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TOEY
Jf(x) < g(x) & g(x)=0
£ < (912
fG) =0
0
JOzgn o o2 ou 1 g)=0
o <o F@) < [g@1?

Exemple :Résolvons dans R les équations et inéquations suivantes :

a)V—x? + 5x + 5=vx — 3 < {_xz +x5;-?-§2x—3
*y —3> 0 & x=3
Dg=[3; +oo[

* x24+5x+5=x-3
x> +4x+8=0
x;=2—-2V3 x,=2 + 23
s={2 + 2v3}

—x>
b) Vx + 1=3 — x N { =0

x+1=(3-x)?

*3-x=20

Dg=]—o0; 3]

*x +1=(3 — x)?
x2—7x+8=0

_ 717 L _7+V17
X1= 2 X2= 2

- =27)

x+1=0

c) vx+1<3-—x & 3—x=20 &

x+1<(3-x)?2

* Posons —x%2+7x—8=0

x+1=20
3—x=0
—x24+7x—-8<0

7-V17 L _TH17
1= *25
X —o0 -1 717 3 7+:/ﬁ +00
x+1 -0 o+ + | + +
3—x + + 0 - -
—x*+7x—-8 - -0 | + 0 -
[oq.72Y17
S_[ L= ]
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“1>0 x—1>0

d) Vxi—1=3-x o 3120 ou { 3-x2>0
*= x—1=>@B-x)2

x—1>0

< {g:}cig ou { 3—x=20
- —x2+7x—-10>0

*Posons -x% + 7x —10 =0

x1=2 ; Xp=
X 1 2 3 5
x-1 - 0 + + | + +
3-x + + 0 2 -
%%+ 7x — 10 - - 0 + | + 0 -

S, =13;4+0[ ; S, =[2;3]

. SYSTEME D’EQUATIONS A 3 ou 4 INCONNUES : PIVOT DE GAUSS
Exemple 1 :Résoudre dans R3 le systéme suivant :
x+2y—z=2 (L)
2x+y+2z=10 (L,)
—3x—y+z=-2 (L3)
etape 1:on fixe (L, ) comme ligne de pivot

L » L
L, - —2L.+L,
Ly - 3Ly+Ls
x+2y—z=2 (L)
—-3y+4z=6 (L))
Sy—2z=4 (Ls)

Etape 2 :onfixe (L',) comme ligne de pivot

L'y » Ly
L'y -1
L's - 5L, +3L';
X+2y—z=2
—3y+4z=6
14z = 42
Conclusion
14z =42 & z=3
-3y+4z=6 <& —-3y+4Q3)=6 & y=2
xX+2y—z = x+2(2)-3=2 & x=1
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S={(1;2;3)}

Exemple 2 :Résoudre dans R3 le systéme suivant :
x+2y+5z=4 (L)
x+y+2z=6 (L,
2x+3y+7z=10 (L3)

etape 1:on fixe (L, ) comme ligne de pivot

Ly » L
Ly, - Ly-L,
Ly —> —2Ly+L;

x+2y+5z=4 (L)
y+3z=-2 (L)
—y-3z=2 (L)

Etape 2 : on fixe (L',) comme ligne de pivot
L'y » L,
L'y - L
L's »L, +L';

x+2y+5z=2
y+3z=-2
0z=0

0z=0estvraiV z €ER
.Soit tunréel ,posonsz =t

y+3t=-2 y=-2-3t
xX+2y—z=2 = x+2(-2-3t)+5t=2 =
S={(t—-8-3t—2;t)}avect €R
Exemple 3 :Résoudre dans R?3 le systéme suivant :
x+y—-2z=1 (L)
x—2y+z=1 (L, )
—2x+y+z=2 (L3)
etape 1:on fixe (L, ) comme ligne de pivot

Li =L

L, » —Li+L,

Ly — 2Ly +Ls
x+y—-2z=1 (L)
—3y+3z=0 (L))

3y—3z=3 (L'3)

Etape 2 :onfixe (L',) comme ligne de pivot
L'y -1y

x=t+8

10
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L', -1
L's - L'y +L;
x+y—2z=1
{—3y+3z=0
0z=3

Conclusion
0z =3 impossible S=0
Exercice d’application :
Résoudre par la méthode du pivot chacun des systémes suivants

9x +3y+2z+9t =34
3x+2y—9z+7t=6
—x+y—6z+5t=-3
7x —4y +4z— 6t =29

a) {—10x—7y+z=-29 7x — 10y + 3z = —23 c)

3x—2y+7z=-36 3x +4y +9z =53
b){
6x +4y—3z=29 2x+9y —5z=-18

lll.  Systeme d’équations a deux inconnues :Méthode Cramer
ax +by =c

ax+by=c

On pose A= |3, £,| A =|§, ll))’ ;

-Si A# 0 le systeme a pour solution{(xy;y,)} avec x, = AA—" ety, = AXy

SiA=0;A,#0;A,#0donsS =90

SiA=0;A,=0;A, = 0admet une infinité de couple de solutions

S ={(x;y)/ax + by = c}

Pour résoudre le systéme {

a ¢
Ax=| ’ I|
a c

Exercice d’application :
1)Résoudre dans R? par la méthode Cramer :

2x—y =3 x—2y=4 3x—2y=1

a){Sx—Zy =4 ){—3x+6y =—12 C){6x—4y =3

2 ) Résoudre et discuter
mx+(m-—-2)yy=1 b 2x+(B3-m)y=m
){(m—1)+my=—2 ){ mx+y=m-—2
IV. PROGRAMMATION LINEAIRE

La programmation linéaire est un probléme mathématique qui consiste a optimiser

( maximiser ou minimiser ) une fonction linéaire de plusieurs variables qui sont reliées par
des relations linéaires appelées contraintes .La méthode graphique n’est applicable que dans
le cas ou il n’y a que deux variables .Son avantage est de pouvoir comprendre ce que fait la
méthode générale du simplexe, sans entrer dans la technique purement mathématique .Les
contraintes économiques et logiques sont représentées graphiqguement par des demi-plans
dont I'intersection est un ensemble convexe(c.a.d. tout segment de droite dont les extrémités
appartiennent a 'ensemble est entierement inclus dans cet ensemble).Les solutions , si elles
existent appartiennent a cet ensemble appelé région des solutions admissibles.

Il s’agit donc de chercher a I'intérieur de ce domaine le couple de solution optimisant la
fonction

Exercice d’application :

11
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Une entreprise fabrique deux types de produits A et B en utilisant 2 machines

M, et M, et une matiere premiere MP.

Pour fabriquer un produit de A ,il faut utiliser M; pendant 2h, M, pendant 2h et 6kg de matiére
premiere.

Pour fabriquer un produit de B, il faut utiliser M, pendant 2h, M, pendant 4h et 2kg de matiére
premiére. Les disponibilités mensuelles des machines M; et M, sont respectivement 120h et 180h.Le
stock de la matiere premiére est limité a 300kg le mois. Chaque produit de A rapporte 4000f de
bénéfice et chaque produit de B rapporte 2000f de bénéfice .Soit x le nombre de produit A y celui de
B.

1)Ecrire le bénéfice total B(x) en fonction de x et y

2) Ecrire le systeme d’inéquations traduisant les contraintes

3) Résoudre graphiquement le systeme puis déterminer la zone d’admissibilité

4)Déterminer la quantité a produire dans chaque produit pour maximiser le bénéfice.

12

77726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.com




S. Touba Gueye , professeur de mathématiques

MATHEMATIQUES 1S

POLYNOMES

Pré requis
» Factoriser un trinbme du second degré
» Déterminer le signe d’un trinbme du second degré
> Résoudre une équation et une inéquation du premier et du second degré
» Résoudre un systéme d’équations a deux inconnues
» Résoudre un systéme d’équations en utilisant le PIVOT DE GAUSS

Objectifs de la lecon

A la fin de cette lecon, I'éléve doit étre capable de :
Connaitre le vocabulaire : polynbme, monoéme, coefficient, degré, racine

>

YV VV V VY

Vérifier qu’un nombre est racine d’un polynéme

Factoriser un polynéme en utilisant les 3 méthodes

Utiliser les propriétés pour résoudre certains problémes

Reconnaitre une fraction rationnelle, déterminer sa condition d’existence et la simplifier

Diviser un polynéme par x — a , décomposer par division une fraction rationnelle

Sources et supports pédagogiques

>

YV V V V

Collection Hachettes

CIAM 1S

Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006
Cours des colléegues(Doyens)

Internet

Plan :(voir cours)

77726 78 68 S.Touba Gueye
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T R S I PR I PR S S
//////////////////////

- Déroulement possible:

DR TP S T S PR S S RO
B L

l. DEFINITION ET PROPRIETE :
1.DEFINITION
e On appelle monéme toute expression de la forme ax™ aveca€ Ret n € N.
Exemple: 2x% ; V3 x;2 = 2x°
1 1
Vx = x2 n’est pas un monome ;; = x~1 n'estpas un monome

e On appelle polyndme toute somme algébrique finie de monémes .
Exemple :
P(x)=3x? —5x+2 ;Q(x)=—x3+2x?>—-3x+1

e On appelle degré d’un polynéme le degré le plus élevé de ses monomes .
Dans I'exemple précedent ,d° P =2 et d°Q =3

e On appelle coefficient d’un polyn6me, I'ensembles de ses monémes
Dans I'exemple précédent , les coefficients de P sont :3 ;-5 ;2 et les coefficients de Q
sont:-1;2;-3;1

o Soienta,, Gu_1,An_2, « we w -.. A, des reels et n entier naturella forme
générale d’un polynéme P degrénest P(x) = apx™ + ap_q x™ 1 + ... tay

2.0peration sur les polyn6mes

Soient P et Q deux polynémes

La somme des polyndmes P(x) et Q(x) est un polynéme h(x) = P(x) + Q(x)
Le produit des polynémes P(x) et Q(x) est un polynéme g(x) = P(x).Q(x)

o d(P.Q)=d(P)+d (@)

o d (P+Q) <sup{d’(P);d (Q)}

e Deux polynémes P et Q sont égaux si et seulement ils ont le méme et que les coefficients des
mondmes de méme degré égaux .

Autrement dit ,soient P(x) = ap x™ + ap_1 X" 1 + v +ag et Q(x) = by x™ +
b x™ 1 4+ o by
_ .(deg P(x) = degQ(x) n=m
P(x) = Q(x) 551{ Vi.a = b, donc {Vi,ai = b,

Exercice d’application :
P(x)=3x2+4x—2 Q(x)=x3+x>+1 R(x)=x*>+1
Calculer P(¢).Q(x) ;P(x).R(x) ;4P(x).Que peut—on dire des degrés des polynémes obtenus.

Il.  .Racine d’un polyndme
1.Definition
On appelle racine d’un polynéme P ,le réel « tel que P(x) = 0.

Exemple :P(x)=2x3 + x? — x — 2
P(1)=2(1)3+12—-1—-2=0 donc1estracinedeP.
2.Proprites
e Tout polyndme de degré n a au plus n racines .
e Tout polyndme de degré n qui a plus de n racines est un polynéme nul

14
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e Si o estuneracine d'un polyndome P de degré n alors il existe un polynéme Q de degré
n — 1 tel que P(x) = (x—x).Q(x).Dans ce cas, on dit que le polyndme est factorisable ou
divisible par x-

e Si « n’est pas racine de P de degré n alors il existe deux polyndmes Q de degré n-1 et R de
degré nul tel que P(x) = (x— x)Q(x) + R(x)

lll.  Technique de factorisation d’un polynome
1.Methode d’identification des coefficients
Factorisons P(x)=2x3 + x? — x — 2 par la méthode d’identification des coefficients
P(1)=0 alors il existe un polyn6me Q du second degré tel que P(x)=(x-1).Q(x)
Q(x)=a%?+bx+c
P(x)=(x-1)(ax? + bx + ¢)=ax? + bx? + cx — ax? — bx — c=ax® + (b — a)x?(c = b)x — ¢
Par identification des coefficients on a :
a=2

h—a=1 a=2
“= b=3 Q(x) = 2x2 + 3x + 2
c—b=-1
c=2
—c=-2
Par suite P(x) = (x — 1)(2x? + 3x + 2)
Exemple :

P(x) = —x3+3x -2
Calculer P(1) puis factoriser P(x) en utilisant la méthode d’identification des coefficients
2.Methode de la division euclidienne

Factorisons P(x)=2x3 + x? — x — 2 par la méthode de la division euclidienne
P(1)=0 alors il existe un polyndme Q du second degré tel que P(x)=(x-1).Q(x)

2x3 +  x? - x - 2 x—1
—2x3 + 2x?
2x% +3x+2
0 +  3x? —x
- 3x%? +3x
0 + 2x - 2
—2x + 2
0
Q(x) =2x%+3x+2 P(x) = (x — 1)(2x% +3x + 2)
Exemple :

P(x)=—-x*+3x—2
15
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Calculer P(1) puis factoriser P(x) en utilisant la méthode de la division euclidienne

3.Methode Horner

Factorisons P(x) = 2x3 4+ x? — x — 2 par la méthode Horner

P(1)=0 alors il existe un polyndme Q du second degré tel que P(x)=(x-1).Q(x)

Q(x)=a%?+bx+c

Coefficients de 2 1 -1 -2
P(x)
Racine 1 2 3 2
Coefficients de 2 3 2 0
Q(x)

Q(x) =2x*+3x+2 & P(x) = (x —1)(2x? + 3x + 2)

Exemple :
P(x)=—-x3+3x—-2

Calculer P(1) puis factoriser P(x) en utilisant la méthode d’identification des coefficients

Exercice d’application :
Soit un polyndme P(x) = —2x3 +x2 + 8x — 4
1) Montrer que 2 est une racine de P(x)
2) Factoriser complétement P(x)
3) RésoudredansR P(x) =0etP(x) =0
4) En déduire les solutions de :
a) —2x%+x*+8x2—-4=0
b) —2(x—3)>+(x—3)2+8(x—-3)—4=0
) —2(-2x+13+(-2x+1)2+8(-2x+1)—4<0
V. Fraction rationnelle

1. Définition

Soient f et g deuxfonctions polynomes, la fonction h definie par h(x)=% est appelée fraction

rationnelle .

Autrement dit, une fraction rationnelle est le rapport de deux fonctions polynémes

2. Domaine de définition
La fonction h(x)=% si et seulement si g(x) # 0
Dp={xeR\ g(x) # 0}
Exercice d’application :

. 2x%+x—1 x3—4x+5
Soient f(x) = 7 etg(x) = )

a) Déterminera, b etcpourque f(x) =ax+ b+ ﬁ
cx+d

x2-1

b) Déterminera, b, cetdpourque g(x) =ax+ b+

77726 78 68 S.Touba Gueye
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GENERALITE SUR LES FONCTIONS

Pré requis
> Bien utiliser les propriétés de calcul dans R
» Calculer I'image et I'antécédent d’un réel (déja vu en 3¢™€ qvec application af fine)
> Résoudre une équation et inéquation
> Factoriser un polyndme
Objectifs

Apres cette lecon , I’éleve doit étre capable de :

>

VVV VYV VVVYVYYVYYVY

YV VYV Y VY

Connaitre une fonction et une application

Déterminer I’'ensemble de définition d’une fonction

Connaitre une application injective , surjective , bijective

Justifier qu’une application est injective , surjective , bijective

Représenter graphiquement les fonctions au programme

Reconnaitre la courbe d’une fonction

Utiliser les représentations graphiques pour résoudre des équation et inéquations
Déterminer le sens et dresser le tableau de variation des fonctions au programme
Etudier la parité et/ou la périodicité d’une fonction

Faire le lien entre parité de la fonction et symétrie de la courbe représentative d’une fonction

Utiliser les formules de changement d’origine pour représenter des fonctions
Déterminer I'image ou I'image réciproque d’un intervalle

Construire a partir de la représentation graphique d’une fonction, celles des fonctions qui lui

sont associées

Démontrer qu’un point est un centre de symétrie de représentation graphique d’une fonction
Démontrer qu’une droite est un axe de symétrie de la représentation graphique d’une fonction

Construire la représentation graphique de la réciproque d’une fonction bijective
Reconnaitre et/ou déterminer un majorant, un minorant d’une fonction
Déterminer la composée de deux fonctions

Décomposer une fonction donnée en composée de deux fonctions

Sources et supports pédagogiques

» Collection Hachettes

CIAM 1S

Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006
Cours des collegues(Doyens)

YV V V VY

Internet

Plan :(voir cours)
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I.  Notion de Fonction
1. Définition
On appelle fonction toute relation permettant d’associer tout élément d’'un ensemble a au plus un
élément dans un autre ensemble.

Exemple : On considére les relations suivantes :

A_R B A R, B A _R
\—T1"
‘ _ —
> “:. 'S

_R; est une fonction car tout élément de A associe au plus un élément de B
R, n’est pas une fonction car il y’a élément de A qui associe deux élément de B
R; est une fonction car tout élément de A associe au plus un élément de B
2. Vocabulaire et Notation
Si f est une fonction définie de A vers B alors :
-A est appelé ensemble de départ
-B est appelé ensemble d’arrivée
-les éléments de A sont appelées variables
-Si I’élément x de A est associé a I'élément y de B ,on écrit f(x) =y
-De plus y est appelé image de x et x est appelle antécédent y

On écrit : f:A-B
x= f(x)
On lit f définie de A vers B ,qui a tout x de A associe f(x) de B
Exemple :
f:R/{1} > R
x - =2
x—1

-L’ensemble des images des éléments de A est appelé ensemble image de f noté f(A)
-l’ensemble des antécédents des éléments de B est appelé ensemble antécédent de f noté f ~1(B).
3. Ensemble de définition

Soit f une fonction définie de A vers B ,on appelle domaine de définition de f I’'ensemble des éléments
de A qui ont une image par fIl est souvent noté Dy.

e Toute fonction polyndme est définie sur R
Soit f et g deux fonctions polynémes :

* o existe si et seulement si g(x) # 0
e /g(x) existesietseulementsig(x) >0
)
—— >
. % existe si et seulement si { 9() —
o gx) #0
f% existe si et seulementsi g(x) > 0

18

77726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.com




S. Touba Gueye , professeur de mathématiques

MATHEMATIQUES 1S

o |[g(x)| existeVx € R

f;g}l existe si et seulement si g(x) # 0
N =0
oG ©xiste si et seulement si g(x) % 0

Exercice d’application :
Déterminer le domaine de définition de f dans chacun des cas suivants :

aAf () =
b)f(x) =vVx?+x—2
C)f (x) = xzi—_ngl—zs
Af ) = [
1 .
Q)f () ={ 1+— six>0
x2—4 si x=0
{ 1+ six>0
f)f (x) = 1x
[x2—4| si x>0

4. Courbe représentative
Le plan est muni d’un repéere orthonormé. On appelle courbe représentative d’une fonction

x€D
f I'ensemble des point M(x ; ¥) du plan défini par {y \ f(;;).EIIe est souvent noté (Cr)
Exemple : Soit a tracer la courbe f(x) = i
Dy = R/{0}
X -4 -2 -1 -0.5 0 0.5 1 2 4
£(x) 025 | -05 -1 -2 2 1 0.5 0.25

1. Fonction majorée , minorée , bornée
1. Définition
Une fonction f est dite :
-majorée s'il existe un réel M tel que :Vx € Df; f(x) < M
-minorée s'il existe un réel m tel que :Vx € Dy ;f(x) =m

-bornée sielle est a la fois majorée et minorée
xZ
1+x2

Exemple: f(x) = Montrons que f est majorée et minorée
19
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1
=1-
) . f&) 1+ x?
Ona-— <0e1- <0& f(x) < 1donc f est majorée

1+x2 1+x2
De plus f(x) > 0 alors f est minorée.Ainsi 0 < f(x) <1V x € R d'ouf est bornée

2. Maximum, minimum, extremum
-On appelle maximum d’une fonction f sur un intervalle I le réel f(x,) vérifiant f(x) < f(xy) Vx €
[.0n dit que f admet un maximum sur [ en x.

-On appelle minimum d’une fonction f sur unintervalle I le réel f(x,) vérifiant

f(x) = f(xy) V x € 1.On dit que f admet un minimum sur I en x,.
-Un extremum est un maximum ou un minimum :
L’extremum est absolu s'il est valable sur tout 'ensemble de définition. L'extremum est relatif s’il est
valable sur une partie de I'ensemble de définition.

1. Parité et Périodicité

1. Parité

Vx € Df ;—X € Df

f(=x) =f(x)

Vx € Df,—XEDf
f(=x) =—f(x)

Exemple : Etudions la parité des fonctions suivantes :

-Une fonction f est dite paire ssi {

-Une fonction f est dite impaire ssi {

2
f(x)=1i7;Df =R;doncVx € Df —x € Dy
f(=x) = o _ 2 _ f(x) donc f est paire

1+(—x)2—  1+x?

.X'3
9 ==

Dy = R/{-1;1}
x€D;, < x#1 etx#1
& —xF+-—-let—x+1
< —x € Dy
(_)_ (_x)s__x3__()d t .

gi—x = T T g(x) donc g est impaire

2

hGx) = T3 D = R/(-1}

1 € Dymais —1 & Dy, donc h n'est ni paire ni impaire
2. Périodicité
a) Définition
Vx €Dy ,x+k € Dy
fGx+k)=f(x)

Soit k un réel ,Une fonction f est périodique de période k si {

Exemple :Soit f la fonction définie sur R tel que : f(x) = sinx
Vx ER ,x+2m € R

f(x + 2m) = sin(x + 2m) = sinx = f(x) donc f est periodique de periode T = 27

e Les fonctions cos(wt + ¢) et sin(wt + ¢) ont pour periode T = %ﬂ

La fonction f(x) = sin 2x a pour periode T = %ﬂ =T.

g(x) = sin(2x) + 2 cos(x — 5) est la somme de deux fonctions de periodes

20
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respectives Ty = m et T, = 2m. Dans ce cas la période T de g est le PPMC(Ty ;T,)
donc la périodede gest T = 2w

3. Propriété graphique
e Siune fonction f est paire alors sa courbe est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées
La fonction f(x) = x? est une fonction paire

. E3EEEEEEs) /

N
(7

N

R R A,
§F =D

e Siune fonction f est impaire alors sa courbe est symétrique par rapport a l'origine

La fonction f(x) = x3 est impaire

e Siune fonction f est périodique de période k alors sa courbe par translation du vecteur
W = ki dans le repere orthonormal (o,7,] ).Clest a dire tu(Cr)=Cr

La fonction f(x) = cosx est periodique de 21

21
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-3n f 2w} -r;t/ 4}0 Vt AT . T

IV.  Notion d’application
1. Définition

On appelle application de A vers B toute relation de A vers B qui associe tout élémentde A aun et un
seul élément de B

A g B
N\ A

f n’est pas une application g est une application h est une application
Remarque :

f:A-B

x = f(x)

Pour que f soit une application ,il faut que A < Dy
Toute application est une fonction mais I'inverse est fausse.
2. Exemple
fR-=R
x—-2x+1
Dy = R donc f est une application
g R->R

X
X —

x—1
D4 =R/{1} doncgn’est pas une application
h:[0;1] - R
x = \x
Dy, = [0; +oo[ donc h est une application
k:R/{1} > R

X —

x—x2

D, = R/{0; 1} donc k n’est pas une application
22
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3. Fonction identité

Soit A un ensemble. On appelle application identité de A Id, définie de A vers A qui a tout x associe x.
Idg : A - A
XX
4. Fonction partie entiéere
On appelle fonction partie entiere ,I'application définie de R vers R tel que :
E(x)=n€Zsix € [n,n+1]
e Vx ERmaEX)<x<EX)+1
o VxeERetp €Z onaE(x+p)=EX)+p
5. Injection, surjection, bijection

a. Définition

v Une application est dite injective (ou est une injection) si tout élément de I’ensemble d’arrivée
possede au plus un antécédent dans I’ensemble de départ.

v" Une application est dite surjective si tout élément de I'ensemble d’arrivée posséde au moins
un antécédent dans I’'ensemble de départ

v' Une application est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective c’est-a-dire tout
élément de I'ensemble d’arrivée possede un et un seul antécédent dans I'ensemble de départ

b. Cas des fonctions numériques

Soit f une fonction définie A vers B .
v' f estinjectivessiVy € B l'quation f(x) = y admet au plus une solution dans A.

v f estsurjective ssiV y € B l'equation f(x) = y admet au moins une solution dans A.
v f est bijective ssi V y € B l'equation f(x) = y admet une unique solution dans A.

Exemple :
Parmi les fonctions suivantes, préciser celles qui sont injectives, bijectives surjectives.

ffR->R
x - x?
SoityER ;f(x) =y x2=y
siy>0;x=\/y_oux=—\/§;5={\/_;—\/§}
Siy <0; S=0
Siy=0;,x=0 ;S={0}
Donc f n"est ni injective ni surjective

g R, >R
x - x?
SoityeER ;g(x) =y x2=y
siy>0x =y oux=—-[y;S={/y }
Siy <0; S=0
Siy=0;x=0 ;S ={0}

Vy € R,l'equation g(x) = y admet au plus une solution dans R, donc g est injective de plus
elle n’est pas surjective .

23
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h:R, - R,
x - x?

SoityER, ;h(x) =y x2=y

siy>0x=.y oux=—/y;S={y }
Siy=0,x=0 ;S={0}
Vy € R, ,l'equation g(x) = y dans R, donc g est bijective

mR- R,
x - x?

SoityER, ;f(x) =y x2=y

siy>0;x=\/y_oux=—\/§;5={\/—;—ﬁ}

Siy=0,x=0 ;S5={0}

Vy € R, ,l'equation g(x) =y admet au moins une solution dans R donc m est surjective de

plus elle n’est pas injective .
c. Autres définitions

Soit f une fonction définie de A vers B :
f est injective si et seulementsi:Vx; €Aetx, €A;f(x1) = f(x) = x4 = x5
Autrement dit :x; # x5 = f(x1) # f(x3)
f est surjective ssi f(A) = B
VI. Fonctions composées

1. Définition
Soient f et g deux fonctions définies respectivement de A vers B et de B vers C.
f:A->Betg:B->C
On appelle fonction composée de f par g la fonction notée gof définie par:
{Vx €Df ;f(x) €Dy

gof(x) = glf(x)]

Exemple :
fi R->R g R-R
x - x? x - %
Di=R ;Dy=R"
Détermination de Dg,g etDy,r

x€D @{xEDg (:){ x € RY .S x€eER
fog gx)eDs ~ lgix) ER vrai
Dfong*
x€ D
f x € R 2
X € Dgor (:){QEDQ(:){XZE]R*(:)}C 0= x+0
Dgosz*

Détermination de fog et gof

fog(@) = flg@)=f (3) = =

24
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1
gof(x) = glf ()] = g(x?) = =

hR-R k:R-R
x—1
*7n x = Vx
Dy = R/{-1} i Dy =1[0;+0o]

Détermination de Dy,
x € Dy, x ERy x=0
k(x) € Dy = {\/E eER—{-1} = {\/E + —lvrai
Dpok = [0; +oo[
Détermination de hok
Vx —1
VX +1

XEDhok :>{

hok(x) = hlk(x)] =

2. Propriétés
e Sif est une fonction définie de AversBona:fold, = Idgof = f
e Soient f, g, hdefinies respectivement de Avers B, deBversCetdeCversDona:
hogof = ho(gof) = (hog)of

VIl.  Bijection réciproque

1. Définition
Soit f une bijection définie de A vers B. On appelle bijection réciproque I'application notée f =1 définie
de Bvers Atel quesi f(x) =y alors f~X(y) = x

Exemple :
f:R/{1} > R*

1
X > —
x—1

Montrons que f est bijective

1 1
ity ER*; f(x) =y > ——= =—+1
Soity ; f(x) yS o=y y+

Vérifions que i +1€ R/{1}

Ona%iOVy eR*donc§+1¢1=>§+1eR/{1}

i+

Conclusion:V y € R* l'equationf(x) = y admet une seule solution dans R/{1}, donc f est
bijective
Déterminons f 1
fTHR - R/{1}
x->=+1
X
2. Propriétés
e Une application f admet une bijection réciproque f 1 ssi elle est bijective . De plus f~lest
bijective .
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e Si f est une bijection définie de AversBalorsona:fof ! =Idg et f~lof =1d,
e Soit f une bijection définie de A vers B et g une bijection définie de B vers A.
Sigof =1d, ou fog =Idgalors g = f~1
e Sif est une bijection définie de A vers B et g une bijection définie de B vers C alors gof est
bijective et (gof)™! = f~log™?!
I.  Sens de variation
1. Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I

f est dite croissante sur un intervalle I si Vxq,x; €1,%; < x5 = f(x1) < f(x2)

f est dite décroissante sur un intervalle I si Vxq,x, €1, x1 <Xy = f(x1) > f(x3)
- Une fonction f est dite constante sur un intervalle
I si pour tout reel appartenant al on a f(x;)=f(x3)
- f est monotone sur un intervalle I si elle est croissante ou decroissante sur |
Exemple :
Soit f(x) = x? ;I[0.+oo[.Etudions le sens de variation de f sur [
Soit x et x, deux elements de |
X <Xy 2 x1% <x%22 f(xy) < f(xp) d'ou f est croisssante sur |
2. Taux de variation
On appelle taux de variation d’une fonction f entre x; et x, le reel T (x; ; x,) definie par
f (1) = f(x2)
X1 — X2
e [ estcroissante sur I si pour tout reel distint x;et x,,T(x1.x,) > 0

T(x1;x3) =

e [ estdécroissante sur I si pour tout reel distint x;et x,, T (x1.x;) <0

e f estconstante sur I si pour tout reel distint x, et xz,T(xl;xz) =0
Exemple :
Soit f(x) = x? .Etudions le sens de variation sur |—oo; 0] et [0; +oo]

T(ryxy) = X% — x,° _ (X1 — x2) (%1 + x2) =X, + 1,
X1 — X2 X1 — X2
Sur |—0;0]; x; < 0;x, < 0donc x; +x, < 0=T(x1;x,) <0d'ou f decroissante sur [—o; 0[
Sur ]0; +o0]; x4 > 0;x, > 0donc x; +x, > 0= T(xq;x,) > 0d'ou f croissante sur [0; +oo[
3. Tableau de variation

C’est un tableau dans lequel sont consignés les différents sens de variations d’une fonction sur un

ensemble donné

Exemple :Etablissons le tableau de variation de la fonction f(x) = x?
V.  f decroissante sur [—oo;0[; f decroissante sur [0; +oo[
x -00 0 +oo

f(0)=0

Il. Elément de symétrie
Soit f une fonction et Cf sa courbe représentative
1. Axe de symétrie
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VxEDf,Za—xEDf
fRa—-x)=f(x)

La droite d’équation x = a est un axe symétrie a C¢ ssi {

Exemple :
Soit f(x) = x? — 4x + 4. Montrons que la droite x = 2 est un centre de symetie a Cr
Il suffira de montrer que :{ vx €D = {Vx ER4-x ER

fQa—-x)=f(x) fd—x)=f(x)

VxeE R;4—x R
fA-x)=4—x)?—-4(4—-x)+4=16—-8x+x?>—16+4x+4=x>—4x+4 = f(x)
Donc la droite x = 2 est une axe de symétrie .
Remarque : Si une fonction est paire alors la droite x=0 est un axe de symétrie.

2. Centre de symétrie

] 't|(a) . e d trie 3 C _.{Vx € Dy 2a — x € Dy
e point I(;,) est un centre de symétrie a (¢ SSI'f(Za—x)+f(X)=2b
Exemple :

Soit f(x) =

2x-1
x-3

.Montrons que I(g) est un centre de symétrie .
VxEDf;6—xEDf
fe—x)+f(x) =4
Df=R/{3};x €EDf > x #3

>-—x#-3 26-x#¥6-3>6—x+0donc6—x€Df
26—-x)—1 2x—-1 12—-2x—1 2x—-1 2x—-11 2x-1
f6 = ) = s T T3 = 3% T k=3 x=3 " x=3

212 _ 23 _ 4 s done 1(3) est un centre de symetrie

f(6—x) + f () = 212 = 2

Remarque : Si une fonction est impaire alors 'origine du repére est un centre de symétrie .

Il suffira de montrer que :{

Exercice d’application :

a)f(x) = —x? 4+ 2x + 3. Montrer que x = 1 est un axe de symetrie

b)f (x) =

x2=2x+1
x

.Montrer que I(0; —2) est un centre de symertie

1. Fonctions associées
Soit f une fonction définie sur un intervalle I
Les fonctions g(x) = —=f(x) ; h(x) = |f(X)|; k(x) =f(x)+a; m(x)=f(x—a)et
z(x) = f(x — a) + b sont appelées fonctions associées a f.
* gx) = —f(x) = Cyet C, sont symetriques par rapport al'axe(x'ox)

% h(X)=|f(x)|{

= k(x)=f(x)+a = Cyestl'image de Cy par la translation du vecteur U (2)

—f(x) sif(x) <0 = Cy, est symetruque de Cs par rapport a (x'ox)
f(x),si f(x) = 0= donc les courbes de h et f sont les memes(Cy, = Cy)

= m(x) = f(x —a) = Cpestl'image de C; par la translation du vecteur U (g)
* z(x)=f(x—a)+b = (C,estl'image de C; par la translation du vecteur TI(Z)

IV.  Restriction et prolongement

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
I c Dy

vx€el,fi(x) = f(x)

e Ondit que fiest une restriction de f sur | ssi{

Exemple :
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—X, x<0
f@O=k=fo={"" 53,
fi(x) = x est la restriction de f sur [0; +oo[; f,(x) = —x est la restriction de f sur |—oo; 0[

Ic]
Vx €1;fi (x) = f(x)

e f, estunprolongement de f sur un intervalle | de R ssi:{

Exemple :

x%—x

fOx) = ; Dp = R/{0}

x%-x . +0
Soit g(x)= { x ot ; g est un prolongement de f sur R
-1 six=0

V.  Operations sur les fonctions
Soient f et g deux fonctions :
e (f +g)estla fonctiondefinie sur Dy N Dy tel que (f + g)(x) = f(x) + g(x)
e f.gestla fonctiondefinie sur Dr N Dy tel que (f.g)x = f(x).g(x)

! : - FYy=f®
* 5 est la fonction definie sur Dy N Dy N A tel que (g) X=25

A={xeD,/g(x)# 0}
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Complément sur le calcul vectoriel

Pré requis :
» Bien utiliser les vecteurs
> Connaitre les propriétés du barycentre de deux points et de bien les utiliser
» Déterminer les coordonnées d’un point connaissant le barycentre

Objectifs :
Aprés cette lecon, I'éléve doit étre capable de :

» Réduire un vecteur du type aMA + BW + ym + 6MD
Connaitre les relations vectorielles caractérisant le barycentre de quatre points pondérés
Construire le barycentre de quatre points pondérés
Calculer les coordonnées d’un barycentre de quatre points pondérés
Calculer un produit scalaire
Déterminer les lignes de niveau au programme
Connaitre et utiliser les formules d’Al Kashi et les relations métriques dans un triangle
Déterminer I'équation d’un cercle connaissant son centre et le rayon
Déterminer I'équation d’un cercle connaissant les coordonnées de deux points formant le

VVVYYVYVYVYYVY

diameétre.
> Déterminer le centre et le rayon d’un cercle connaissant I’équation

Sources et supports pédagogiques
» Collection Hachettes

CIAM 1S

Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006
Cours des colléegues(Doyens)

Internet

YV V VYV VY

Sunu daara

Plan :(voir cours)
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LR R R R R T

. Barycentre
1. Définition
Soient n un entier naturel ,4;, 45, ... ... A, ,npoints ponderes ; a, @y, .....a, nreels non
Nuls .Si a; + a; + -+ a, # 0 alors il existe un unique point G tel que :
alG_A£ + aZG_AZ) + ~--..+anG—A,{ =0
Le point G est appelé barycentre du systéme de points pondérés {(A;, @1), (A2, a3) ... (Ap, @)}
2. Propriétés
e Le barycentre de n points ne changement lorsqu’on multiplie tous le coefficients par un
méme nombre réel non nul (Homogénéité du barycentre)
Si G=bar{(4,,a,), (45, a3) .....(A,, a,)} .Pour tout reel k + 0,on a :
G=bar{(A, kay), (A3, kay) ..... (A, kay)}
e SiG=bar{(4;,a;), (43, a3) ..... (A, an)} alors pour tout reel M du planon a :

a,MA; + ayMA; + ....a,MA, = (a; + a; + .. +a,) MG

n n
> @ MG = aMA;
i=1 i=1
e SiG=bar{(4y,a;), (45, a5), (43, a3) ..... (A,, ay)} et si H=bar{(4,, a;), (A,, @,)} alors ona:
G=bar{(H,a; + a3), (A3, a3) .....(A,, a,)} (barycentre partiel)
e Soit un repére orthonormé (o ;1,7) ; Si G=bar{(Ay, @), (43, a3) .....(A,, @)} alorson a:

x _al.xA1+a2xAz+"'+an.xAn y _al.yA1+azyA2 +---+0£n.yAn
¢ a;+a; + . tay, ¢ o, +a; + . ta,
n
Xp = Zl_l aixAi ety _ i=1 ly i
G G — n
D=1 i=1 Qi
Exemple :

A, B, C et D sont quatre points du plan tels que trois d’entre eux ne sont pas alignés.
G=bar{(4,1), (B,2),(C,2),(D,1)}.

1) Place les points I = bar{(4, 1), (B,2)} et ] = bar{(C,2),(D,1)}

2) Démontrer G € (1))

3) On désigne par K le milieu de [AD] et L milieu de [BC].Démontrer que G, K et L sont

alignés
Solution
AI=§AB et C]=§CD
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D

2)Démontrons que G € (1))

onaK = bar{(A4,1),(D,1)}.L = bar{(B,2),(C,2)}

,1 = bar{(4,1),(B,2)}et] = bar{(C,2),(D,1)}

Donc d’apres le théoréme du barycentre partiel on a : G= bar{(/, 3), (G,3)} d’ou G € (I)).4
3)Démontrons que K, G et L sont alignés
K et L milieux respectifs de [AD] et [BC] donc
K = bar{(A4,1),(D,1)} et L = bar{(B,2),(C,2)}or G=bar{(4,1),(B,2),(C,2),(D,1)}
donc d’apres le théoreme du barycentre partiel ,on a:

G = bar{(K,2),(L,4)}d' ol G ,K et L sont alignés

Il.  Produit Scalaire
1. Définition
e Soient % et ¥ deux vecteurs du plan , A, B et C trois points tels que ii = AB et ¥ = AC.
On appelle produit scalaire de U et ¥ le reel noté u. v et defini par :
=AB.AC = AB x AH = AC x AH'
Avec H le projeté orthogonal de C sur (AB) et H’ le projeté orthogonal de B sur (AC)
b

A [
H B

En remarquant que AH’=AB X COS(/l—B), ﬁ) et AH = AC X cos(A—B,)R) on aura donc
e UV =AB.AC = AB x AC x cos(AB,AC)

\

-

e Dans unrepre orthonormé (o,1,)); u ( ) v ( ) deux vecteurs de cette base ,on a
=xx"+yy
2. Propriétés
Soient U, U, w trois vecteurs , a etf3 des reels

o UV=0.1U

o (a).(BY) = a. B(U.V)

e U@+W)=UV+UTD

o (U+7D)?=u?+2U.v+ v?
o U—1V)=u?-2U.7V+v?
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e Sii#0,0#0etu.¥=0alorsi Lo

Exemple :
ABCD est un carré de centre O et de cote 4cm. Calculer les produits scalaires suivants :
AB.AC, AB.AD ;AB.CD ; OA.AC; O0B.AD
A B
0]
D C

E.A_C)=4x4\/f><cos45°=4x4\/§xg=16
AB.AD = 0 car AB L AD
AB.CD = AB.(—AB) = —AB* = —16
04.0C = —2AC.L4C = —~Ac? = -8
2 2 4
0B.AD = %D_B)ﬁ = —%ﬁ.ﬁ = —2v2 X 4 X cos45° = —8
3. Application du produit scalaire

a. Distance d’un point a une droite

La distance d’un point A a une droite (D) est la distance AH ou H est le projeté orthogonal A sur
(D).Elle est notée d(A ,D).

e Si (D) apouréquation ax + by + c=0 et A(;g) dans un repére orthonormé alorson a :

laxy + bxg + |

Va2 + b?

d(A,D) =

Preuve :

(D)

(D) :ax + by + c=0 et 7'(}}) un vecteur normal a (D).
Un vecteur normal a une droite est un vecteur orthogonal aux vecteurs directeurs de cette droite .
AH et ii sont colineaires ; |cos(AH; )| = 1
. T _ — ET XH—Xo —=>ra
Par suite |AH.n| = AH X ||n|| avec AH (yH-J/o) et n(b
AH.7t = a(xy — x,) + b(yy — ¥,) = (axy + byy) — axy — by,
OrH € (D)doncaxy +byy+c=0 © axy +byy =—c
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Onaura AH.n = —c —axy — by, = |ﬁﬁ| = AH x ||71|| = |axy + by, + ¢|
laxo+bxo+c| _ |laxg+bxg+c|

D’ou AH = — =
n JaZ+p?

b. Equation de cercle
e Equation d’un cercle connaissant le centre et le rayon

Soit A (:) le centre d’un cercle (C) de rayon r .L" équation du cercle C s’ écrit de la forme :
(x —a)®>+ (y—b)? =12
Preuve

y

YA

~

. X .
Soit M(y) un point du cercle
AM =r © AM? =r?

(x—x)*+(y—yp)2=r?
(x—a)+@-b?=r?
e Equation d’un cercle connaissant deux points formant un diameétre

Soit un cercle (C) de diameétre [AB] avec A (ig) etB (;ng) dans un repére orthonormé(0,7,7).
L’équation du cercle (C) s’écrit :(x —x)(x —xg) + V —y2)(y —y5) =0

A

Le triangle AMB est rectangle en M donc AM L BM
(X — Xy — . (X —Xp
AM( ) 1 BM( )
Y — VB Y — VB
(x—x)x—xp) + (V= ya)y —y5) =0
33
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Exercice d’application :
1)Déterminer I’équation du cercle (C;) de centre I(_lz) et de rayon 2cm
2) Déterminer I’équation du cercle (C,) de diameétre AB tel que A(;) et B(_24)
3) Déterminer les coordonnées du centre et le rayon du cercle (C3):x% —4x + y> — 6y — 12 =0
4) Déterminer I'équation de la droite (D) tangent au cercle (C3) au point K(_ZZ)
c. Lignes de niveaux
Soit fune application du plan dans R et k un reel donné .On appelle ligne de niveau
kde f,l'ensemble L, des ponts M du plan tel que f(M) = k
f:P-R
M - f(M)

v Etude de lignes de niveaux
e f(M)=MA?+ MB?
Soit | milieu de [AB].
f(M) = MA? + MB?
f(M) = (MI +IA)% + (MI + IB)?
F(M) = MI? + 2MI.1A + 1A% + MI? + 2MI.1B + IB?
f(M) = 2MI? + I1A? + IB% 4+ 2MI(IA + IB)
Or [A? + IB? = 21A% = 2(;AB)? = 2 AB? et 2MI(IA +1B) = 0

Onaura f(M) = 2MI? + %AB2 (théoréme de la médiane)
1
f(M) =k =2MI? + EABZ =k

, k—%AB2
M[2=—%_
2

- Sik—%ABZ =0:>k=%ABzdonch=0d’of1Lk={I}
- Sik—3AB? < 0= k<3AB? donc MI <0 d'otiL; =0

A e 1,0 k—AB2 k—2AB?
- Sik—ZAB*>0=k>ZAB® donc MI = 2TdouLk=C’(I; 22

e f(M)=MA?—- MB?

(M) = MA? — MB?

f(M) = (MA — MB)(MA + MB)
Soit I milieu de [AB]

f(M) = (MI + 14 — Mi — 1B)(MI + TA + MI + IB)
or IA—IB=TA+BI =BA etITA+1E=0
f(M) = 2BA.MI
f(M)=k=2BAMI=k

Soit H le projeté orthogonal de M sur (AB) donc 2BA. MI = 2AB X IH

=k d'ov —_k
On aura 24AB X IH = k d'ou IH—ZAB
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A | B
a

e f(M)=aMA? + BMB? (a+ B + 0)
Soit G= bar{(4, a); (B, 8)}
f(M) = a(MG + 54’)2 + B(MG + GB)?
f(M) = aMG? + 2aMG.GA + aGA® + BMG? + 2BMG. GB. BGB?
f(M) = (a + B)MG? + 2MG(aGA + BGB) + aGA? + BGB?

2MG(aGA + BGB) =0 et aGA? + BGB? = f(G)
Donc f(M) = (a + B)MG? + f(G)

f(M) =k=(a+p)MG*+f(G) =k
MGZ — k_f(ﬁa)

- Sik—f(6G) =0=k=f(G)donc MG = 0d'ou L, ={G}
. k=f(6) PN T —
- 51W<0=>MG<OdouLk—(Z§

- 5i M9 S 0 done MG = /%(BG) d'ou L, = C(G, L9

a+p a+p
e f(M)=MAMB
Soit I milieu de [AB] f(M) = (MI +14).(MI +IB)

f(M) = MI?+ +MI.IB + MI.1A + TA.TB
f(M) = MI? + 2MI(IA + 1B) — 1A?

OrTA+TB=0 etIA® = (5AB)? = —AB?
2 4
f(M) = MI? - 3 AB?
1
f(M) = k= MI* —2AB? = k

1
MI? =k +ZABZ

- Sik+7AB?=0= MI? =0 alors L; = {I}
- Sik+7AB2<0= MI? <0 alorsL; =0

- Sik+3AB2>0= Ml = /k +7AB? alors Ly = C(I, k + AB?)

. fOD =17

fM) =k
- Sik=1= MA=MBdoncM € alamediatrice de (AB)
- Sik=0 = MA =0donc L, = {A}

- Sik<OalorsL,=0

- sikeR,\ {1} %:k:MA=kMB
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MA? = kMB? = MA? — k*MB? =0
(MA - kMB)(MA + kMB) = 0
Posons I = bar{(4,1), (B, —k) et ] = bar{(4,1), (B.k)}}
MA—kMB = (1 —k)MI et MA+ kME = (1 + k)MJ

On aura 1-k)A+kMIL.Mj =0
MIi.Mj =0

Donc I'ensemble des points M est un cercle de diamétre [I]]
4. Relations métriques

o Théoreme d’Al Kashi
Soit ABC un triangle. On désigne par a, b et c les mesures respectives des cotes BC ,AC et AB

B a C
a? = b?+c?—2bccosA
b? = a? + c? — 2accosB
c®=a%®+b%*—2abcosC

Preuve
BC? = (BA + AC)?
BC? = AB? + 2BA.AC + AC?
BC = AB? + AC? — 2AB x AC cos A
a? = b% 4 c? — 2bccosA
De la méme maniere , on montre les deux autres égalités
o Théoréme du sinus

Considérons le triangle précedenton a:
a b c abc

sind sin§= sinC _ 25

Ou S est 'aire du triangle ABC et R le rayon du cercle circonscrit a ce triangle

Preuve
A
c b
B
a H C
_AH xBC _BC x ABsinB
2 2
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_acsinE’

2

28 oA

— =sinB

ac
28 _sinE p abc b
abc b one 2S  sinB

B c ¥

_ABxCH__ABxAanA_ngnA

2 2 2
25 Y
e = sin
2S sind d abc a
— = onc — =
abc a 2S5  sind
De méme maniere , on montre que
abc o
2S  sinC
L. a b c abc
D'ou = =

sinA sinB sinC 2§
De plus
Considérons ce cercle ci-dessous de centre O circonscrit au triangle ABC et D un point du cercle.

Les angles BAC et BDC sont deS angles inscrits qui interceptent I'arc BC donc;

BAC = BDC
sin BAC = sin BDC
i _BC_BC_a
sl "BD 2R 2R
—_=2R
sin A
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a b c abc
=2R

sind  sinB sinC 2S
Exercice d’application :
Soit ABC un triangle tel que AB=7cm ; AC=5cm et BC=7cm
1) Calculer la longueur des médianes de ce triangle

2) Calculer la mesure des angles de ce triangle
3) Calculer I'aire du triangle ABC
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I ANGLE ORIENTE ET TRIGONOMETRIE

Pré requis :
> Bien utiliser les propriétés relatives aux angles alternes , alternes externes, correspondants,

opposés par le sommet , adjacents
» Bien utiliser les vecteurs
> Bien utiliser la trigonométrie dans un triangle rectangle

Objectifs :
Apres cette lecon , I’éleve doit étre capable de :
» Connaitre la définition du radian

Calculer la longueur d’un arc

Convertir le degré en radian et inversement

Démontrer qu’un quadrilatére est inscriptible dans un cercle

Reconnaitre sur un dessin codé un angle orienté de demi-droites ou de vecteurs
Construire un angle de demi-droites ou de vecteurs connaissant sa mesure principale
Déterminer la mesure principale d’un angle orienté

Connaitre la relation de Chasles pour les angles orientés

Connaitre les relations liant les différentes mesures

Connaitre et utiliser les formules d’addition , de duplication et de linéarisation

VVVYVYVVYVYVYYVYYVY

Résoudre les équations et inéquations trigométriques

Sources et supports pédagogiques
» Collection Hachettes

CIAM 1S
Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006

Cours des collégues(Doyens)
Internet

YV V VYV Y

Sunu daara

Plan :(voir cours)
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\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 7

I.  Angle orienté
1. Orientation du plan
a. Cercle orienté

(2)

(1)

Sur un cercle du plan, il existe deux sens de parcours, le sens (1) et le sens (2).

Orienté le cercle, c’est choisir I'un de ses deux sens .Le sens choisi est appelé sens positif ou direct. Le
sens non choisi est appelé sens négatif ou indirect. Le sens (1) qui est le sens contraire de I'aiguille
d’une montre est souvent choisi et il est appelé sens trigonométrique.

On appelle cercle trigonométrique un cercle orienté dont le rayon est égale a 1

b. Plan orienté

Un plan est dit orienté si tous les cercles du plan sont orienté dans le méme sens.
2. Angles orientés et demi droites
a. Définition et Notation

On appelle angle orienté de demi-droites , tout couple de demi- droites de méme
origine([0x); [0y)).
L’angle orienté ([0x); [0y)) est noté (Ox ; Oy)

y

D]
O X (0] X

(Ox;0y) (Oy ; ox)
3. Angle orienté de vecteur
a. Définition

On appelle angle orienté de vecteur tout couple de vecteur non nul(u, ¥) noté (a7 )
b. Relation entre angle orienté et demi-droites

Soient i et ¥ deux vecteurs non nuls et O un point un point du plan. Si [Ox) et [0y) sont des demi-
droites dirigées respectivement paru’et ¥ alorson a :

(@, %) = (0%,0)
4. Mesure d’un angle orienté

a. Leradian
Le radian est une unité de mesure des angles : 1mrad = 180°

degré 0 30 45 60 90 180
radian 0 T T T T T
6 4 3 2
40
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La longueur [ d’un arc de cercle intercepté par un angle de mesure a(radian) est;[ = ra ol r est le
rayon du cercle.
b. Mesure principal d’'un angle orienté

Le plan est supposé orienté .Soit @ la mesure d’un angle géométrique X0y .

+
y ﬁ

(0] a X

e Sientournant de [Ox )vers [0y) dans le secteur saillant, on parcourt le sens positif alors la
mesure principal de I'angle orienté est égale a .
(0x, 0y)=a
e Sien tournant de [0x) vers [0y) ,on parcourt le sens negatif,alors la mesure principal de
I'angle orienté est égala -«

(Ox, O0y)=a
e SixOy est un angle plat alors la mesure principale de I'angle orienté est 7 V la position des

demi droites .
e Si 0 est la mesure principale d’'un angle orienté alors 8 € |—m; ]
Exercice d’application :
Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral direct ABC de centre O.
Donner les mesures des angles orientés de (ﬁ ,A_C)) ;(T,O—B)) ;(R,ﬁ) ;(o_c’ , E), (54) ,O—B))
; (AC ,CA)

Solution :

(AB,AC) =7 ; (0C,0B)=—% (ACBA=3  (0CAB)=—3 (CABO)=—7; (AC,CA)=n
c. Ensemble des mesures d’un angle orienté
c,.Définition
Si 8 est la mesure principale d’un angle orienté alors I'ensemble des mesures de cet angle sont les
réelsdelaforme: a = 0 + 2kmaveck €Z

¢, Egalité module 2
41
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a; et a, sont deux mesures d’un méme angle orienté si et seulement si leur différence est multiple
de 2t (lorsqu ils sont exprimés en radian) c’est-a-dire a; — a, = 2kn (k € Z)
Cette égalité est notée :a; — a, = 2km. On lit :a; égale @, modulo 21

Exemple 1 :
Vérifier si @, et a; sons des mesures en radian d’un méme angle orienté
—3m T
1"cas:ay =—— ;a, ==
1 2 4 2 2
-3n T«
M= =5 = —2r
Donc a; et @, sont deux mesures d’'un méme angle orienté .
4 m
2¢Mfcas: @ = — et —
3 3
4t Tm
=0y =———=-T
Donc a; et a, ne sont pas des mesures d’'un méme angle orienté
Exemple 2 :

Dans chacun des cas suivants , déterminer la mesure principale d’un angle dont une mesure en
radian est a

1¢"cas:a = 72—n ; 2¢Mecasia = %;Semecas T = 277” o= —421
Solution :
7
1¢"cas:a = -
a=06+2knm
0 =a—2kn
7
- < 5~ 2kn<nm
7
1< E —-2k<1

6=""_12x2
p=_"T
2

5. Propriétés

o (U,V)=—(V,u) [2m]
=(—uU,v)+m [27]
=(u,—v)+n [2m]

o (uV)=(—u,—v) [2m]

6. Egalité modulo 7 et cocyclicité
a. Egalité modulo

Soit a; et a, deux mesures en radian d’angles orientés. S’il existe un entier relatif k telle que
a, — a, = km.On dit que a; = a, modulo et on note a; = a,[m]
Remarque :
Si @y = ay[2m] alors a; = a,[m]
b. Cocyclicité
Quatre points A, B,C et D sont cocycliques s’ils appartiennent a un méme cercle.
Autrement dit A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si :
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(AC,4D) = (BC,BD)[n] A

Dans les deux figures ,les points A, B,C et D sont sur un cercle de diamétre [CD]
e (u,V)=0[m] si et seulementsi % et ¥ sont colinéaires
e (u,V)=0[2m] si et seulementsi # et ¥ sont colinéaires et de méme sens
e (uU,¥)=m[2m] sietseulementsi U et U sontcolinéaires et de sens contraires
e Soient k; et k, deux entiers relatifs non nuls
- Si ki.k, >0 alors (U,v) = (kiu, k,v)
- Si ky.k, <0 alors (U,v) = (kU k,v) + n[2m]

Exercice d’application :
ABCD est un parallélogramme de centre O
1)Démontrer que (E ,E)+(C_B),C_D))=O
2) Quelle propriété du parallélogramme a-t-on démontré
3)On suppose que (E,A_D))%
Déterminer la mesure principal des angles orientés suivants
(CB,CD) ; (BA,DA); (DC,DA) ; (BC,DA) ; (A0,0D)
D C

Il.  Trigonométrie

Dans toute cette partie, le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, 7,j) et (C) le cercle
trigonométrique de centre O.
1. Sinus et cosinus d’un angle orienté

Soit x un réel donné et M un point de (C) tel que (7 ;W)=x[2n]
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sinx

Cos x

L

Ol—.
=4
<

e On appelle cosinus de x, I'abscisse du point M noté cos x
e On appelle sinus de x, I'ordonnée du point M noté sin x
On dit que M est I'image de x

v Propriété immédiate

o Vx ER-1<cosx<1 et—1<sinx<1

e Vx €ER,sin?x+cos?x=1

o Vx€R,cos(x+2kmr)=cosx et sin(x + 2km) = sinx
v" Relation trigonométriques (angles associés)

e cos(—x) =cosx et sin(—x) = —sinx

o cos(x+m) =—cosx et sin(x +m) = —sinx
e cos(x—m)=—cosx et sin(x —m) = —sinx
e cos(m—x)=—cosx et sin(m—x) = sinx

. cos(g —x) =sinx et sin(g + x) = cosx
. cos(g +x) = —sinx et sin(g —X) =cosx
Application :

Exprimer en fonction de sin x et cos x les expressions suivantes :

7T
A = cos(x —42m) + 3 cos(x + 27m) + 2 cos(x + 7)

17n
B = 2sin(8m — x) + 2 sin(T —x) + sin(31m — x)

Solution

T
A = cos(x — 42m) + 3 cos(x + 27m) + 2 cos(x +7)
/s
A= cosx+3cos(x+26n+7r)+2cos(x+2n+n+§)
T
A = cosx + 3 cos(x + m) +2€05(x+1r+§)

/s
A =cosx —3cosx — 2cos(x+§)

A=-2cosx+2sinx

B = 2sin(8m —x) + 2 sin(l';—n —x) +sin(31m — x)
I

g_
B = —sinx + Zsin(z —x) + 3sin(m — x)

B = 2sin(—x) + sin(8m + x) + 3sin(30m + m — x)

B =—sinx+ 2cosx + 3sinx
B =2sinx+ 2cosx
2. Tangente et cotangente d’un angle aigu
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a. Définition
Soit x un réel donné et M un point du cercle (C) tel que (i’; W) = x[2m].

Soit | et J les points de (C) de coordonnées respectives (1,0) et (0,1).T; et T, sont des tangentes a(C)
respectivement en | et J.

(T2) T

ek
~]

(T1)

On appelle tangente de x le réel noté tan x égal a I'abscisse de T sur I'axe ( T;)
On appelle cotangente de x le réel noté cotan x égal a I'abscisse de T sur I'axe ( T5)
b. Propriété

e tanx existe sietseulementsix # §+ kn (k €Z)

e cotanx existe siet seulementsix # kmr (k € Z)
e tan(x+m) =cotanx et tan(x + km) =tanx (k € Z)

. tanx=:ir;i Vx¢§+k7r (k ez
Vx+kn (k€Z)

Ccosx

e cotanx = —
sinx

e tanx =
cotanx

c. Relation trigonométrique

e tan(—x) = —tanx ,cotan(—x) = — cotanx

e tan(m+x) =tanx ,cotan(mw + x) = cotanx

e tan(m —x) = —tanx, cotan(m — x) = — cotanx

e tan(x + 2km) =tanx  ;cotan(x + 2km) = cotanx

. tan(g — Xx) = cotanx ;cotan(g —Xx) =tanx

. tan(g + x) = —cotanx ;cotan(g +x) =—tanx

3. Valeurs usuelles

x 0 T n T n 21 3n 5t T
6 4 3 2 3 4 6
sinx 0 1 V2 V3 1 V3 V2 1 0
2 2 2 2 2 2
cosx 1 V3 V2 1 0 3 1 NG V3 1
2 2 2 2 | 2| 2
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4. Formule d’addition

Soient a et b deux réels donnés ,A et B deux point de (C)tel que (7,04) = [2r] et (1, 0B) = b[2n]

A (cos a B (cos b

sina sinb
0 (cos a) ot OB (cos b)
. sina sinb
0OA.OB=cosa.cosb + sina.sinb=0A X OB X cos(a — b)
Or OA=0B=1

cos(a —b) = cosacosb + sinasinb
cos(a + b) = cos[a — (—b)] = cosacos(—b) + sin asin(—b)

cos(a+ b) =cosacosb —sinasinb
sin(a — b) = cos [(E - a) - b] = cos(E —a)cosb + sin(E —a)sinb
2 2 2

sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

sin(a — b) = sin[a + (—b)] = sina cos(— b) — cos asin(—b)
sin(a — b) = sinacosb — cosasinb

sin(a+b) sinacosb + cosasinb

tan(a + b) = =
( ) cos(a+b) cosacosb—sinasinb
sinacosb | cosasinb
tan(a + b) = cosacosb ~cosacosb

cosacosb sinasinb
cosacosb cosacosb

tana+tanb
tan(a + b) = 1

—tanatanb
tana + tan(—b)

1 —tanatan(—b)

tan(a — b) = tan[a + (—b)] =

tana —tanb

tan(a — b) =
1+ tanatanb
Application :
i are . T s s . 7T 71T 71T
En utilisant les formules d’addition, calculer sin—; cos—;tan— ;sin— ;cos— ;tan—
12 12 12 3 12 12

5. Formule de duplication et de linéarisation

cos 2x = cos(x + x) = cosx cosx — sinx sinx
cos 2x = cos? x —sin® x
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cos?x =1 —sin’x et sin?x =1— cos?x
cos 2x = cos?x — (1 — cos?x)

cos2x =2cos?x—1

2

2x —sin®x

cos2x =1—sin

cos2x =1—2sin’x
sin2x = sin(x + x) = sinx cosx + cos x sinx

sin 2x = 2sinxcosx
tanx + tanx 2tanx

tan(2x) = tan(x + x) = 1—tanxtanx 1—tan’x

2tanx

tan2x = ——
1—tan?x

Ces égalités sont appelées :formule de duplication.

Ona:
cos2x = 2cos’>x—1
2 cos2x+1
Ccos“x = ———
2
cos2x =1—2sin’x
<2 1-— cos2x
sin“x=———
2
Ces égalités sont appelées : formule de linéarisation
Ona
cos(a +b) = cosacosbh —sinasinb
cos(a —b) = cosacosb + sinasinb
En faisant la somme ,on obtient :
cos(a+ b) + cos(a— b) =2cosacosh
En faisant la différence ,on obtient
cos(a+ b) — cos(a— b) = —2sinasinb
De plus

sin(a + b) = sinacosb + cosasin b

sin(a — b) = sinacosbh — cosasinb
En faisant la somme on obtient :
sin(a + b) + sin(a — b) = 2sinacos b
En faisant la différence on obtient
sin(a + b) — sin(a — b) = 2 cosasinb
Posons p=a+b et g=a—>
_pta o p-a
B o2
Les égalités précédentes s’écrivent alors :
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+ —_
cosp +cosq =2 cos(pz—q) cos(p > q)
+ —_
cosp—cosq=-—2 sin(p > q) sin(p > q)
+ —_
sinp +sinqg = 2 sin(p > q) cos(%)
+ —_
sinp —sing =2 cos(p 2 q) sin(%)
sin (p +
tanp +tan q = M
cosp.cosq
_ sin(p—q)
tanp —tanq = —————
cosp.cos q
Application :
Factoriser les expressions suivante :
A=cos2x — cosx + sin32—x B=sin 3x — sinx

Solution :

A=cos2x — cosx + singx
L 2x+x_ | (2x—x o 3x
A = — 2sin( > ).sm( > ) + sin—

2
A= 25 (3x> ] (x)+ o 3x
= sin > .sin > sm2

. 3x .oXx
A= sm7 [1 -2 sm(i)]

B=sin 3x — sinx
3x+x\ . 3x—x
B=2cos( ).sm

2
B =2cos2x.sinx

)

1. Equation trigonométrique
1. Equation du type cos x = cosa
Soit a un réel donné :

x =a+ 2kn
cosx =cosa < ou aveck €Z

x =—a+ 2km
Exemple : Résolvons dans R

x ==+ 2km
1 T 3
cosx=§(:>cosx=cos§(:> ou
x=—=+2kn

T T
S={—§+2kn;§+2kn kez

2. Equation du type sinx = sina

Soit a un réel donné :
x =a+ 2km
sinx = sina & ou
x=m—a+ 2kn
Exemple :

, . V3
Résolvons dans |—m; ] ; sinx = ey
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[ =Tk (x="1+2kn
X == T ==
. V3 o 3 3
sinx = — & sinx = sin- ou s ou
2 3 _ n+2k 21
kx_ﬂ 3 T tx—?+2k7t

Déterminons les solutions dans |—; 7]
T
Pour x = 3 + 2km

T
—n<—+4+2kn<m

3

—§<k<§ donck =0
d'otx ==
oux—3

21
Pour x = 3 + 2km

2T
—n<?+2kn<n
—§<k<l donck =0
6 6

d'ot _Zn
oux = 3
S_{n_Zn}
373

3. Equation dutypetanx = tana

Soit a un réel donné :
tanx =tana e x=a+ knm aveck €Z

%:R\g+m}

Exemple :
Résolvons dans [0; 27|
tan?x ==
anx = 3
. 3
anx = —
o ou
[anz ==
anx =—- )
tanx = tan—
s ou
tanx = tan(— g)
x = %+ km
=> ou
xX=- % + km
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Dy = [o;2n]\{§+kn}kez

T
O0<—-+kn<2m

2
—i<ks<?
6 2
k e {0;1}
-Si k=0 alors§+ k= %
-Si k=1 alors§+ k= 37
Dy = [0; 27] \{%;32—”}1( €7
Résolution
X = % + km
x=—Z+kn

6
- Pour x=% + km

Vs
0<x<2me0<-+kn<2n

6
1<k<11
@__ —
6~ T 6

k € {0;1}

. T 7T
Les solutions correspondantes sont :x = g ou x = ?

- Pour x=—%+ km

1
05x£2n®0£—g+k52

k € {1;2}
Les solutions correspondantes sont :
5n 11m
xX=— (X =——
{n 7m 51 1111}
6’6’6 6
Représentation des solutions dans un cercle trigonométrique

4. Equation du type cotanx = cotana
Soita unréel :
cotanx = cotana @ x =a+ kn (k € Z)
Exemple :Résolvons dans [—7; [ cotanx = 1
L’équation est définie si et seulement si x # krr (k € Z)
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—n<kn<m
-1<k<1
k e {-—1;0}
Les valeurs de km correspondantes sont —m et 0
Dg = [-m;n[\ {-m; 0} = |-m; [ \ {0}

Résolution :
cotanx =1
s
cotanx = cotanZ
T
x=Z+k7r aveck € Z
s
—nSx<7r(:>—nSZ+kn<n
> <k< 5
4~ 4
k € {—1;0}
Les solutions correspondantes sont :— ot g

4
S—{ 3 n}
Ll 474

Représentation des solutions dans le cercle trigonométrique

N

4

5. Autres types d’équation

Exemple 1 :
Résoudre dans R ,I’équation suivante :

T
cos(2x + §) = —sin3x
Solution :
T
cos(2x + §) = —sin 3x

cos(2x + E) = sin(—3x)
3
T n
cos(2x + §) = cos [E - (—3x)]

I I
cos(2x + §) = cos(3x + E)

T T
2x+==3x+—=+ 2km

3 2
ou
2 +T[— 3 n+2k
Xtz="3x—3 8
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S = {—g—an,—%+ 2kn}k € 2

Exemple 2 :
Résoudre dans R

2cos’?x—5cosx+2=0
Solution :
Posons X = cos x , I'équation devient :
2X2—-5X+4+2+4+0

1
X1:— etX2=2

2
X=X al Z
= — = - = v
> alors cosx > coS X cos3
T T
x=—+42kmr oux = ——+ 2knm

X = 2 alors cosx = 2 impossible

T Vs
S={§+2kn;—§+2kn}kez

6. Equationdutypeacosx +sinx =c¢
a. Propriété
Si x; et x, sont deux réels tel que x;2 + x,2 = 1 alors il existe un réel 6 tel que :
{cos 0 =x
sinf = x,
Preuve :
Soit M (%2
X2
de centre O. (C) a pour équation x;% +y;2 =1
Or x;%2 + x,%2 = 1 donc M€ (C).
Soit 8,une mesure de I'angle orienté ( T O_M) donc

) dans le plan muni d’un repére ortho normal direct (O ,7,7) et (C) le cercle trigonométrique

cosf =x;
sinf = x,
b. Méthode de résolution
Soientt a, b et c trois réels non nuls, considérons I’équation suivante :a cos x + b sinx = ¢ (E)

a b c
(F) ® ———cosx + ———sinx = ———
va? + b? va? + b? va? + b?
a b
Posons 4, = Jarse et = T
2+ 5 aZ N b2
X X =
! z a?+ b?  a?+ b?

x2+x2=1

D’apres la propriété précédente, il existe un réel 6 tel que :
cosf =x;
{sin 0 =x,
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c
(E) © cosfcosx +sinf sinx =———
va? + b?
o cos(f0 —x) = ——
a? + b?
Application :
Résoudre dans R les équations suivantes :
a)cosx +sinx =1 ; b)V3cosx —sinx = 1 c)cosx +V3sinx =3
Solution :
a)cosx + sinx = —1
a=1 ;b=1 c=-1 Va2 + b2 =2
1 N 1 1
—cosx +—=sinx = ——
V2 V2 V2
Vi i
> cosx > sinx = >
T V2
cos4cosx 51n4smx = N
T _ ) = cosE
cos(4 X) = cos 3
L=k T x=-Tok
2 x = 7 i T ou 2 x = 2 s
x = _E_an oux =m—2km
S = {—E—an ;n—2k7r}k EZ
2
IV.  Inéquation trigonométrique
Exemple 1:
Résoudre dans [0; 21| puis dans |—m; ] I'équation suivante :
1
< —
cosx < >

Solution dans [0; 27]
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Solution dans |—m; 7]

Exemple 2 :
Résoudre dans I I'inéquation suivante

2
Sian_? I=10;2n ;I =]-m;n] I =R

Solution
T 0
—T 2T
3 51 T 7T
(=37 ey

Dans [0; 27|
5 7
s= o] vlF2n]

Dans |—; 1]
T 5t
S = [_Z;O] U [0; ] U]—T[;T
Dans R
On prend la solution dans ]—; ] puis on ajoute dans chaque intervalle 2kn

5
S = [—% + 2km; 2k7r] U [2km;m + 2km] U ]—n + 2kn;7n+ 2kn] kel

Exemple 3 :
Résoudre dans I le systéme suivant :
cosx S%
. 7z I1=10;2n] ;I=]-mm]
sinx = -
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r
3
s 0
-7 ! 21
5 3 ! 7
e R R
T 51
E 1(?)
Dans [0; 27|
w 5w
s=l3%

Dans |—; 7]

-Gl
Exemple 4 :

Résoudre dans [0; 27| I'inéquation suivante :

1 V3
(cosx — E)(sinx & 7) <0
Solution

(cosx — %) (sinx R ?) <0 (a)

1 1
cosx—EZO cosx—ESO

(o) ou
sinx+‘/7§S0 sinx+\/?§20
Ccosx = £ cosx < i
(o) & 2‘5 ou 2\/5
sinxs—7 sian—;
[Sn 7 [n 5
S, =
511' 711' (4 511'
- syus, < [, [
Exemple 5 :
77 726 78 68

S.Touba Gueye
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Résoudre dans |—m; ] I'inéquation suivante
4cos?x—2(1+V3)cosx +vV3 <0
Solution :

4cos?x—2(1+V3)cosx +vV3<0
Posons X = cos x, I'inéquation devient 4X2 — 2(1 +v3)X +vV3 < 0

1.V3
XE[?’Z]
xel| B o cosre| L3
5 CoS x i
@1< <\/§
5 Scosx <

Exemple 6 :
Résoudre dans [0; 27| I'inéquation suivante :

U=

T
cos(2x+-) < =
( 3) 12
Posons X = 2x +§ ; l'inéquation devient cosx < 3

Déterminons l'intervalle de X correspondant

0<x<2ne0<2x<4m

1
ol<u+ic< Br

137 >0
. s

Finalement 3 <X< =

, m 13w . . 1

Résolvons dans [E; —3—] l'inéquation cos x < 3

T 13m.

=5 ED
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[n Sn] [77‘[ 11m

T

CommeX=2x+§; x=73

. . T ..
Donc pour la solution, on ajoute — 3 et on divise par 2

s ool

Exemple 7 :
Résoudre dans [0; 2r[ puis dans |—m; 7]
tanx < /3
Solution
Dans [0; 27|
Dg = [0; 2n[\{ +kn} kez
D [0: 271[ {n 311}
E = [\ 5
V3
T
2
m
2 4
)5
=D

s=lo ol o o

Dans |—; 7]

5= [o3]o oo 3o]m

Exemple 8 :
Résoudre dans [0; 27| puis dans |—m; 7]

cotanx > —1

Solution.

cotanx > —1

Dans [0; 27|
D =[0;2n[\ {kn}k € Z
Dg = 10;2m[ \ {m}
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T 0;2m

71T T
-2

s—]0-3"[u] _71t[
- 14 nl4

Dg = ]-m;m[\ {0}
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LIMITE ET CONTINUITE

Pré requis :

>

YV V V VY

Objectifs :

Bien factoriser un polynéme

Rendre rationnel un dénominateur ou numérateur

Connaitre et bien utiliser les relations trigonométriques

Connaitre et bien utiliser les formules d’addition ,de duplication et de linéarisation

Connaitre les propriétés des fonctions numériques a une variable et bien les utiliser

Apres cette lecon , I’éléve doit étre capable de :
Connaitre et utiliser les notations de limites

>
>

>
>
>

Connaitre et utiliser les théoremes sur les limites pour :calculer une limite , lever une forme

indéterminée

Etudier la continuité d’une fonction en point, a gauche a droite ,sur un intervalle

Reconnaitre graphiquement une fonction continue en un point ou sur un intervalle

Connaitre les fonctions continues usuelles

Sources et supports pédagogiques

>

YV V VYV Y

Collection Hachettes

CIAM 1S

Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006
Cours des collégues(Doyens)

Internet

Sunu daara

Plan :(voir cours)
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I. Limites
1. Limites infinies a I'infinie
Considérons la fonction f définie par f(x) = x?; D =R

x -102 | —10? -10 -1 0 1 10 102 10*
f(x) 1018 10* 100 1 0 1 10? 10* 108
Nous constatons que si x prend des valeurs de plus en plus grandes, les valeurs de f(x) deviennent

de plus en plus grandes .

De méme, si x prend des valeurs de plus en plus petites tout en étant négatives, les valeurs de f(x)
deviennent de plus en plus grandes .

On dit que f(x) tend vers + o quand x tend vers + o et on ecrit xl_i)r_zlwf(x) =+

On lit : limite quand x tend vers +o de f(x) est égale a + o
On dit aussi que f(x) tend vers + oo quand x tend vers — o et on ecrit lim f(x) = —oo
X——00

On lit : limite quand x tend vers +oo de f(x) est egale a +
Définition :(facultative au secondaire)

lirP f(x) = +osiet seulementsi:-vA>0,3B>0 | x>B=f(x)> A
X—>+ 00

lim f(x) = —cosiet seulementsi:vA>0,3B>0 / x>B=>f(x)<—-A

X—+00

lim f(x) = —cosiet seulementsi:vVA>0,3B>0 / x<-B=f(x)<—-A
X——00
lim f(x) = +oosietseulementsi:vA>0,3IB>0 |/ x>-B=>f(kx)> A
X—>—00
2. Limites finies a l'infinies
Considérons la fonction f(x) = % ; DF =R"
x —10* —107? -10 | 10 102 10* 10°
f(x) | —10'? |-0.00001 |-0.01 |0.001 |0.000001 | —10%% | —10'8
On constate les valeurs de f(x) deviennent de plus en plus proche de 0 quand x prend des
valeurs de plus en plus grandes
De méme les valeurs de f(x) deviennent de plus en plus proche de 0 quand x prend des valeurs

plus grandes en valeurs absolues tout en restant négatives .
On dit que f(x) tend vers 0 lorsque x tend vers + oo et on écrit : lir_El fx)=0
X—+00

On lit limite quand x tend vers +o de f(x) =0
On dit aussi que f(x) tend vers 0 quand x tend vers — o et on ecrit: lim f(x) = —oo
X—>—00

On lit limite quand x tend vers +o de f(x) = 0

Définition :
Soit f une fonction definie sur Dy et lunreel

Siles valeurs de f(x) tendent vers | quand x tend vers + o ,on dira que limite de f quand x
tend vers +oo est egale a l et on ecrit: xEI-Poof(x) =1
Siles valeurs de f (x)tendent vers | quans x tend vers — ©,on dira que limire de f quand x
tend vers —oo est egale a l et on écrit: xl_i)r_noof(x) =1
Autres définitions ( facultative au secondaire ) :

lim f(x) =1lssi:Ve>0;34>0 /x>A=|f(x)-1l|<e

X—+ 00
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xE@mf(x) =Ilssi:VA>0;,3A>0 / x<-A=|f(x)-ll<e

3. Limite finie en un point

On constate que plus x est proche de x,, f (x) est proche de l: On dit que f(x) tend vers [ si x
tend vers x, et on ecrit: lim f(x) =1
X—>Xg

Définition(facultative au secondaire) :

lim f(x) =1 ssi:Ve>0,3n>0 /[lx—xol <n=|f(x) -1 <e

X—Xg

4. Limite infinie en un point
Nous constatons que que f(x) devient de plus en plus grande en valeurs positive

quand f(x) se rapproche de x,.on dit que x tend vers + o quand x tend vers 1.On écrit :

lim f(x = +oo

X—Xg

Définition (facultative au secondaire)

lim f(x) =4o00ssi:VA>0;3n>0 /|x—x|<n=>f(x)>A

X—Xg

lim f(x) =—00ssi:VA>0,3n>0 /lx—x)|<n=fx)<-A4

X—>Xq
5. Limite a gauche, limite a droite

. 1
Cette courbe est celle de la fonction f(x) = =

|
[LLO LAY LY ]

|

|

|

|

|

|

|

|

|
e
L AR N T TR TR TR

On constate que f(x) tend —oo quand x se rapproche de 0 tout en etant plus petit que 0.0n
ecrit :xll)r(r)l_f(x) = -

De méme, f(x) tend vers +co0 quand x tend vers 0 tout en etant plus grand que 0.

On écrit :xli)r(r)l+ f(x) =+

Définition :

lim f(x) =+4c0ssi:VA>0,3n>0 /xg <x<xo+7n=f(x)>4
X—Xg

lim f(x) =—-00ssi:tVA>0,3n>0 /xg—n<x<xy=f(x)>-A

X-Xg~
Il. Calcul de limites

1. Limite en un point d’une fonction écrite avec une seule expression
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Soit f une fonction définie enx, ,xli_)rgrcl0 f(x) = f(xg)

Exemple :
x2+1_12+1_2

li = =
i x+2 1+2 3

2. Limite a l'infini de x™
Soit n ,un entier naturel non nul.

lim x™ = 4o lim x™ = +o0

. . )x—>+00 . C: . . L) x>+
Sin est pair: lim x™ = 400 ; Sinimpair :: lim x" = —oo
X——00 X——00
Exemple :
lim x* =40 ; lim x*=+c ; lim x°> =+ ; lim x®
X—>+00 X—>—00 X—>+00 X—>—00
3. Opération sur les limites
a. Limite d’une somme
On considéere deux fonction f et g :
limf l l l +o0 —0 +o0
limg U 400 —0o0 400 —00 —00
lim(f + g) L+ 400 —00 +o0 —0 FI
Exemple :
liml+vVx=14+2=3; lim 44+ x?=74+ 00 =+400; lim x3+x%>=—-0—0=-w
x—-1 X—+00 X——0
b. Limite d’un produit
lim f l [>0 [<0 [>0 <0 +o0 +o00 —o00 0
limg I +00 +00 —00 —0o0 +o0 —o0 —o0 o0
lin(f.g) | IxU +00 —0 —0 + o0 +o0 —00 + o0 FI
Exemple :
2 3 2 3
lim x*(1+-——)=+ccar lim x? =+owet lim 1+-—-——==1
X—+00 X X X—+00 X—+00 X X
c. Limite d’'un quotient
lim f l l +0o0 +o0 —0 —o0 >0
limg ['#0]| o | I'>0 |I'<0]| I'>0 I'<o ot
] l 0 4o —oo —oo 400 400
lim= -
l
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lim f [>0 <0 Il<0 |0 oo
lim g 0~ 0t 0~ 0 00
. f —o0 —o0 +o0 FI FI
lim=—
g
Exemple :

m L—Ocar lim 1=1 et lim x+1=+4x
x—+oo x+1 x—+00 xX—+00

d. Technique de calcul de limite :Levée d’une forme indéterminée

. . .y 0 00
Les formes indéterminées sont au nombre de quatre S ;0 X 00 ;00 — 00

Si elles se présentent, il faut transformer la fonction de maniére a avoir une fonction qui nous
renseigne sur le résultat de la limite : on dit qu’on a levé I'indétermination.

Exemple :

Calculons la limite de f en x,

x2—4
f6) =——5 %0 =2
llmf(x)—llmxz_4 f -2 9=FI
x-2 x—2 2—2 0
Levons I'indétermination
x2—4 (x—2)(x+2)
f(x)=x_2= =2 =x+2

lim f(x) = limx + 2 = 4 donc
X—2 x4

lim f(x) = 4

fa) =222 5x=1
, CVx+3-2 VI+3-2 0
imfe) =lm———=—7-—7 ==

Levons I'indétermination

Vi+3-2 (a+3-2(x+3+2) _ [(x+3)° -2

[0=—"3 (x—DEx+3+2) (x—-DEx+3+2)
() = x+3—-4 _ x—1 _ 1
flx - 1DWx+3+2) (x—-1DWx+3+2) Vx+3+2
1 1

limf(x) =lim————=-—
x*lf() x—>1\/x+3+2 4

llmf(x)—
f)=Vx+1 —Vx ;x=+0

L |
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lim f(x) =400 —o00 =F]
X—+
Levons I'indétermination

o) VT T —yr = L V(A FT 44x) | x4 1-x

1
Vi1 +x CVx 1 +Vx Vx 1+
lim f(x) li ! ! 0
m x)= lm —=——=
X—>+00 xo+wq[x + 1 ++/x +

lim f(x) =0
X—+00

flx)=v2x2+3—-Vx2+6 ;Xo = +00

lilp f(x)=lim\/2x2+3—\/x2+6=+oo—oo=FI
X—>+ 00 X—00

Levons I'indétermination

fx) =V2x2 +3-yx2+6 =Jx2(2+%>—jx2(1+x%)= |x|j2+;—2—lx|j1+%
f(x)=x\/2+;—2—x\/1+%=x(\/2+%_\/1+%) six>0

. . 3 6
Jim 160 = M x( (205 143 = 400X (V2= 1) = oo

lim f(x) =4+

x>+

2x%-1
fO =50 %=

! _ 2x4—1_+00_FI
Jm fG) = M T T e

Levons l'indétermination

f(x)_2x4—1_ x“@—%) _x(Z—%)

341 - 1 - 1
* B+ A+
1
X(Z—F)
X——00
(It
lim f(x) = —o
X—>—00

Limite a l'infini d’une fonction polyn6me
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La limite a I'infini d’'une fonction polynome est égale la limite a I'infini de son mon6éme du plus haut
degré.

Exemple :
lim x34+x?—=3= lim x3 =40 ; lim —2x*—x?—-x—-1= lim —2x*= -0
x—+00 x—+00 xX——00 X——00

5. Limite a I'infini d’une fonction rationnelle
La limite a I'infini d’'une fonction rationnelle est égale a la limite du rapport des monémes du plus
haut degré.

Exemple :
. 2x%2-3x-5 o 2x% 2 . —x?+x-3 . —x? -1
3 2 ¥ 1 xotme3x2 3 a2t —2x 1 ximee Zat e Zx? O
.2 —x2
lim = lim — = lim —x =+
x—s—ocox + 1 xX——00 X X——00

6. Théorémes
a. Théoréme de comparaison
Soient f,g:1 » R;x, €1 oux,= t00.Sionvoisinage de x, , f(x) < g(x) ona:

Si lim f(x) = +oalors lim g(x) = 4+
X—Xq X—=Xo

Si lim g(x) = —o alors lim f(x) = —
X=X n-Xxo

b. Théoréme des gendarmes
Si au voisinage de xo on a g(x) < f(x) < h(x) et que lim g(x) = lim h(x) = [ (finie ou non)
X—>Xq XX

alors lim f(x) =1
X—Xq

Exemple :

., 1
lim x“sin— =?
x—0 X

o1 1
Ona:-1<sin-<1= —x? szsm;sz

: . : L1
Or lim —x? = lim x? = 0 alors d'apres le theoreme des gendarmes lim x2sin==0
x—0 x-0 X—Xq x

. sinx+x*
lim =?

x—>+00 Xx2+1

—1+x* _ sinx+x* _ 14+x*

Ona—1<sinx<1=-1+x*<sinx+x*<1+x*=>

X241 T x2+1 T x2%41
. —1+x* . 1+x4 ,
Or lim = lim = +oo alors d'apres le theoreme des gendarmes :
x—+oo0 x2+1 x—>+00 X2+1
sinx + x*
m > i1 = +o0
x—too x4 +1
Corollaire :

Si on voisinage de x, |[f(x) — I| < g(x) et lim g(x) = 0 alors lim f(x) =1
X—>Xg X—oXg

7. Limite en zéro d’une fonction trigonométrique
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sinx _ sinax tanx o cosx—1 - cosx—1 1

lim =1;lim =1;lim =1; 1m—:0;11m—2———
x-0 X x>0 ax x->0 X x—0 X x—0 X 2
Preuve
. 1 1 1 sinx sinx sinx
Supposonsquex > 0; sinx <x <tanx = S-<-= = < <
tanx X sinx tanx X X
sinx

> cosx<—=<1
b

. . sinx
Orlim cosx =1 alors lim =1
x—07% x-0t X

Supposons que x < 0 = —x > 0 donc la demonstration ci dessus donne

sin(—x) _ —sinx __ ﬂ . sinx __
—-X - —-X - X donc xll)r(r)l_ X - 1
Comme lim 322 = 1im 22 =1  alors lim=X=1
x-0" X x-0t X x—0 X
lim 322 =2 Posons X =ax Six-0=>X-0
x—>0 ax
lim sinax _ lim sinX 1
x—0 ax X-0 X
. tanx | sinx 1
lim—— = lim — X =1x1=1
x-0 X x->0 X CoOSXx
X , X , .
cosx — 1 cos2 (7) -1 1-2sin? (7) -1 —sin? (%) x sm(%)
lim = lim T = = = T = —sin(;) X —5
x—-0 x x—0 2(3) 25 A 2 fad
2 2 2 2
. cosx—1
Iim—=0x1=0
x-0 X
. 2. X . X 2
i COSX — 1 . —2sin°(3) -1 |sin(z) 1 ) 1
1m = lim = —X = ——=X = ——
x-0  x2 x>0 4(5)2 2 X 2 2
2 2
Application :
Calculer les limites suivantes :
. sin5x . sin2x . vV1—cosx . 2sin®x — 2(1 — cosx)
im— Jlim——— lim——————  ;lim 5
x-0 sin 3x x-0 Sin %x x-0 tan2x x—0 5x

IV.  Continuité
1. Définition
Soit f une fonction definie en x,.0On dit que f est continue en x, si lim f(x) = f(xq)
X—>Xg
Exemple : Etudions la continuité de f en x, dans chacun des cas suivants:

f(X)=2X—1 ; X =—1
F-D=2(-D-1=-3 ;lim f() = -3

Comme limlf(x) = f(—1) = =3 donc f est continue en — 1
xX—>—
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2
Fx) = { six#1 xo=1
1szx—2
(1) =2 im fG) = lim -t = 0
=2 lmfed =l =5=
x2—-1 (x—-Dkx+1
f(x)_x—l_ p— =x+1

limf(x) =limx+1=2
x—-1 x—1

’lcin} f(x) = f(1) = 2 donc f est continue en 1

sinx |
Fx) = six+0 Xo =0
-1 six=0
sinx
f(0)=-1 hmf(x)—llm—=1
x-0 X

Comme }cirr(l) f(x) # f(0)donc f n'estpas continue en 0

2. Continuité a gauche, continuité a droite
Soitf une fonctioe definie en x

f est continue a gauche de xy ssi lim_f(x) = f(xq)
X—>Xo
f est continue a droite de x, ssi_lim_f(x) = f(xo)
X—Xg
f est continue en xy ssi lim_f(x) = lim. f(x) = f(xq)
X—=Xo~ x-x0t

Exemple :Etudions la continuité de f en x, dans chacun des cas suivants
x?>—4
f@) =] %12 six>?2 xg =2
3x—6 six<?2

f(2)=32)—-6= O;xligl_f(x) = ,}E?- 3x—6=0

Donc f est continue a gauche de 2
x*—4

St x+2

hm flx) = 11

Doncf est continue a droite de 2

Conclusion :Commef est continue a gauche et a droite de 2 alors elle est continue en 2

3. Continuité sur un intervalle
Une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est continue en tout point de |

e Toute fonction polyn6me est continue sur R.
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e Les fonctions rationnelles et irrationnelles sont continues sur leurs ensembles de définition.
o Lasomme et le produit de deux fonctions continues sur un intervalle I sont continues sur
cet Intervalle I.

e sif et gsontdeux fonction definies sur un intervalle I tel que g(x) # 0 sur I alors

i est continues sur I.

Exemple :Etudions la continuité de f sur son D¢

x> -1

-1 six<l1
FOI=9 S sit<x<2

Vx+2 six>?2

, 2-1 . , ,
La fonctionx = ’;Tl est une fonction rationnelle donc elle est continue sur R-{1} en

particulier sur |—oo; 1[.
La fonction x = 2x est une fonctionne polynome donc continue sur R en particulier sur
11; 2].

La fonction x - x + 2 est une fonction rationnelle donc continue sur [—2; +oo[ en particuler
sur |—2; +oo[

Etudions la continuité de f en 1 et 2

| ol G oDEED
F ==z s O = T T G AR

linll_ f(x) = f(1) donc f continue a gauche de 1
X—
lim f(x) = lim 2x = 2 = f(1) donc f continue a droite de 2
x—-1* x—-1%
Comme f est continue a gauche et a droite de 1 alors elle est continue en 1
f2)=V2+2=2; lir?_f(x) = lirg_ 2x =4
X— X—
lirgl f(x) # f(2) donc f n'est pas continue en 2
X227

Conclusion: f est continue sur R/{2}

4. Prolongement par continuité en un point
Soit f une fonction non definie en xy(xy € R) tel que lim f(x) =l €R
X—=Xo

f(x) six # xq

. est appelé prolongement par continuité de
[six=xg ppeiep & P

La fonction definie par g(x) = {
f enx,.

De plus
est prolongeable par continuité en x, si elle n'est pas definie en xo et admet une limite
p g p 0 p 0
finie en x.

Exemple :
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x?—1
o =2
. xt-1 (=D +1)
Dy =R —{1}; ’lcl_r)rif(x)—il_r)rix_l—}cl_r)ri a-D —)lcl_r}}x+1—2
x2-1 1
Donc f est prolongeable en 2: f(x) = {x—l St x #
2 six=1

Interprétation graphique

Soit f une fonction,Cr sa courbe et a et b des reel.

e silim f(x) = w alors la droite x = a est une assymptote verticale a C¢
x—a

e Silim f(x) = aalors la droite y = a est une assymptote horizontale a (¢
X—00

o 9

u
La droitey = 0 est AH.  Les droites x = —3 et x = 1 sont des AV

e Silim f(x) =et lim f—(:—) = o alors Cr admet une branche parabolique de direction
X—00 X— 00

I’axe des ordonnées (0y).
e Si lim f(x) = et lim @ = 0 alors Cy admet une branche parabolique de direction
X—00 X—00

I’axe des abscisses (0x).
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Courbe admettant une branche
parabolique de direction (Oy)

Courbe admettant une branche
parabolique de direction (Ox)

" " " " A " »

o Si ;im f(x) — (ax + b) = 0 alors la droite y = ax + b est une assyptote oblique a C¢
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DERIVATION ET ETUDES DE FONCTIONS

Pré requis :

VV VY VY

Bien calculer une limite

Calculer le coefficient directeur d’une droite
Résoudre une équation et inéquation irrationnelles
Déterminer le signe d’une fonction

Factoriser un polynéme

Tracer la courbe d’une fonction

Objectifs :
Apres cette lecon , I’éléve doit étre capable de :

A\

YV VYV Y VYVYYVYY

Calculer le nombre dérivé, le nombre dérivé a gauche et a droite
Utiliser les regles de dérivation au programme

Utiliser les théoremes liant la continuité et la dérivabilité
Déterminer une équation de la tangente a une courbe
Représenter une tangente ou une demi tangente a une courbe
Calculer la dérivée d’une fonction

Déterminer les variations d’une fonction

Construire un tableau de variation

Bien étudier une fonction

Sources et supports pédagogiques

» Collection Hachettes
CIAM 1S

Cours des collégues(Doyens)

YV V V VY

Internet
> Sunu daara

Plan :(voir cours)

77726 78 68 S.Touba Gueye

Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006

71

toubatoubisto@gmail.com




S. Touba Gueye , professeur de mathématiques

MATHEMATIQUES 1S

///////////////////

..Déroulement possible:

~

I Dérivabilité en un point
1. Définition
Soit f une fonction definie sur un intervalle I contenat xy, On dit que f est derivable en x,
. . fO)—=f(xo)
si lim ———=
0

X—Xg X=X

Cette limite est appelée nombre derivé de f en x, et est notée f'(x, )

existe et est finie.

Exemple :
Etudions la dérivabilité de f en x; :
f)=x*+x-1 ;%=1
_ f-f@) x*4x-1-1_ x*4+x-2 0
fO=1 = =My =M oy ==

Levons I'indétermination
fO-fA) x*+x-2 (x—-Dx+2)

x—1 x—1 x—1
y fG)—f@)
im——=

x-1 X —

x4+ 2

= lirr}x + 2 =3 donc f est derivable en 1
X—

f)=vx—-2 ; xy=2

F@=0 st O = i S <G
Levons I'indétermination
fO-f2) Vx-2 (x-2)Nx=2) x—2 1
x=2  x-2  (x-2)(x-2) (x-2)Wx—2) Vx-2
chilg f(xz :2(2) = }Cl_rg \/x_l——z = Oi+ = oo donc f n'est pas deribale en 2

2. Autre définition
En posant x = x( + h. f est derivable enxg si linﬁw existe et est finie
X—

3. [lllustration graphique

Fla—&)

Fia)

Soit B un point de C; d'abscissex et A le point de Cy d'abscisse x, et (T) la tengente a

72
77726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.com




S. Touba Gueye , professeur de mathématiques

MATHEMATIQUES 1S

Cr au point A.Si x tend vers x, alors alors (AB)tend vers (T). Le coef ficient directeur de (AB) est:

Yoda _ [OOJ@). ¢ oot derivable en xy donc lim L2700 — g1y
XB—X4 X—Xq x-xg X—Xp

Donc le coefficient directeur de la tangente est (T) estf’(x,)

4. Equation de la tangente
L’équation de la tangente s’écrit sous laformey =ax +b.
a etant le coefficient directeur donca = f'(xy) =2y =f'(xo)x+b
De plus A (fé?o)) € (T) donc f(xg) = f'(xg)xo +b = b = f(x0) — f'(x0)
Ce quidonney = f'(xo)x + f(xo) — f'(x0) = y = f'(x0) (x — x0) + f (xo)
L’équation de la tangente est y = f'(xo) (x — x¢) + f(x0)
Exemple :
f)=x*+x-1 ;X0 =1
Déterminons I'équation de la tangente (T) de Cy au point d’abscisse 1

y=fOE-D+f1D

x)—f(1
f etant derivable en 1 donc iiﬂ%:f’(l)zS etf()=12++1-1=1
y=3x-1)+1=2>y=3x-2
(T):y=3x—-2

5. Dérivabilité a gauche ,dérivabilité a droite
Soit f une fonction definie sur un intervalle I contenant x,

x) — f(x
f est derivable a gauche de xy ssi lim M =l€eR
x=Xe~ X — Xg
x)—f(x
f est derivable a droite de xy ssi  lim M =leR
x-xF X — Xg
f est derivable en x, ssi lim M = lim M =leR
X=X~ X — X x-xot X — Xy

Exemple :
Etudions la dérivabilité de f en x,

3x%six <0
xX) = = xo =0
f&) {—2x3six >0 O

 f)=fO) . 3x*=0
lim ——————= = lim
x—-0~ x—0 x-0- x—0

= lir(r)l_ 3x = 0donc f est derivable a gauche de 0
X
- —2x3—
x-0t x—0 x—0+t x-0
Conclusion: Comme f est derivable a gauche et a droite de 0 et f’g(O) = f',(0) = 0 alors

= lir(r)l+ —2x2 = 0 donc f est continue a droite de 0
X—

elle est dérivable en 0.

f(x)_{Bx—Z Six szx _9

Ve =2 six>2"°0"

 f)-f@ 3x—2—4 o 3x—-6  3(x-2)

lim ————= lim ——————= lim = lim =3

x-2-  x—2 x-2" X —2 x-2" X —2  x->2 X —2
donc f est derivable a gauche de 2
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x)—f(2 Vx —2 1 1
lim M = lim ——— = lim, ———= = — = +® donc f n'estpas derivable
x-2t x—2 x-2% x —2  x=-2%y\[y—2 OF

adroite de 2
Conclusion : f est derivable a gauche de 2 mais n'est pas derivable a droite de 2 donc elle
n’est pas dérivable en 2.
_(x+1six=>-1
f(x)_{—x—lsix<—1

[@-fCD _ L x1

Xo

lim = 1 donc f est derivable a gauche de — 1
x—>—1" x+1 x—>-1"x+1
x)—f(—1 —x—-1 —-(x+1
im M = lim = ( ) = —1donc f derivable a droite de — 1
x->—1*F x+1 x->-1* x +1 x+1

Comme f est derivable a gauche et a droite de — 1 mais f’g (-1 # f',(=1) donc

f n'est pas derivable en — 1
Remarque :

Toute fonction derivable en un point x, est continue en x, mais l'inverse n'est pas toujours vraie

6. Interprétation graphique

e Sif estderivable a gauche de x,(respetivement a droite de x,) alors sa courbe Cr admet

une demi tangente d'equationy = f’g (x0)(x = x0) + f(x0)
(respy = f';(x —x0) + f(x0))

o Silim LOT0) — 0y fim LR — 4o giors Cr admet une demi tangente
X-xg~T  X—Xp x-xt  X—Xo
verticale dirigée vers le haut au point d'abscisse x,
o Si lim f)-fxo) _ +ooou lim fR~F&o) _ o, alors Cr admet une demi tangente
X-=X9~  X—Xo x-xot X=X

verticale dirigée vers le bas au point d'abscisse x

~ =1 ~

-
»
3 — _—
—_ -2 C- = 3 = >
77777 -
il ]
v =% -

o Sif estderibale a gauche de x, et \ ou adroite de x, tel que:

lim f(x) = f(xo) % lim f(x) = f(xo)

alors Cr admet au point d'abscisse x, deux
X-Xo~ X — Xg x-xt X — Xg

demi tangentes de directions opposées c'est a dire un point anguleux
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Il.  Fonction dérivée
1. Définition
Une fonction f est derivable sur un intervalle I si elle est derivable en tout point de I.
La fonction derivée f est notée f'.
fxX)=keR=>f'(x)=0
Preuve :

fO—f) _ . k—k
lim ————= = lim =0
X—-Xo X — Xg X-Xo X — Xg

f)=ax=>f'(x)=a
Preuve :
. f)—f(x) | ax—axy a(x—xp)
lim —— = lim = =
xX—Xg X — X x—x9 X — Xg X — Xp
f) =x%= f'(x) = 2x
Preuve :

. f ) = f(x) . X% —xp? . (= x0)(x + x0)
lim ————= = lim ———— = lim = lim x + x, = 2x,
X—00 X — Xg X=Xo X — Xg X—=Xg X — Xp XX

FO) =F = 10 = 5=

Preuve :
i FO G0 L VE—E (VxR R) 1 1
X-Xg X — Xg X-Xg X — Xg X=X (x_xo)(\/—+\/—) x—>x0\/_+\/_ 2\/70

1 -1
f=_=fx="7

Preuve :
l_l
_f) = f(xo) xg .. —(x=x) -1 1
lim =220 gy X0 o gy 2 70 gy —— =
x-Xg X — Xp x-oXoX — Xo  x-x%o XXo(X — Xxg)  x-xo XX X2

fO) =a"= f'(x) = nx""!

Preuve :
- f(x) = f(xo) =™ (= x) (T Py + X" xp? + 2"
xh—>x0 X — X xl—>x0 X — X B xh—gclo X — Xp
= lmax™ 1 4+ x™ 2xy + x™ 3xp2 4 -+ xg" T = x4 x0 2xg + x 3x0% + o+ xp™ L

X—Xg
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="+ xp T+ x T = nx L

Fonctions Derivées Derivable sur
keR 0 R
X 1 R
ax a R
x? 2x R
x™ ax™1 R
1 -1 R\ {0}
X xz
1 .
Vx . ]0; +oo

2. Opération sur les fonctions dérivables
Une fonction f est derivable sur un intervalle I si elle est derivable en tout point de I.
e Toute fonction polynome est derivable sur R
o Toute fonction rationnelle est derivable sur son domaine de definition

o Toute fonction irrationnelle \/u(x) est derivable sur son ensemble de definition privé
eventuellement des valeurs qui annule u(x). Maintenant, il reste a voir si la fonction est derivable
en ces points .

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I .On a:

(u+v) =u +7

Preuve

Posons f=u+v
fla+h)—f(a) wula+h)+v(a+h)—[ul@+v(@] ula+h)—u(a) via+h)—v(a)

h = h - h * h
Comme u et v sont derivables sur I doncona :

u(a+h)—u(a) v(a+h)+v(a)

}ll_r)l‘(l) Y =u'(a) et ;Ll_r)r(l) A v'(a)
+h) -
Donc limf(a )~ /(@) =u'(a) +v'(a)
h—0 h
(ku)' = ku'

Preuve :
Posons f = ku
fla+h)—f(a) _ ku(a + h) — ku(a) _ ku(a + h) —u(a)

h h h
u(a+h’2—u(a) f—(‘”'h’)l_f @ _ ku'(a)

Or comme u est dérivablelim =u'(a) donc lim
h-0 h—-0
(wv) =u'v+v'u
Preuve
Posons f =u+v
fla+h)—f(a) u(a+h)v(a+h)-—ula)v(a)
h h

_ u(a+h)v(a+h)+u(a)v(a+h)—u(a)v(a+h)-u(a)v(a)
h
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_ (u(a+h)-u(@))v(a+h)+u(a)(v(a+h)-v(a))

h
v(a + h) —u(a) —"(a+h;_v(a)

__ u(a+h)-u(a)

h
Comme u et v sont dérivables }li_r%w%)w@ =u'(a)et ’lli_rgw =v'(a)
Donc}li_r%w =u'(a)v(a) + v'(a)u(a)
’ Pr:uve
( ) u(@a+h) u(a) ula+hv(a)—u(@v(a+h)
_u fa+h)—f(a) v@@+h) v(a) _ v(a)v(a+ h)
Posons f = o A = h = :
h-0
fl@+h)—f(a) ula+hv(a)—ula)v(a) —u(a)v(a+h)
h B hv(a)v(a + h)
fla+h)—f(a) [u(a+h)v(a)]v(a)+u(a)[v(a) —v(a+ h)]
h N hv(a)v(a + h)
fla+h)—f(a) [u(a+h)—u(a)] v(a) u(a) v(a+h) —v(a
h B h v(@v(a+h) v(Qv(a+h) [ h ]
comme u et v sont derivables; }li_r)r(l)u(a * hi)z —u@) =u'(a)et }li_rg vlat hi)l —v(@) =v'(a)
Done lim fla+h) —f(a) u'(a)v(a)—v'(a)u(a)
-0 h B [v(a)]?

(uov)' =v' xu'ov
Preuve :

Posons f = uov
fla+h)—f(a) wuov(a+h)—uov(a) uov(a+h)—uov(a) o v(a+ h) —v(a)

h h ~ v(a+h) —v(a) h
}li_r%f(a * h})l Q) =v'(a) X u'ov(a)
[sinx]’ = cosx
Preuve :

Posons f(x) = sinx
. fl@a+h)—f(a) .. sin(a+h)—sin(a) .. sinacosh+cosasinb—sina
lim = lim = lim

h—0 h h—0 h h—0 h

_ f(@a+h)—f(a) . sina[cosh—1]+cosasinh _ cosh—1 sinh

}lln’(l) n =}lln’é A =}111n(1)T><51na+ X cosa
orlim 2 — 0 et 1im 32 = 0 donc

h—0 h—0

a+h)—f(a
}lirréf( })l f()=0><sina+1><cosa=cosa
[cosx]' = —sinx
Preuve

Posons f(x) = cos x
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cosacosh —sinasinh —cosa

cos(a+ h) —cosa

. fla+h)—f(a) .
lim = lim = lim
h—0 h—0 h h—0 h
. fla+h)—f(a) . cosalcosh—1]—sinasinh cosh—1 sinh
lim = lim = lim X cosa — X sina
h—0 h h—-0 h h—0 h
. fla+h)—f(a) .
lim = —sina
h—0 h
[tanx]' = —— = 1+ tan®x
cos?x
Preuve :
, sinx\' coxsx.cosx +sinx.sinx cos?x + sin’x 1
[tanx] = ( > = > = > = >
cos x cos?x cos?x coSs?’x
En résumé
fonctions Derivées Dérivable sur
ku aveck € R ku' 1
u+v u +v 1
uv uv+vu 1
u uv—-—vu Pour tout x € I tel que v(x) = 0
v —vz
Vu u’ Pour tout x € I tel que v(x) > 0
2Vu
u" avecn €N nu'u™! I
1 —-u’ Pour tout x € I tel que u(x) # 0
" u?
cos x —sinx R
sinx cos x R
T3
tan x 1 =1+ tan’x R\{—-l—Zle'}kEZ
cos?x 2
sin(ax + b) acos(ax + b) R
cos(ax + b) —a sin(ax + b) R
[uov]’ v X u'ov
Exemple :
Calculons la fonction dérivée des fonctions suivantes :
1
f(x) =5x* —4x3 +x2—2x+sinx+;—3\/§+1
3
"(x) =20x3 —12x%2 + 2x — 2 + coSXx — — + ——
2x+2
g ==
Posonsu = 2x + 2 et v=x-—3
u' =2 et etv' =1
‘@) 2x—3)—-1(2x+2) 2x—6—2x-—2 -8
X) = = —
g (x—3)? @-3?7  (x-3)7?

g'(x) = =32

k(x) = (3x3 —5x% + x + 2)1°
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k' (x) = 10(9x* — 10x + 1)(3x3 — 5x% + x + 2)°

I(x) = (4x — 3)(x? + 2x — 3)
Posonsu=4x—-3 et v=x2+2x-3
u' =4 et v =2x+2
I'(x) =4(x?+2x—3)+ 2x +2)(4x — 3)
I'(x) =4x*+8x—12+8x>2—6x+8x—6

I'(x) =12x*> + 10x — 18

m(x)=vx2 —3x —5

2x—3
m'(x) = ————
2Vx2—-3x—-5
_ 3
n(x) = 4x2 —3x+5
8x—3
n'(x) =-3

(4x% — 3x + 5)?
lll.  Variation d’une fonction numérique

1. Variation d’une fonction numérique
Soit f une fonction derivable sur un intervalle I:
e Sif'(x) > 0surlalors f est croissante sur |
o Sif'(x) <O0surlalors f est décroissante sur |
e Sif'(x) =0surlalors f est constante sur |
Exemple :
Etudions les variations et dressons le tableau de variation
flx)=x?+2x-3
Df=R
Limites aux bornes de D¢
lim f(x) = lim x%2 =+o0; lim f(x) = lim x? = 4oo;
x—+00 x—+00 xX——00 xX——00

Dérivée :
f'(x)=2x+2
Signe de la dérivée
X —00 -1 +00
f'0) - +

Sur |—o0; =1] f'(x) < 0 donc f est décroissante
Sur [—1; +oo[ f'(x) = 0 donc f est croissante
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Tableau de variation

X -00 -1 +00
f'(x) - 0 +
+00 +00
f
—4
2x + 2
90 =——3
Dg =R\ {3}
Limites aux bornes :
lim g(x) = lim 2= 2; lim (x) = lim 2=
x—>—oog - X—>—00 X - 'x—>+oog - xX—>+o00 X -
li = = i = 8 =
Jm gQ) ===—c ; lim g(x) =7 =+
Dérivée
, 8
70 = "Gsp

Sens de variation
g9'(x) <0V x € D,y donc f est décroissante
Tableau de variation

f) - -

-00 2

IV. Théoréemes
1. Théoréme 1 (théoreme de la bijection)

Si f est une fonction continue et sctricrement croissante sur un intervalle I alors elle realise une
bijection réciproque f~1 de I vers f(I) =].

o f7lestderivable sur ] si f est derivable sur I et f'(x) # 0 sur I
e Soienta €letb €]\ f(a) =b;f !estderivable enb si f est derivable en a et

f'(a) # 0.
Pour tout x € I [fYof](x) = x = f'(x) x f Y of(x) = 1donc f Y of (x) = %

Si f est une bijection derivable sur I et dont la derivée ne s'annule pas sur I. La reciproque
1

1
flof~t " fIf (]

o C(set Cf_1 sont symetrqiues par rapport a la premiere bissectrice (y = x)

f~Yest derivable sur f(I) et pour tout x €I ;f‘ll(x) =
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2. Théoréme 2(théoréme des valeurs intermédiaires)
Si f est continue sur un intervalle [a; b] telle que f(a) X f(b) < 0 alors il exsite au
moins unrelle a € la; b[tel que f(a) =0
3. Théoréme 3 (corollaire du TVI appelé théoréme de Cauchy)
Si f est une fonction derivable et strictement monotone sur un intervalle [a; b] tel que
f(a) x f(b) < 0 alors il existe un unique reel a € la; b tel que f(a) =0

V. Etudes de fonctions

Plan d’études

- Détermination des ensembles de définition, de continuité et si possible de dérivabilité

- Etudes des propriétés de la fonction :parité, périodicité pour en déduire les propriétés
éventuelles de la courbe

- Choisir le domaine d’étude

- Calcul des limites aux bornes du domaine de définition ; détermination des branches infinies,
des asymptotes éventuelles

- Calcul de la dérivée apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité

- Etude du signe de la dérivée pour en déduire le sens de variation

- Tableau de variation de la fonction

- Tracé de la courbe représentative

Exemple :
Etudier les fonctions suivantes :
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1 2

2x +3 —x3—x+z six<2
Of=x?=2-3 HfW="rr ofw={> , °
Six=>2
x +
d)f(x) = sinx e)f(x) = cosx £)f(x) = tanx

82

77726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.com




S. Touba Gueye , professeur de mathématiques

MATHEMATIQUES 1S

SUITES NUMERIQUES

Pré requis :
> Connaitre les notions de et bases et propriétés des fonctions numériques a une variable
réelle et aussi de bien les utiliser
Calculer une limite
Calculer une dérivée
Dresser un tableau de variation

YV V V V

Tracer une courbe

Objectifs :
Apres cette legon, I'éléve doit étre capable de :

» Déterminer les termes d’une suite

Démontrer qu’ une suite est monotone ou périodique

Faire une démonstration par récurrence

Connaitre une suite arithmétique et géométrique

Démontrer qu’une suite est arithmétique ou géométrique

Majorer ou minorer une suite

Déterminer la somme des p termes consécutifs d’une suite arithmétique ou géométrique

YV V VY VYV

Déterminer les limites des suites convergentes

Sources et supports pédagogiques
» Collection Hachettes

CIAM 1S
Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006

Cours des collégues(Doyens)

YV V V VY

Internet
» Sunu daara
Plan :(voir cours)
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A N N

.. Déroulement possible

<
P

.  Généralité
1. Définition
On appelle suite numérique toute application de N(ou une partie de N) vers R.
2. Notation et vocabulaire
Soit E € N,l'ensemblede definition de U
U:E-R
n->Um)
Nous distinguons deux types de notation pour I'image de n par U
e la notation fonctionnelle U(n)
e la notation indicielle U,
Mais I'usage est de noter U(n) au lieu de U,,.Le réel U,, est le terme d’indice n de la suite U.
On dit aussi que U,, est le terme de rang n.

Parfois il arrive que I'on note la suite U par U,, ou par (U,),ecn-Dans ce cas, il est utile de distinguer
les deux suites .

e Le premier désigne le terme d’indice n
e Le second désigne la suite U

Exemple :
Soient U une suite définie par :

U:N - R
n-2n—3
Determinons Uy; U; et U,
Upy=2%x0-3=-3; Uy=2%x1-3=-1; U;=2%x2-3=1

3. Suites récurrentes
Une suite U, est définie par récurrence si on donne :
e Lavaleur numérique de son premier terme

e Une relation reliant deux termes consécutifs

Exemple :
VO = 2

Soit V, une suite telle que 1
n 1 {WH1=EW+3

Calculons V et V, etl/;

1 1
Vi=sVo+3=5x2+3=4

2
1 1
n=§m+3=5x4+3=5
V. —1V +3—1><5+3—11
37272 ) T2

4. Sens de variation d’une suite
a. Propriétés
Soit (U,) une suite numerique definie sur E € N
e (Upestcroissante sur E si et seulement siVn € E,Upyy =2 Uy
o (U, estdecroissante sur E si et seulement siVvn € E,U, 1 < Uy,
o (U,) estconstante sur E si et seulement siVn € E , U, = Uy
e (U, est stationnaire a partir d'unrang n, si et seulement siVn € ,dés quen > n,
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alorsUp 1 = U,
o (U, est atermes positifs si et seulement siVvn e E, U, =20
Remarque :SiVn € E, U, > 0 alors
o (U,) croissantesur E ©Vne€ E,% >1

n

Lo U
o (U,) décroissantesur E ©VnE€ E,Z—“ <1

n

b. Théoréme
Soit (Uy,) une suite definie par U, = f(n) avec f definie sur [0; +oo[

o Sif est strictement croissante alors U, est strictement croissante

o Sif eststrictement décroissante alors U, est strictement décroissante
Exemple 1 :
Etudions le sens de la variation de la suite U,, = 2n? — n

U1 =2(n+1)2—-n+1)=2n*+3n+1
Ups1—Up=2n2+3n+1—(2n%2—n)=4n+1> 0V n = 0donc U, est croissante

Exemple 2 :

Etudions le sens de variation de la suite W,, = % pour tout n € N*
Soit ()—Sx_3 D, =R {1}
Olfx3_5x—1 Dr=R\ 5
lim f(x) = lim f(x) == ; lim f(x) =+ ; lim f(x) = —o
X——00 X—+00 5 x_)l 1t
5 xX=g
"(x) = ! >0
'™ ==
X -00 % +00
f'(x) + +
+ o0 3
5
f
3
S —

f est croissante sur [1; +oo[ alors W}, est croissante Vn € N*
Il existe des suites qui sont ni croissantes ni décroissante comme U, = (—1)"
5. Comparaison de suites

Suites majorées , suites minorées, suites bornées

Toutes les propriétés et tous les théoremes donnés sur les fonctions numériques restent valables sur
les suites numériques .

e Dire que la suite (U,) est inferieure a la suite () signifiequevn € N,U, <V,

e Une suite (Uy) est majorée lorsqu'il existe unreel M tel quevn € N,U, <M

e Une suite (U,)est minorée lorsqu'il existe unreel mtel quevn € N,U, =m

e Une suite (U, ) est dite bornée si elle est majorée et minorée c'est a dire lorqu'il existe deu?

réelsmetMtelqueVne Nm<U, <M
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__ (-1)"+sinn

Exemple : Soit U,, = —— Montrons que U,, est bornée Vn € N*
VneN",ona—1<sinn<1
-1<(-D)"<1

2K (D" +sinn<2
commen # 0 donc — 2(i) < ((=1)™+sinn) x 1 < 2(i)
n? = n? = n?
on aura : ;—f <U,< %

-2 2
—ZS?SUnSﬁSZ

—-2<U,<2; dou U,est bornée

e Une suite (Uy) est dite periodique de periode p € N* sssi, Upp = Uy

Exemple :
TO = 1

Thi1 = Tn2 - -1
Calculer Ty, T,, T3, T4. En deduire une periode de (T,)

Soit une suite (T,) telle que {

T, =T -Ty—1=1>-1-1=-1
T,=T,"-T;—1=(-1)?+1-1=1
Ta=T>-T,—1=1*-1-1=-1
T,=T*-T,—1=(-1)?+1-1=1
T,, est periodique de periode p = 2

6. Démonstration par récurrence

Pour faire une démonstration par récurrence, on procede comme suit :

Initialisation :0n vérifie que la propriété est vraie au premier rang

Hérédité : On suppose que la propriété est vraie jusqu’au rang n et puis on montre qu’elle reste
vraie au rang n+1

Exemple 1 :

En utilisant la recurrence,montronsque S,, =1+ 2+3+ -+ n=
n(n+1)_1(1+1)_1

nn+1)

Initialisation: S; =1 etpourn =1,

2 2
C’est vraie au premier rang donc la propriété est initialisée
Hérédité :
Supposons que la propriété est vraie jusqu’au rang n c’est-a-dire1 +2 +3 +--n = nntt)
Et montrons qu’elle sera vraie au rang n+1 c’est-a-dire1 + 2+ ---.n+ (n+ 1) = w
OnaSp;1=14+24+34+ .. ...n+1D)=14+2+3+ ... n+n+1)
= @ +(n+1)
_ n(n+1)+2(n+1)
n+1)(n+2)
Spv1=14+24+3+-.....(n+1) =
C’est vraie au rang n+1 donc
nn+1)

Sp=1+2+3+tn=—"

Exemple 2 :
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U, =3

=l

Soit 1 ite (U,) tell
oit la suite (U,) telle que Un+1=§Un+2

Montrer par reccurence que : VneN,0< U, <3
Initialisation :Par définition U, =3 = 0 < U, < 3 donc la proprieté est initialisée
Hérédité : Supposons que la propriété est vraie jusqu’au rang n c’est a dire 0 < U,, < 3 et montrons
gu’elle sera vraie au rang n+1 c’est-a-dire 0 < U,41 <3
Ona: 0<U,<3
©0< %Un <1
©2<:U,+2<3
©0<2<2U,+2<3
Donc0 < U, 41 < 3;laproprité est vraie aurangn + 1
vneN;0<U,<3
Il.  Suites arithmétiques, suites géométriques
1. Suites arithmétiques
a. Définition :
Une suite (U,) est dite arithmetique s'il existe unreel r tel que Vn € N,
Uoyi1 = U, +T1.Lereelr est appelé raison de la suite .
Pour montrer qu’une suite (U,,) est arithmétique , il faut montrer que U1 — U, =71
Exemple : Soit la suite U,, = 2n — 3. Montrer que ( U,) est une suite arithmetique

Uptr1 — U, =2(n+1) —3 —2n+ 3 = 2donc la suite (U,) est une suite arithmetique
b. Terme général d’une suite arithmétique

Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme U,

Ona: Uy =Uy+r
U2 = U1 +r
U3 = UZ +r
Up=Upqtr
U,=Uy+nr
De méme si a est un entier , on a U, =Uyyar
U,—U,=Uy+Uy+nr+ar
Donc le terme générale  est U,=U,+(n—a)r
Si le premier terme est Uy, on a : U,=Uy+nr
Si le premier terme est U;, on a: U,=U;+(n—-Dr

c. Sens de variation d’une suite arithmétiques
Soit (Uy,) une suite arithmetique de raisonr
e Sir> 0alors lasuite (U,) est croissante
e Sir<Oalors (U, estdecroissante
e Sir=0alors la suite (U,,) estconstante
d. Somme des n termes consécutifs d’une suite arithmétiques

Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme (Ug)
S = UO + U1 + UZ + - ....+Un_2 + Un—l + Un
S=Un+Un_1+Un_1+"' ...... U2+U1+U0
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ZS = (UO + Un) + (Ul + Un—l) + (UZ + Un_z) T+ o (Un + Uo)
orU,+U,,=Uy+U,
Donc ZS = (UO + Un) + (UO + Un) T+ o (UO + Un)

25 = (n+ 1)(Uy + Uy)

S = (n+1)(Uo+Uy)
. . bred ,
De maniére générale S = w (1°" terme + dernier terme)
Exercice d’application :

UO - 2
Soit la suite (U,) definie par (Vn € N) _5U, -1
Un+1 - U. +3

n

1) Calculer U; et U,
2) Démontrer par récurrence que :Vn e N: U, > 1

3) Etudier le sens de variation de (U,,)

. . . 1

4) Soit V,, une suite definie par:(Vn € N),V,, = T
-

a)Montrer que ( 1}, )est une suite arithmetique dont on precisera sa raison et son

premier terme.

b)Ecrire V,, en fonction de n puis en deduire U, en fonctionde n,

5) Déterminer S, = Vo +Vy + -+ ...+,
6) Déduire S',, = Uy + Uy + -+ ... +U,
Solution
UO = 2
Soit la suite (U,) definie par (Vn € N) SUp —1
n
1)Calculons U,et U,
U _5Up—-1 5x2-1 9
Yy, 43 243 5
9
g _5Ui—1 SXg—1 40 5
g = = _— = =
Uy +3 §+ 3 24 3
2)Démontrons par récurrence que :Yn € N: U, > 1

Initialisation :Uy = 2 > 1 vrai au premier rang donc la propriété est initialisée

Hérédité : Supposons que c’est vraie jusqu’au rang n (U,, > 1) et montrons qu’elle sera vraie au rang
n+1 c’est-a-dire U,,; 1 = 1

Ona:U, =21
5U, =5
5U,—-1=4 (1)
De méme U, =21
88
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U,+3=4 (2)

D U=l Ly 51
(2) " Up,+3 4 n =

Donc la propriété est vraieaurangn + 1dou:vn e N: U, > 1

3)Etudier le sens de variation de (U,)

50U, — 1 U :5Un—1—Un2—3Un_—Un2+2Un—1__(Un—1)2<0

Upsr — Uy = - = =
w43 U, +3 U, +3 U, +3

Donc (U,) est decroissante

. . . 1
4)Soit V,,, une suite definie par: (Vn € N), 1}, = T
-
a)Montrons que ( V,, )est une suite arithmetique dont on precisera sa raison et son

premier terme.

ST S 1 U, +3
T Upg =1 SUp =1 4U, — 4
U, +3

U, +3 1 U,—1 1

Vg1 =V = — = =—
MM T AU, -4 U, -1 4U,-1) 4
. . . . 1
donc (V,, )est une suite arithmetique de raisonr = 1

1 1
= =1

Vo =
7 Up-1 2-1

b) Ecrivons V;, en fonction de n pui deduisons en U, en fonction den

Vn=V0+nr
1
Vn=1+-
n +41’l
v 1 U 1+1 1 +1
n: & n:— =
1T T,
5) DéterminerS, =Vy+V; + ...+,
S _n+1(V +V)_n+1(1+1+1 )_n+1 2+1

2. Suites géométriques
a. Définition
Une suite (1},) est dite geometrique s'il existe un réel qtel quevVn € N,V,,,; = q.V},. Le réel q
est appelé raison de la suite .

. . v
Pour montrer qu’une suite (V},) est une suite géométrique , on peut montrer que : ";“ =q

n
Exemple :
Soit I, = 2™. Montrons (V,, )est une suite geometrique
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Voyr 21 2x 2" . . .
A TR T 2 donc () est une suite geometrique de raison q = 2
n

b. Terme général d’une suite géométrique

Soit (},) une suite arithmétique de premier terme V/, et de raison q
Vi=Vyxq
V=V Xq

En faisant le produit membre a membre , on aura
Va=VoXxq"

De maniere généraleVa €N; V,=V,xq"
c. Sens de variation d’une suite géométrique
Soit (V,,) une suite geometrique de raisons q et de premier terme V,,
(V)croissante siq > 1
SiVy > 0alorsona < (V) decroissantesi0 < q <1
(V) constante siq = 1
d. Somme des n termes consécutifs d’une suite géométriques

Soit (V) une suite geometrique de premier terme V, et de raison q

S = VO + V1 + Vz R B Vn—l + ]Zn
S=V0+Vo><q+Vqu2+~--...............+I/;)an_1+V0an
S=Vo(1+q+q*+ .. +q" T+ q"
n+1
or1+q+q*+ .. +qv T+ q" = v (deja demontré avec le calcul dans R)
V(1 — n+1
S=—0( 4 )avecq;tl
1-q
1er terme(l _ qnombre de terme)
De maniere generale § = 1-gq avecq * 1
Exercice d’application
Ul == l
Soit (U,) , la suite definie par nfl
n+l = 5o Un

1) Calculer U, et Us

n

2) OnposelV, = U?

a) Montrer I}, est une suite geometrique dont on precisera la raison et le 1°"terme
b) Exprimer V, en fonction de n puis en deduire une formule explicite de U,

3SoientS, =V, + Vo + ..+, etS',=U; + Uy, + ... Uy
Déterminer S, puis deduire S',,
Solution :
1) Calculons U, et Us
1+1 2 1 2
2=5ghT3%37
2+1 3 2 1
=352 75%5 75
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Un

3) Onposel; = -
a)Montrons V}, est une suite geometrique dont on precisera la raison et le 1°" terme
n+1

v, =1 _T3n Un _Un_1
" " n+1 n+1 3n 3" .
Donc (V,) est une suite geometrique de raison q = 3

V_U1_1
17173

b)Exprimons V, en fonction de n puis deduisons en une formule explicite de U,
Vo=V xq" !
Va=3x @™ = Q" =g
" 373 3 3n

U, n
Va=—ltoU,=nV, =5
350ient5n = V1+V2 ++Vn etS’n = U1 +U2 +Un

Déterminons S, puis deduire S',,
n

1
1-q™\ 1(1-3 1 1
Sn="1 =z T ]=30-32

1 1
Sa=50-32)

lll.  Convergence d’une suite numérique

1. Définition
Une suite (U,) est dite convergente quand elle admet une limite finie quand n tend vers
+o00.Une suite qui admet une limite infinie ou n"admet pas de limite quand n tend vers +oo

dite divergente .
Exemple :

Etudions la convergence des suites suivantes

_2n+3
"n241
: . 2n
lim U, = lim — = lim —= 0donc (U,) converge vers 0
n—+oo n-+on n-+oon

h,=vV2n+1
nl_i)rpgg V, = nl_i>IPoo V2n + 1 = +oo donc (V,) est divergente
W, = (D"
_( 1sinestpair
Wo = {—1 si n est impair
(W,) n'admet pas de limite en + oo alors elle est divergente

2. Théoréme
e Toute suite croissante et majorée converge

e Toute suite décroissante et minorée converge

e Sif estune fonction definie sur [b; +oo[ (b > 0) et (U,) une suite definie par
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Uy, = f(n);sien+ oo, f apour limitel € R (resp — o ou + o)alors (U,) a pour
limite | € R (resp en — o ou + )
Si Upy1 = f(Uy) et (Uy) converge vers L alors l verifie la relation f(l) =1
Exemple :
Up=1
Soit (Uy) la suite telle que _3U,+4
n+1 — Un +3
1)Montrer queVn €N, 0 < U, <2
2) Etudier le sens de variation de (U,,)
3)En déduire qu’elle converge et déterminer sa limite
Solution

1) Montrer par recurrence que Vne€N,0 < U, <2

Uy=1=0<U,y < 2vrai au premier rang

Supposons qu’elle reste vraie jusqu’au rang n (0 < U,, < 2) et montrons qu’elle sera vrai au rang n+1
cestadire0 < Uy <2

Onal0<U,<?2 = 0<3U,<6
=24<30U,+4<10 (D
Onaaussi0<U,<2 =3<U,+3<5 (2)
4 _3Up+4 _ 10 4
(1) et(2)= ;<PEE<T=0<7<Upy <2

dou0<Upyq <2
vneNO<LSU, <2

2) Etudions le sens de variation de (U,)

U U _3U, +4 % 38U, +4-U,"-3U, (2-U)R2+U,)
w43 U, +3 U, +3
(U,) est croissante

3) Déduisons en qu’elle converge et déterminons sa limite
Comme (U,,) est croissante et majorée alors elle converge

Soit [ sa limite

On a (Uy,) qui converge vers l et U, .1 = f(Uy) donc lverifie f(l) =1

31+4
fO=le T =lo3l+4=L43lel=20ul=-2

e Soit une suite geometrique de raison q et de terme general U,
v Silq| > 1alors (U,) diverge
v Silq| < 1 alors U, converge et lim U, =0

n—-oco

Exemple :

U, =2" donc lim U, =0car|2]>1

n—-+co
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! <o
3

1
V, = (2)3donc lim U, =0 car
3 n-+oo
3. Suites adjacentes
(U, )est croissante

Lorsque{ (Vn ) decroissante alors (U,) et(V,) sont adjascentes
lim U, -V, =0
n—+oo
o Si(Uy) et(V,) sont adjascentes alors elles converges vers la meme limite |
e VneN,onalU,<Up 1 SISV <V
IV.  Représentation graphique d’une suite
1. Représentation du type U,, = f(n)
On se place dans un repére (0,1,]). La représentation graphique d’une suite U, = f(n) est
I’ensemble des points (n; Uy,)

U 1
L)
U(n)
1,2
1 °
08
0,6
°
0,4
°
°
0,2 °
0
0 1 2 3 4 5 6

2. Représentation dutype U, 1 = f(U,)

Dans ce cas, on ne cherche pas en générale a représenter la suite suivant la définition ci-dessous,
mais on préfére représenter ses premiers termes sur I’axe des abscisses. Pour le faire , on suit les
étapes suivantes :

e Tracer la courbe de f définissant la suite récurrente et la premiére bissectrice d’équation
y=x

e Placer le premier terme U, sur I'axe des abscisses.

e Utiliser la courbe de f pour construire U; = f(Up)

e Reporter U; sur I'axe des abscisses a I'aide de la premiére bissectrice.

e Utiliser la courbe de f pour construire U, = f(U;) sur I'axe des abscisses et on répete la
procédure.
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G foecccnaace
4

)

> &8 '
b .
k' & .
! . . . .
B ®. '
/1‘( U, Uz U Ug U,

V. Progression arithmétique et géométrique

. , . . sy . a+c
e Trois réels a, b et c sont en progression arithmétique si b = —

Preuve
b=a+reor=b—a
c=b+roer=c—»

a+c
donch—a=c—b&o b= >
e Troisa, b et sont en progression géométrique si b? = ac

Preuve

b=axXxror=

Slag|o

c=bXror=

b c
donc ===~ b% =ac
a b
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DENOMBREMENT

Pré requis :
» Connaitre la notion d’ensemble
> Déterminer 'union et I'intersection de deux ensemble

Objectifs :
Apres cette lecon , I’éléve doit étre capable de :

» Connaitre le vocabulaire suivant :ensemble fini, cardinal d’'un ensemble fini, produit
cartésien- listes , arrangement ,permutation , combinaison , anagramme

Utiliser les représentation pour dénombrer

Connaitre et utiliser les formules des p-listes , arrangement , combinaison
Connaitre les notations n!

Modéliser les situations concretes pour résoudre des problémes de dénombrement
Utiliser la formule du Binébme de Newton

YV V V VYV V

Sources et supports pédagogiques
» Collection Hachettes

CIAM 1S
Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006
Cours des collegues(Doyens)

YV V V VY

Internet
» Sunu daara
Plan :(voir cour)
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- Déroulement possible

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

s

I. Théorie des ensembles
1. Ensemble fini et cardinal
a. Cardinal d’'un ensemble fini
Le cardinal d’un ensemble fini E est le nombre d’éléments de cet ensemble .Il est noté card (E)

Exemple :

A={a;x 1;2} card(A) = 4
B={qa; z} card(B) = 2
Card(®) =0

b. Cardinal de la réunion ou l'intersection de deux ensembles
Soient A et B deux ensembles finis contenus dans un ensemble E, (A € E et B C E)

x EAUB={x€E /x€Aoux€B}
x€EANB={x€E /x€Aetx € B}
Propriétés :
Soient A et B deux ensembiles finis on a
Card(AU B) = Card(A) + Card (B) — Card(A N B)

Card (A)=3; Card(B)=4 Card(ANB)=1

Card(E) = Card(AUB)=3+4—-1=6
_ - | Card®=cCard4uB)

— B

A1 \E

o

Si A et B sont disjoints alors AN B =@ ona: (AU B) = Card(A) + Card(B)

Card(A) =2 Card(B)=1 Car(AnB)=0
~— Card(E) = Card(AUB)=2+1=3
A ™ B
— E

¢. Cardinal du complémentaire d’un ensemble
Soit A une partie de E, le complémentaire de A dans E est I'ensemble des éléments qui sont dans E et
non dans A.ll est noté A ou E\ 4
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onaAUA=E etAnA=90

LN

E
Card(A U A) = Card(A) + Card(A) ;Card(E) = Card(A) + Card(A);

Card(A) = Card(E) — Card(A)
Remarque:tAc AUB ; BcAUB ;ANBcCcAUB
Propriétés :
V A, B, C des ensembles de E,on a:

e AUB=BUA ;AnNB=BnA ;AUB=AnNB ;ANB=AUB
e AUBUC)=(AUB)UC=AUBUC ;AN(BUC)=(ANB) U(ANC)
e AU(MBNC)=(AUB) N(AUC

Card(AUB UC) = car(A) + card(B) + card(C) — card(ANB) — card(An C) —
card(BNC)+card(AnBNC)

Exemple :
Dans une classe de 42 éléves , 25 pratiquent le football ; 30 pratiquent le basket et 20 pratiquent les

deux.
a) Déterminer le nombre d’éléves qui pratiquent uniquement le football
b) Déterminer le nombre d’éleves qui pratiquent uniquement le basket
c) Déterminer le nombre d’éléves qui pratiquent ni le football ni le basket

Solution

Soit E I'ensembles des éleves de cette classe card (E) = 42

F : 'ensemble ses éleves qui pratiquent le football, card(F) = 25

B :L’ensemble des éleves qui pratiquent le basket, card (B) = 30

V\E
10

B
|

a)Le nombre d’éléeves qui font uniquement le foot est 5
b) Le nombre d’éléves qui font uniquement le basket est 10
Autre méthode
a) card(F\B) =card(F) —card(FNB) =25—-20=75
b) card(B\ F) = card(B) — card(BNF) =30 —20 =10
Card(FUB) = card(E) — card(FUB) = 42— (25+30—20) =7
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Donc il y a 7 éléves qui ne pratiquent ni le foot Ball ni le basket.

d. Produit cartésien
Définition :
Soit A et B deux ensembles finis .On appelle le produit cartésien de A par B noté AX B, I'ensemble
des couples (a,b) telquea € Aet b € B.

AxB={(ab);a€eA,be€B}

Propriété :
Soit A et B deux ensembles finis :card(AX B) = card(A) X card(B)

Exemple :
Fatou dispose de 5 foulards , 4 bodys et 3 pantalons .Le nombre de fagon possibles qu’elle peut les

porter est :4x 3 X5 =60

Il.  Modélisation
1. P-listes ou P-uplets

a. Définition :
Soit E un ensemble a n éléments et p€ N*; E = {x1, x5, ... ... X, }.0n appelle p-liste d’éléments de E
,toute liste (xq, x5, ... ... X,,) de E distinct ou non.
Exemple : Les mots : maths ,chimie ,compo sont des 5 listes des 26 lettres de |'alphabet frangais.
Remarque :
Dans une p — liste ,I'ordre des éléments est important et la répétition est permise.
Dans un tirage , on utilise I'outil p — liste si le tirage st successif avec remise

b. Définition :
Soit E un ensemble a n éléments et p un entier naturel. Le nombre de p- liste dans E est n?

Exemple 1:
1)Le nombre de codes de 4 chiffres qu’on peut former avec les 10 chiffres est :10* = 10000

2) L e nombre de mots de 3 lettres ( ayant un sens ou non ) qu’on peut former est :
263 = 17576
1) Le nombre de codes de 2 lettres suivis de 2 chiffres qu’on peut former est :262 x 10% = 67600

Exemple 2 :
Une urne contient 2 boules rouges, 3 noires et 1 blanche .On tire successivement avec remise 3

boules dans I'urne .
1) Déterminer le nombre de tirages possibles

2) Calculerles cardinaux des ensembles suivants :
A : « 2 boules rouges suivies d’une boules noire »
B : « un tirage unicolore »
C: « Le tirage ne contient pas de boules rouges »
Solution
1) Le nombre de tirages possibles :63 = 216
2) Les cardinaux des ensembles suivants
3) A:« 2 boules rouges suivies d’'une boules noire »
Card(A)=22 x 31 =12
B : « un tirage unicolore »
Card(B) =23 +33 +13 =36
C: « Le tirage ne contient pas de boules rouges »
Card(C) = 43 = 64
2. P -listes éléments distincts : Arrangement
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a. Définition :
Soit E un ensemble a n éléments et p un entier naturel tel que 0 < p < n.0On appelle arrangement de
p-éléments parmi n éléments , toute p -liste d’éléments de E deux a deux distincts.
Autrement dit, un arrangement est une p- liste dans laquelle il n’y a pas de répétition.
Remarque :
Dans un arrangement , I'ordre est important et la répétition n’est pas permise .
Dans un tirage , on utilise I'outil arrangement si le tirage st successif sans remise
b. Propriétés
Le nombre d’arrangement de p- éléments pris dans un ensemble a n éléments est noté Aﬁ et définie
par:Ab =n(n—1D)(n-2)(n—3) ...... X(n—p+1)

Exemple : A3, = 10X 9 X 8 =720
c. Notation factorielle
Soit n un entier , on appelle factorielle n le réel noté n ! défini par :
nl = { Osin=0
nn—1)n—-2)....x3x2x1 sin#0
Remarque :n! = n(n —1)!

Ap:n(n—1)(n—2).......(n—p+1) X(M—p) X3 %X2x%x1
n M—p) X e...X3x2x1
AP = n!
" (n—-p)!
Exemple:A3=2—;=20
Propriété :
Ad=1 ;Al=n ;A% =n!

Permutation :
Une permutation est un arrangement de n éléments parmi n éléments. Le nombre de permutation
de n éléments est A} = n!

Exemple :

Le nombre de permutations possibles avec les lettres du mot Touba est A2 = 5! = 120
Anagramme :

Un anagramme est une permutation de deux éléments distincts ou non

|
Le nombre d’anagramme du mot chimie est :%=360

Le nombre d’anagramme du mot PAPA est :—2:(!256

Exemple :
Dans une classe de 20 éléves dont 12 garcons et 8 filles , on veut élire un comité comprenant : un
président, un vice président et un trésorier( pas de cumul de poste ) .

1) Déterminer le nombre de comités qu’ on peut former

2) Calculer les cardinaux des ensembles suivants
A « un comité comprenant que des filles »
B «un comité comprenant des personnes de méme sexe »
C « un comité comprenant 2 filles et 1 gargon »
D « le président est un garcon »
E « un comité comprenant au moins une fille »
F « un comité comprenant au plus une fille »
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1)Le nombre de comités qu’on peut former est A3, = 6840
2) Calculer les cardinaux des ensembles suivants :

A « un comité comprenant que des filles »
card(A) = A3 = 336
B «un comité comprenant des personnes de méme sexe »
card(B) = A3 + A3, = 1656
C « un comité comprenant 2 filles et 1 garcon »
2+ 1)

CaTd(C) = A% X A%Z X m = 2016

D « le président est un garcon »
Card(D) = A}, X A%5 = 4104
E « un comité comprenant au moins une fille »
Premiére méthode :
On a1 fille ou 2 filles ou 3 filles
card(E) = Ay X A3, X 3 + A% x A}, X 3 + A3 = 5520
Deuxiéme méthode :
Le complémentarité de E est E: " Ne pas obtenir de fille dans le comité"
card(E) = A3, = 1320
card(E) = 6840 — card(E) = 6840 — 1320 = 5520
F « un comité comprenant au plus une fille »
card(F) = A} x A2, x 3+ A3, = 4488
3. Combinaison
a. Définition :
Soit E un ensemble a n éléments et p un entier naturel tel que 0 < p < n.Une combinaison de p
éléments pris dans un ensemble a n éléments est une partie ou un sous ensemble de E.

Exemple :
A={0;1;2;3;.........9}
(1;2;3);(4;5;6);(9;0;1) sont des parties de 3 éléments de A.
Remarque :
Dans une combinaison , I'ordre n’est pas important et la répétition n’est pas permise.
Dans un tirage, on utilise I'outil combinaison si le tirage est simultané
b. Propriétés :

Le nombre de p-combinaison pris dans un ensemble a n éléments est noté C,f et est défini

¢ p _ Ay
par: Cn—g
p_ﬁ_ n!
npl o pl(n-p)!
Exemple :
2 10! s
RV TIE-ThE .
— n— -
=1 ;¢t=n ;%=1 ;ct'=n ;c=c," ;ch+ch =",
Ona:
ch=c?
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n! n!

" m—=p!(n—-n+p) pn-pt
¢+t =ct,,
n! n!

Cp Cp_1=

nto S el G-Di-p+ D)

Or (n—p+1)l=m—-p)!xn—-p+1) et pl=(@P—-1D!'xp

(n—p+1)! _ |=g!
pil) et (p—1)! >

Donc (n —p)! =
CP+cPt=n ntl-p + n! P
n n pl(n—p+1)! pl(n—p+1)!
- nl(n+1)
cP Cp1=—
ntln pl(n—p+ 1!

- (n+1)!
+cl Tt =—————
ntln p!(n—p+1)!

P p-1 _ ~p
¢+t =cb,,

Exemple :
Une urne contient 3 boules rouges, 2 boules noires et 4 boules blanches .On tire simultanément 3

boules .
1) Déterminer le nombre de tirages possibles

2) Dénombrer les cardinaux des ensembles suivants :
A : « obtenir 2 boules rouges et une boules noire »
B : « obtenir un tirage unicolore »
C : « obtenir un tirage tricolore »
Solution :
1)Le nombre de tirage possible :C3, = 165

2) Les cardinaux des ensembles suivants :
A : « obtenir 2 boules rouges et une boule noire »

card(A) = C2 xC} =6
B : « obtenir un tirage unicolore »
card(B)=C3+C3 =5
C : « obtenir un tirage tricolore »
card(C) = C3 x C3 xC} = 24
Formule du bindme de Newton :

Soient a et b des réels et n un entier naturelon a :
n

(a+by =) chakpm

k=0
2

(a+b)? = Z C¥a*b?~* = €2a°bh?° + Cla'b* + C2a?b?~% = a® + 2ab + b?

k=0
3

(a+b)3 = 2 C¥a*b3* = €2a’b%° + Cta'b? + C2a?b* + C1a®b°
k=0
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(a + b)® = a3 + 3a?b + 3ab? + b3
Triangle de Pascal :
La relation de Pascal nous permet de calculer les coefficients binomiaux :

n/p 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 2 35 35 21 7 1
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TRANSFORMATIONS PONCTUELLES ET ISOMETRIE

Pré requis :
> Vecteurs

» Connaitre les notions :Translation, rotation ,homothétie , symétrie orthogonale

Objectifs :
Apres cette lecon ,I’éléve doit étre capable de :
> Reconnaitre une translation , une rotation , une homothétie , une symétrie orthogonale

> Utiliser la propriété caractéristique d’une translation ,rotation , homothétie

» Déterminer une expression analytique d’une translation, d’une rotation ,d’une homothétie ,
d’une symétrie orthogonale

> Utiliser ces transformations dans :des démonstrations , des problémes de construction , de la
détermination des lieux géométriques

> Décomposer une translation et une rotation en produit de symétries orthogonales

» Reconnaitre un déplacement , un anti déplacement

> Utiliser les critéres d’isométries des triangles dans des résolutions de problémes

Sources et supports pédagogiques
» Collection Hachettes

CIAM 1S

Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006
Cours des colléegues(Doyens)

Internet

YV V V VY

> Sunu daara
Plan :(voir cours)
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MM MMM MMM N WO WM O W W

.- Déroulement possible::

T

I.  Transformation du plan

1. Définition
On appelle transformation du plan, toute application bijective du plan dans le plan
Exemple :

La translation ,la symétrie orthogonale, la symétrie centrale sont des transformations
La projection sur une droite n’est pas une transformation
2. Etude des transformations usuelles du plan

a. Translation
a,.Définition
Soit u un vecteur donné .On appelle translation de vecteur i, la translation notée t; définie par:
tz2(M) =M o8 =MM

’

<l

a,.Propriétés
° tﬁ' = idp
e Réciproque
-t =ty
o Composée de translation
- Loty = 30ty = tyyp
e Propriété caractéristique :Une transformation f est une translation si et seulement si pour
tout point M et N d’image respectives M’ et N’ on a -MN = M'N’
az.Expression analytique
Le plan étant muni d’un repere(o, 7, ]). Soient 1() , M (;) et M' (;;)
tz(M)=M & MM' =14

- {x’ —x=a
y' —y=>b
x'=a+x
{y’ =p+y P
Le systéme (f) st appelé expression analytique de t3;
Application :
Soit (2, —3)

a) Déterminer I'expression analytique de ty
b) Déterminer I'image de A(-5 ;1) et I'antécédent de B’(4 ;-7)
Solution
x'=2+x
y'=-3+y

b) Soient A’ 'image de A par i ;A'(;i:)

x'=2-5=-3 (=3
{y’=—3+1=—2 A(—Z)

a) L'expression analytique de tg{
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Soient B(;) I’'antécédent de B’

4=2+x x=2 2

b. Homothétie
b, Définition :
Soit Q un point du plan et k un réel non nul.
On appelle homothétie de centre Q et de rapport k la transformée notée h(Q,k) définie par :
h(M) = M' © QM = kQ
Exemple :
Soit ABC un triangle .Déterminer h (A, %) (B) ; h(B.—2)(C); h(C; %)(A)

Bl

of

B C

1 — 1—)
h(A,E) (B) = B' = AB' = AB

h(B,—2)(C) = C' & BC' = —2BC
h(C;%) (A)=A" o CA = §C7
b, Propriétés
e h(Q1)=Id, eth(Q —1)=S5,
e Points invariants :
- Sik=1alors tous les points du plan sont invariants par h(€, k)
- Sik# 1 alors le seul point invariant est Q
e Réciproque :
- Q) = h(QD)
e  Composée d’homothéties de méme centre
- h(Q. k) o h(Q, k) = h(Q, ki)
Preuve

Soient M, M’ et M” trois points du plan tel que
h(Q, k(M) = M”
{h(Q, k(M) =M’
Donc h(Q,k")oh(Q, k)M =M’

QM” = kﬁﬁ —_— —_— —_—
ona{* o QM = K'(kQM)= k. kQM
QM, — kIQMII

D’ou h(Q kk"Y(M) =M’
Par suite h(Q, k) o h(Q, k") = h(Q, kK’
e Propriété caractéristique :
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Une transformation f est une homothétie de rapport k si et seulement si pour tous points M et N
d’images respectives M’et N'parf on a: M'N’=kMN

b3 Expression analytique
Le plan étant muni d’un repere(o, 7, ]). Soient Q(};) ,M (;) et M’ (;:)
Q—M;:km(:){x:—a=k(x—a) {x:=k(x—a)+a

‘ ‘ y'—b=k(x—a) y =k(y—a)+b
Ce systéme est une définition analytique de ’homothétie h(Q, k)

c. Rotation
¢4 Définition
Soit Q un point du plan et 8 un reel donné .On appelle rotation de centre Q et d’angle 8, la
transformation notée r(, ) définie par :
- Q=9

QM = QM’

- SiM=# Qal M=Me{——
[ Lalors (M) [(QM;QM')=9[2TL’]

Exemple :
Soit ABC un triangle équilatéral direct de centre déterminer les points A’,B’,C" et définie par :

, 2T ’ s ’ 41 ’ T
N=r(0,2)A) ; B'=7(43)®) ; ' =r(0,-F)©) ;0 =r(4-
C Propriétés
e 7(Q0)=1Id, r(Qm) = Sy
e Réciproque
- Q. 0) =7(Q -6)
e Composée de deux rotations de méme centre
- (9,61 07(Q,6,) = 7(Q,6,) 0 T(Q, 6;)
e Points invariants
- Sif@ = 0[2m] alors tous les points du plan sont invariants par (€, 8)
- Si 6 # 0[2m] alors Q est le seul point invariant par (€, 8)
e Propriété caractéristique
Une transformation est une rotation d’angle 8si et seulement pour tous points M et N d’'images
respectives M’ et N’ ,ona:
MN = M'N’
{(Wv’; M'N") = 6[2n]
d. Symétrie orthogonale
d, Définition :

Soit (A) une droite donnée , on appelle symétrie orthogonale d’axe (A) la transformation notée Sy,

définie par :
- SiMEe (4) alors Sy (M)=M
- SiM & (B) alors S3y(M) = M’ & (A) est la mediatrice de [MM]
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)

d, Propriétés
* Sw =S
¢ SwoSw =1dy
e Points invariants : I'ensemble des points invariants par Sy est (4)
e Cas ou les axes sont paralléles :

v Soit (A) et (A") deux droites strictement paralléles et % le vecteur tel que t;(A) = (A")

Ona:$)o0Sn) =ty
Preuve :

Soient M, M’ et M” les points tels que :

{S(A)(M) =M"
S(A)(M”) — MI
DOHCS(AI)OS(A)(M) =M

Soient I et I les milieux respectifs de [MM''] et [M''M']
MM =MM"+M"M’

=2IM"+2M"T
=2IT
MM =2u

Par suite t,3;(M) = M’
Donc S(A)OS(A,) = tzﬁ

Application :
Soit ABCD un carré direct de centre 0.l et J les milieux respectifs de de [AB] et [BC] et O’ milieu de

[1]] .Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations suivantes :
f=SusoSwcy 39=Sup0oSucy  h=Swc)0Swp
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Solution :
A D
i Q
T~
B J C

* f =S5wus) 0Swoe
- Nature :f est une translation car (AB) || (DC)
- Vecteurde f
U=2CB f = tycs
% Sup 0 Sc
- Nature :g est une translation car (I]) || (AC)
- Vecteurdeg
#=200-0F ;g = t,
’:’ h = S(DC) (0] S(O])
- Nature :h est une translation car (DC) |l (0])
- Vecteurdeh

. @=2C=BC =ty

e Cas ou les axes sont sécants
Soient (A) et (A") deux droites sécantes en O ,u et i’ deux vecteurs directeurs respectifs de
(A) et (A") et 8 une mesure de I'angle orienté (i, ?)

Y
\

Gy

Ona: S,n0S,) =1(0;26)
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Preuve :
Soient M, M’et M”’ les points tel que :
SayM) =M"
Lo =
Donc S(AI)OS(A)(M) =M
(O_M ;OM) = (OM ; OM”)(OM” ; OM”)
= 2(01;0M") +2(0M” ; 0))
= 2[(01 ;0M™) + 2(0M” ; 0))]
= 2(01I;0j)
(OM ; OM’) = 20[27]
Donc OM=0OM’

OM = OM"

De pl
e plus { oy omr

o OM = oM’
Ainsiona {(W,TM’) — 20[2n]
Par suite (0; 20)(M) = M’
D'ol: S,y0S ) = 1(0;26)
Application :
Soit ABC un triangle équilatéral direct de centre O Déterminer la nature et les caractéristiques des
transformations suivantes :
f=SwuB)0Swuc)y 19 =S0c)0Sw0r ih=Swuo) 0Suc)

Solution :

f= SaB) 0 Scac)
Nature : f est une rotation car les droites (AB) et (AC) sont sécantes

. R . 2
Eléments caractéristiques : Le point A est le centre ; Angle =2 X (— g) = — ?ﬂ

21
f=r4- ?)
g = Sw0c)0 SoB)
Nature : g est une rotation car les droites (OB) et (OC) sont sécantes

. R . 2 4
Eléments caractéristiques : Le point O est le centre ; Angle =2 X (?ﬂ) = ?ﬂ

_ 0_411:
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h = S(AO) (0] S(AC)
Nature : h est une rotation car les droites (AO) et (AC) sont sécantes
Eléments caractéristiques : Le point A est le centre ; Angle =2 X (— g) = g
T
h = T(A; - E)
e. Décomposition d’une translation et d’une rotation
Pour décomposer une translation de vecteur 1, il suffit de :
- Choisir une droite (A) ayant pour vecteur normal U

- Construire la droite (A) vérifiant : t1.(4) = (4")
2

-
u

Gy

(2)

Onaty = S(A,)O S(A)

Pour décomposer une rotation de centre O et d’angle 8 , il suffit de :
- Choisir une droite (A) qui passe par O

- Construire la droite (A") passant par O et vérifiant : r (0; g) ) =@"H

GY) 4)

0

2

Ona:r(0;0) = Swn 08w
f. Composée d’une translation et d’une rotation
f1 Propriété
La composée d’une translation et d’'une rotation d’angle @ est une rotation d’angle 8

Preuve :
Soient r une rotation d’angle 8 et t une translation .Montrons que rot ou tor sont des rotations
d’angle 6.
Soient M, N,M’,N’ ,M” ,N” les points tels que :
{t(M) =M" {r(M’

I) M’
t(N) =N" r(N'")

NI

Don {rot(M) =M 1)

c
rot(N) = N’

D’apreés la relation caractéristique d’une rotation ,ona :MN=M"N"
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D’apres la propriété caractéristique d’une rotation,on a:
MIINII — MINI
{(—’M'fzvf';mv’) = 6[2n]
Ainsiona:
. IVIN:M”N":M’N’
e (MN ;M’'N’)=0[27] car MN = M"'N"
MN = M'N’

(MN, M'N7) = o[2n] 2

Ona:{

D’apres les deux systemes 1) et 2) rot est une rotation d’angle 9.
On montre de la méme maniéere que tor est une rotation d’angle 6
¢ Construction des centres de rot et tor

Centre de rot
Soit O,le centre de r et U le vecteur directeur de t. Soit (A) passant par O et de vecteur normal il. Les
droites (D) et (D’)sont telles que :
{r = SwH0 Sw

t = S(A) 0 S(D)

(8)

(D "\
0
2

Q

&l

N =
<l

rot = (S(DI)OS(A)) 0] (S(D)OS(A))
rot = S(Dr) (0] (S(A)OS(A)) (0] S(D)
rot = S(pry0ldy 0 Spy
rot = S(Dr) o S(D)

Par suite le centre de rot est le point Q intersection de (D) et (D’)
Centre de tor
Soient (A) la droite passant par normal U.Les droites (D) et (D’) sont telles que :
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{T‘ = S(A) o S(D)
t=50n 05w

) (D)
(D)

¢

|
)N|CD

N | =
<l

rot = (S(D’)OS(A)) 0 (S)0S@)
rot =Sy 0 (S@)0Sw) 0 Sy
rot = S(pryoldy 0 Spy
rot = S(Dl) o S(D)
Par suite le centre de tor est le point Q intersection de (D) et (D’)

Application :
Soit ABCD un carré de centre O .Déterminer la nature et les caractéristiques des transformations

suivantes :
f= E‘”’(A;%) ;g=r(0}—g)0tﬁ sh=1(C;m)otgg

Solution :

f=tﬁOT(A;g)

@) (D’)\N

0.’ (D)

s
f = tA—B’ or (A, E)
Nature :f est une rotation d’angleg

Centre de f: Soit (A), la droite passant par A et de vecteur normal AB donc (A) = (AB).

Soient (D) et (D’) les droites telles que :
tag = Sy 05

/[
r (A;E) =S50S0
/[
Le centre de f est le point O : f = r(O;E)
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g=r(0;—g)ot3—é

(D)
AT D
01, 4)
B ~Jdc
(D) —

Nature : g est une rotation d’angle —g

Centre : Soit (A) ladroite passant par O et de vecteur normal BC
Soient (D) et (D’) les droites telles que :

T
{T‘ (0; - E) = S(D) o S(A)
tge = Sw) 0 S

s
Le centre de f est le point 0: g = r(0; _E)

h=7r(C;m)otzy

>, i

(D, /,,

Nature :Rotation
Angle :
Centre :Soit (A) la droite passant par C et de vecteur BD ; (A) = (AC).Soient (D) et (D’) les droites
telles que :
{T(C, T[) = S(D) o S(A)
tg5 = Sw) 0 Sy
Donc le centre de r(C; ) o tzp est le point Q intersection de (D) et (D’).
g. Composée de deux rotations de centres distincts
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g1 Proprieté
Soient r et r’ deux rotations de centre 0 et 6'(0 # 0") et d’angles respectifs a et a'.
e Sia+a' =0[2r] alorsror'etr'or sont des translations

e Sia+a' #0[2r] alorsror'et r’'or sont des rotations d’angles a + o’

Preuve :
Soient M, N, M’ ,N’, M"” et N” des points tels que :
{TI(M) — M” {T"(M”) — MI
! n e ! n A
r"(N)=N r'"(N")=N
b C{ror,(M) = M,
ror'(N)=N
D’ apreés les propriétés caractéristiques d’une rotation,ona:
MN = M'N’ M'N'" = M'N'
{(Wv’, MN7) = o'[211] & {(M”N”,M’N’) = a[2n]

1)

MN = M'N’
(MN,M"N") 4+ (M"N",M'N’) = a + a'[27]
D’aprés Chasles,ona
, . MN = M'N’
Dlou {(W,M”N”) =a + a'[2n]

Donc{

2)

Sia+ a’' =0[2r] alorsona:
MN = M'N’
{(Wv’, M'N") = 0[2n]

D’ aprés 1) et 3) r o r’ est une translation .
Sia+ a' # 0[2m], d’apres 1) et 3) ror’ est une rotation d’angle a + a’
v' Construction du vecteur de r o r’ dans le cas d’une translation
ror'(0") =r[r'(0)] =r(0"
Donc le vecteur de ro r’ est 0°0”
v Construction du centre de r o ¥’ dans le cas d’une rotation
Soient (D) et (D’) les droites telles que :
T =5m) 0500
{T" = S(oo’) (0] S(Dl)

donc MN=M'N’ 3)

Application :
Soit ABC un triangle équilatérale direct de centre Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques des transformations suivantes :
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p=r(65)or(e5) 5 o=r(o-5)or(c-5)
(

h=r A;g)or (0;—2?”) ;i =T(C;—§)OT(B}2?7T)

Solution

. VA [
f est une translation cars —3 = 0

. —41 21
g est une translation carT — ? =

4 21
f(c) = r(O;——)or(C;——) ©
3 3
4n
£(©) =7(0;=5)(O)
T 21

h = r(A;g)or (0; —?>
h est une rotation car g - Z?H # 0[2m]
Angle :—g; (g - 2?”)
Le centre est le point Q intersection de (D) et (D’) telles que :

115

77726 78 68 S.Touba Gueye toubatoubisto@gmail.com




S. Touba Gueye , professeur de mathématiques

MATHEMATIQUES 1S

r(4; g) = Sty 0 Scao)

2
Tr (0, _?) = S(AO) (0] S(D’)

. . 2
i est une rotation car —§+ ?n = g # 0[27]

r(C;=3° = Sp)0 Sccr)

Le centre est le point Q" ; o
r(

B,?) = S(CB) (0] S(D’)

Par suitei = r(Q’;g)
h. Composée d’une translation, d’une rotation et d’'une symétrie orthogonal
h, .Cas ou le vecteur de la translation est un vecteur normal de l'axed de la symetrie
v Propriété
Soit u un vecteur normal de (A) alors : t; o S(ay et Sy o ty sont des symétries orthogonales.
Preuve :
Soient (D) et (D’) les droites telles que :
{tg = S(A) 0 S(D)
ty = S(D,) 0 S(A)

— A
u

. (D’)
ETT d)

(D)

N | =
<l

Ona :taOS(A) = (S(DI)O S(A)) OS(A)
taOS(A) = S(DI)O(S(A) (0] S(A))
tﬁOS(A) = S(DI)

S(A) oty = S(A)O(S(D)OS(A))
S@ 0 ta = (S@)05@))0Sm)
S(A) oty = S(D,)

h,.Cas ou le vecteur de la translation est un vecteur directeur normal de I’axe de la symétrie
v Propriété
Si u est un vecteur directeur de (A) alors o :
e ({30 S(A) = S(A) oty
® i3 0 S n'apasde pointinvariant
Preuve :
Soient M, M’, M”", M’” les points tels que :
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SayM) =M"
tﬁ(M”) =M
ty(M) = M"
M M”
@) 5 !
MIII MI
M —» M” —> M’
t;o S(A) -
Ona:tyoSuM) =M
tﬁ(M”’) =M FYTIIE Y Y
>M'"M=M
eucony = = M7 = b
Donc MM”’M’M’”” est un parallélogramme ;
(MIHMI) " (A)
De plus {(MIMIII) _L (MMIII)

Donc (M'""'M") L (MM'")
Par suite MM"”M’ est un angle droit d’ oi MM”’M’M’”* est un rectangle ;(A) médiatrice de [MM'"']
donc (A) médiatrice de[M'M"'].
Ainsi S(A)(M”) =M
Ortz(M) =M"
tu S
M——m» M —» M
S(A)Otﬁ’

-
»

D’ou ZS(A)O tﬁ(M) =M
Conclusion :
ty 0 S(A) = S(A)Otﬁ(M) =M
Donc t; o0 S(A) = S(A)Otﬁ(M)

Montrons que tz 0 S(p) n’a pas de point invariant
1°"cas : Si M € (A)
Me(A) & S(A)(M) =M
Onaty o Spn(M) = ty(M)
tz(M) =M’
Deplust; o Spy(M) =M =1 = 0 ce qui est absurde car % # 0

2¢Mecas: SiM ¢ (A)
Soit M le point tel que :S(y)(M) = M’, Donc MM’ est un vecteur normal de (A)
Ona:tzoSpuy(M) =M
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tﬁ(M') =M
U =MM'" d’ou MM’ est un vecteur directeur de (A) ce qui est absurde
Conclusion :

VME (P);tyoSn(M)#M donc ty oS,y n'a pas de point invariant

» Symeétrie glissée
On appelle symétrie glissée la composée d’une translation est une symétrie orthogonale tel que le
vecteur de la translation a la méme direction que I'axe de symétrie .Ces éléments caractéristiques
représentent le vecteur et I'axe .
h3 .Cas ol le vecteur de la translation n’est ni un vecteur directeur ni un vecteur normal
Propriété :
Si u n’est ni un vecteur directeur ni un vecteur normal de la droite (A) alors:
tz 0 S(a) €t S(a) 0 ty sont des symétries glissées.

Preuve : :
A
@y // |
5 H @)
(a") :

Soit O un point de (A) et A le point tel que U =0A.Soit H le projeté orthogonal de A sur (A) et le
milieu de [AH].Soient (A") la droite passant par I et paralléle a (A) et (A"") la symétrie de (A")
par rapport a (A"
Ona :{tﬁ - S(A’) oS
taa = Sw) 0S@m
U=0A=OH+HA
i = o4 = tor O tad = tgioton
tz 0 Sy = (tom 0 tra)oSw)
tz 0 5(p) = tg50 (tm’ (0] S(A))
tg 0 S) = g5 0(58,)0 S0 Sw))
t5 0 S(n) = o5 0(S(ay)

Par suite t;; 0 S(p) est une symétrie glissée de vecteur OH

De méme
S(A) oty = S(A)O(tm (0] t5ﬁ)
S(A) oty = (S(A)Otm) (0] t5ﬁ)
S(A) oty = (S(A)O S(A)O S(Az))otﬁ
S0ty = S, 0tg
Il.  Isométrie
1. Définition

On appelle isométrie , toute transformation qui conserve la distance c’est-a-dire une transformation
est une isométrie si pour tout point M et N d’images respectives M’ et N’ ,on a MN=M'N’" .
2. Ensemble des isométries

Les isométries du plan sont : I'application identique, la translation, la rotation, la symétrie
orthogonale et la symétrie glissée.
3. Propriétés

e Toute composée d’isométries est une isométrie
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e Laréciproque d’'une isométrie est une isométrie
{f‘l(M) R
ffN) =N f(N)=N
e Toutes les isométries conservent : la distance, les aires, la mesures des angles géométriques
, le parallélisme, I'orthogonalité ,les points de contact, le barycentre , la nature des figures
géomeétriques
4. Déplacement et antidéplacement
a. Définition
On appelle déplacement toute isométrie qui conserve les angles orientés .

On appelle antidéplacement toute isométrie qui transforme les angles orientés en leurs opposés .
b. Ensemble des déplacements et antidéplacements

Les déplacements sont :I'application identique ,la translation et la rotation
Les antidéplacements sont : la symétrie orthogonale te la symétrie glissée
c. Propriété
e Lacomposée de deux déplacements est un déplacement
e La composée de deux antidéplacement est un déplacement
e Lacomposée d’un déplacement et d’un antidéplacement est un antidéplacement
5. Classement des isométries suivant leurs nombres de points invariants
e Toute isométrie qui laisse qui laisse trois points non alignés est I'application identique
e Toute isométrie qui laisse deux points distincts A et B invariant et qui n’ est pas I'application
identique est la symétrie orthogonale d’axe (AB)
e Toute isométrie qui laisse invariant un point A et qui n’est pas I'application identique ni la
symétrie orthogonale est |la rotation de centre A
e Toute isométrie qui ne laisse aucun point est soit la translation de vecteur non nul soit la
symétrie glissée

6. Triangles isométriques
a. Définition

Deux triangles sont isométriques(superposables) si I'un est I'image de 'autre par isométrie .
De plus si I'isométrie est un déplacement alors les triangles sont dits directement superposables.
Si I'isométrie est un antidéplacement alors les triangles sont dits superposables prés .

b. Critére d’isométriques

Pour que deux triangles soit isométriques , il suffit que I'un des critéres suivant soit vérifié
e Lesdeux triangles ont leurs cotés deux a deux de méme longueur
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e Les deux triangles ont des angles géométriques de méme mesure compris entre deux cotés deux
a deux de méme mesure

e Les deux triangles ont un coté de méme longueur compris entre deux angles géométriques deux
a deux de méme mesure
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STATISQUE

Pré requis

> Statistique

Objectifs :

Apres cette lecon , I’éleve doit étre capable de :
Connaitre le vocabulaire :populations, caractére, individu, échantillon, mode , modalité
Calculer et interpréter les parametres de dispersion

>

vV V V VY

Y VvV

Représenter une série a deux variables

Calculer les coordonnées du point moyen

Déterminer une droite d’ajustement par la méthode des moindres carrés et la méthode de
Mayer

Calculer et interpréter le coefficient de corrélation

Utiliser la droite de régression pour faire des extrapolations ou interpolations linéaires

Sources et supports pédagogiques

>

YV V V VY

>

Collection Hachettes

CIAM 1S

Programme de mathématiques du second cycle (Sénégal)-Année 2006
Cours des collegues(Doyens)

Internet

Sunu daara

Plan :(voir cours)
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////////////////////

- Déroulement possible:
I

La statistique est un recueil de données et I'interprétation de ces données. L’origine du mot
statistique remonte du latin classique statuts (état) qui, par d’évolutions successives , aboutit au
francais statistique , pour la premiere fois en 1771.
La statistique trouve son application dans beaucoup de domaines : économie , biologie , commerce,
physique, politique, sociologie ....
A. Série a un caractére
I.  Vocabulaire

1. Population

Une étude statistique porte toujours sur un ensemble de personnes, d’animaux, d’animaux , de
végétaux ou de chose. La population est I’ ensemble sur lequel porte une étude statistique .
2. Individu

C’est tout élément de la population.

3. Echantillon

La partie de la population effectivement utilisée pour I'étude statistique est appelée échantillon
4. Caractére

Un caractere est toute information qu’on peut étudier sur la population
Exemple :Considérons I’ ensemble des éleves de S; Du Sénégal
L” ensemble des éleve de S; est une population
Chaque éleve de S; est un individu
Un sous ensemble d’éléves de S; est un échantillon
Un caractere peut étre quantitatif ou qualitatif .
Un caractere est dit quantitatif lorsqu’il est mesurable
Un caractere est dit qualitatif lorsqu’il n’est pas mesurable
5. Modalité

On appelle modalité toute valeur possible d’un caractere
6. Effectif

L” effectif d’une modalité n; est le nombre de fois que cette modalité est observée
7. Fréquence

La fréquence f; d’'une modalité m; est le quotient f; = % oun; estl effectif de cette modalité et n

I'effectif total
- Effectif cumulé croissant d’une valeur x; :

C’est le nombre d’individus présentant une valeur du caractére inferieur ou égale a x;
L’ensemble des couples (x;; n;) ou I’ ensemble des couples (x;; f;) est appelé série statistique a un

caractére
e (Caractére qualitatif
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Modalité m; m; My | e my
Effectifs n; ny Ny | e ng
Fréquence f; fi fo | e fx

e  (Caractere quantitatif discret

Modalité x; X; Xy | e Xy
Effectifs n; ny 175 S VO ny
Fréquence f; fi fo | e fr

On peut ajouter dans le tableau :les ECC et les ECD
e (Caractére quantitatif continu

Classes C; [ai,a,] [az,as[ | oo [ag—1, akl
Centres x; Xi X | e Xk
Effectifs n; nqy n, Ny
Fréquence f; fi fo | e fr
On peut ajouter dans le tableau :les ECC et les ECD
.+ .
Le centre de la classe [a;, a; ;1 [ est x; = %
L’amplitude de la classe [a;, ;1] esta;.q — a;
La densité de la classe [a;, a4 [ est d; = —
Ai+1—ai
Il. Parametre de position
1. Lamoyenne X
k
Rt NyxXy + NpXy + oo FNEXg
X = —Z nix; =
: n
L
K

=) nify=mfi b mafy bt

L
2. Les quartiles

On appelle quartile d’ordre a% la valeur x; du caractere telle que a% des valeurs observées soient
inferieur ou égales a x;
La médiane M, ou Q, est le quartile d’ordre 50%.Elle partage les valeurs de la série rangées dans
I'ordre croissant en deux sous séries de méme effectif.

- Les quartiles @4, Q,, Q3 partagent la série en 4 séries de méme taille, lorsque les valeurs x;

sont rangées dans 'ordre croissant :pour le premier quartile Q; , 25% des valeurs observées
sont inferieures ou égales a Q4 et pour le troisieme quartile Q3 75% des valeurs observées
sont inferieurs ou égales a Q3.

- Les 9 déciles Q1g, @20, @30, Qg -+ -+ - -, Qg partagent la série en 10 séries de méme

e Détermination des quartiles
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» Cas d’un caractére quantitatif discret

On range les valeurs x; dans I'ordre croissant
- Sileffectif total n =2p+1 est impair, la (p + 1)™® valeur est la médiane
M,=xp+1
- Sil'effectif total n= 2p est pair et si la p’*™€ et la (p + 1)*™€ valeur sont égales alors la
médiane M, = xp

- Sil'effectif total n= 2p est pair et si la p**™® et la (p + 1)**™® valeur sont différents alors
Xpt+Xpi1

2
> Cas d’un caractére quantitatif continu

la médiane M, =

Pour calculer un quartile d’ordre t%, on determine la classe [a, b[ dans laquelle les fréquences
cumulées atteignent t%.

Si f1 est la fréquence cumulée de la classe [c, b[ qui précede [a, b[ et si f, est la fréquence cumulée
croissante de la classe [a, b[ alorson a:
t—fi _fo—h

Q.—a b-a

f2

| 1) WU

fr -

Wl -2

Avec comme hypothése I'équipartition des valeurs de chaque classe.
¢=a+ -0
Si t=50%, Q; = Q5, Sit=75%, Q; = Q5, S| t= 25%, Qt Q4

_ S—fi
Ql—a+ér25 ]}(b a)
1 —
Q; = 0%5 7 —Wb-a)
fl(b_a)

s=a+———
- h
3. Le mode

- Pour une série correspondant a un caractere quantitatif discret, on appelle mode une valeur
du caractere d’effectif maximum

Une série qui a plusieurs modes est dite polymodale
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Une série qui a un seul mode est dite unimodale
- Pour un caractére quantitatif continu ,dont les valeurs sont groupées en classe d’égales

amplitude, on appelle classe modale, la classe qui a le plus grand effectif
- Siles classes sont d’amplitude inégales , la classe modale est la classe qui a la plus grande
densité
1l. Caractéristiques ou parameétre de dispersion
1. Lavariance

La variance est la mesure de la dispersion des échantillons autour de la moyenne ,autrement dit c’est
la moyenne des carrés des écarts entre les modalités et la moyenne.
_ 1 k 2 _ n1(x1—E)z+n2(xz—E)Z+--~.....+xk(x2—f)z
V(x) = Xicani(x —x)° =

n

k
1 _
V(x) = EZfi(xi — )2 =f1(x1 — X2+ f2(xy — )% + - Hfr(xg — X)?
i=1

Formule de Koenig
k k

1 E — _1 E 2 = =2
V(ix) = o n;(x; —x)* = - nx;“ —2n;x;x +x
i=1 i=1
1k —
Or ZZi=1 2n;x; = 2%

k
1
V(x) = 1—12 n; x;2 — 2x% + x?

i=1
k
V(ix) = lz n; x;2 —x*
n [ R §
i=1
2. Ecart type

L'écart type est |’écart moyen entre les modalités et la moyenne. Autrement dit la variance est la

racine carré de la variance
o(x) =./V(x)

Plus I’écart type est grand, plus la dispersion est importante, plus I’écart type est petit plus x; se
resserrent autour de x
3. Coefficient de variation

Le coefficient de variation est quotient entre I’ écart type o(x)a la moyenne X.ll permet de comparer
des séries dont les caractéres de méme nature mesurés avec des unités différentes , quant a la
dispersion des valeurs autour de la moyenne .

cy =2®
x

4. Ecart absolu moyen par rapport a la moyenne

L’écart absolu moyen par rapport a la moyenne est la moyenne de la valeur absolue des écart a la
moyenne. Autrement dit, ¢’est la distance moyenne a la moyenne.

K
1 o Mylxg = x| Fnglay =X+ g — X
eaz=;zni|xi—x|= n

i=1
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5. Ecart absolu moyen par rapport a la médiane

L'écart absolu moyen par rapport a la médiane est la moyenne de la valeur absolue des écart a la
médiane
k
1 _ nylxy — M|+ nglxy — Me| + -+ oo+ g — M|
em, = — nilxi_Mel— n

i=1
Ona:ey, < ez < o(x)
6. Intervalle interquartile

On appelle intervalle interquartile , I'intervalle [Q;; Q3] contenant 50% des observations centrales ,
formé du premier et du dernier quartile .Son amplitude Q; — Q3 est appelée écart interquartile. Cet
écart permet de mesurer la dispersion des valeurs de la série autour de la médiane .

7. Etendue

L'étendue d’une série est égale a la différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur
observée.
B. Série statistique a deux variables

I.  Série statistique double

Il arrive qu’ on étudie simultanément deux caractéeres X et Y sur les individus s’'une population
donnée. Dans ce cas, I'ensemble des couples (x;; y;) est appelée série statistique double .
1. Tableau a double entrée

Exemple :
Une enquéte effectuée sur un personnel portant sur le nombre d’années d’exercices X et le nombre
de jours d’absence Y a donné les résultats suivants

X 2 4 5 6 7 TOTAUX
\
0 1 2 4 3 0 10
1 0 5 2 3 4 14
2 0 0 5 2 1 8
TOTAUX 1 7 11 8 5 32

Exemple de lecture :

Il'y a5 personnes qui ont une ancienneté de 4 ans avec 1 jours d’absence.
Il'y a 2 personnes qui ont une ancienneté de 6 ans avec 2 jours d’absences

Il'y a5 personnes qui ont une ancienneté de 7ans .
Il y’a 8 personnes qui ont 2 jours d’absence
32 personnes sont concernées par I'étude .

Remarque :

Dans certains cas, il n’est pas nécessaire d’avoir un tableau a double entrée pour organiser les

données.

Exemple :(série injective)

Le tableau suivant donne pour 7 entreprises donne I'investissement X(en millions) et le bénéfice Y(en

millions).
X 1 2 3 4 5 6 7
Y 6,3 6,4 6,7 6,9 7,2 7,4 7,5
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A partir d’une série double , on peut extraire deux séries marginales X et Y

Exemple :Dans le tableau (A), les séries marginales sont :

3. Séries conditionnelles

X 2 4 5 6 7

Effectifs 1 7 11 8 5
Y 0 1 2
Effectifs 10 14 8

On peut déterminer la distribution suivant un aspect d’ une des deux variables .Une telle distribution

est dite conditionnelle .

Exemple :

La distribution de X sachant que Y=1 est appelé série conditionnelle définie par le tableau suivant

L’effectif de la modalité est 0 alors le tableau peut étre sous cette forme

X/Y=1

4

5

6

7

Effectifs

5

2

3

4

Ce tableau correspond a la distribution des personnes qui ont 1 jour d’absence
4. Nuages de points

Dans toute la suite on travaillera sur I'exemple (S)

Exemple (S) :

Une entreprise fabrique et vend 8 lots de pompes a injection. Le tableau ci-dessous donne le % Y de

pompe d’un lot qui a une pompe au cours de X années.

X(années) 1 2 3 4 5 6 7 8
Y(pourcentage) 0 2 4 8 11 14 17 20
X X1 X5 Xn
Y Vi Vo | e Vn

Dans le plan muni d’un repére ortho normal(o, 1, J), 'ensemble des points M(i) est appelé nuages

de points .
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Représentons le nuage des points .

nuages des points

25
20 [ ]
®
15
([ ]
([ ]
10
([ ]
5
®
®
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

5. Moyennede XetY

L’effectif total n est le nombre d’individus de la population. Dans I'exemple (S) n=8
La moyenne de X notée X est définie par :

n
-1 X1+ X+t
n 4 n
_ i=1
La moyenne de Y notée Y est définie par :
n
., 1 y1+x2+-'-..+yn
n 4 n

,..
Il
=

Dans I'exemple (S) :

1w 1424+34+44+454+6+74+8
X==) x = =45
N4 8
i=1 _
X =45
1y 04+2+4+8+11+14417+20
S Yo iy
N 4 8
=1 _
7=95

6. Point moyen

On appelle point moyen le point G(X, Y)

Dans I'exemple (S)
G(4,5;9,5)

7. Variance et écart typede X et Y
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La variance de X est le réel positif noté V(X) et définie par :
n n

1 1 X124+ x,% + e 4x,?
V(X) =—Z(xi—f)2 =—in2 —gr=t 2 n_ k2
n n n

i=1 i=1
La variance de Y est le réel positif noté V(Y) et définie par :

1v 1% V124 Y2 4 4y
) byt

VI == =9 =2 v -5 "
ni=1 ni:l

= n —_ y
Dans I'exemple (S) :
I, ., 12422432442 452462472 4 82 ,
V(X) =—le- _ 52 = —(45)
n i 8
V(X)=5,25

I, o, 02422442487+ 112 + 142 + 172 + 207 )
V=2 v -5 = - 95)

n i 8

V(Y)=46

L'écart type de X noté o (X) est le réel positif défini par :

o(X) = JVIX)

L'écart type de Y noté a(Y) est le réel positif défini par :

oY) = V()

o(X) =/V(X) = /525 =2,29
oY) =/V(Y) =46 = 6,78

Dans I'exemple (S) :

8. Covariancede XetY

La covariance d’un couple (X,Y) est le réel noté cov(X,Y) et défini par :
n

1 __ X +x + - tx __
Cov(X,Y)z—inyi—XY= W T X2Ya whn _ gy

n 4 n
i=1

Dans I'exemple (S) :
n

1 . W
Cov(X,Y) = Hz x;y; — XY
i

=1
_1><O+2><2+3><4+4><8+5><4+6><14+7><17+8><20
= 5 _

(4,5

X 9,5)
Cov(X,Y) =15,5
9. Coefficient de corrélation linéaire (CCL)

Le coefficient de corrélation linéaire de la série (X,Y) noté r est défini par :

_ Cov(X)Y) .
= 5o 1<r<1

Le CCL nous renseigne sur |'existence ou non d’une dépendance ou d’une corrélation entre les deux
caracteres étudiés.
e Slrestvoisinde 1ou-1, ondit qu’il y’a une forte corrélation entre X et Y

e Si|r| =1, onditqu’il y a une corrélation parfaite (tous les points du nuage sont alignés)
e Sirestvoisin de 0 alors il y’a une faible corrélation
e Sir=0alorsil y’a pas de corrélation
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NB :0On dit gqu’il y’a une une bonne corrélationsi |r| = 0,86
15,5

2,29%6,78
Il.  Ajustement linéaire

Dans I'exemple (S) r = = 0,99 donc il y’a une bonne corrélation

Ajuster de maniére linéaire un nuage c’est trouver une droite qui est plus proche de tous les points
du nuages .
1. Ajustement par la méthode des moindres carrées

Ici la droite recherchée est appelée droite de régression.
a. Droite de régression de Y en X

La droite de régression de Y en X notéeDy x s’écrit sous la forme :

Y=aX+b
q = V&Y b=Y—-aX
V(X)
Dans I'exemple (S) :
= VEY) 155 _ 295, b =¥ —ak =9,5— 2,95 x 4,5 = —3,775
V(x) 5,25
Y=2,95X-3,775

b. Droite de régressionde XenY

La droite de régression de Y en X notéeDy,x s'écrit sous la forme :
X=dY+Db
b'=X-aY

1 _ cov(X)Y)
%)
2. Ajustement par la méthode de Mayer

Dans I'exemple (S) :
X 2 3 4
Y 2 4 8
Le point moyen est G1(2,5;3,5)

X 5 6 7 8
Y 11 14 17 20

Le point moyen est G,(6,5;15,5)
La droite recherchée passe par G;(2,5;3,5) et G,(6,5;15,5)

Y=aX+b
155-35
A= 65-25

Y=3X+b etcomme G;(2,5; 3,5) passe par cette droite doncon a:
3,5=3(2,5)+b donc b=-4
Y=3X-4
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