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LE MOT DE I’AUTEUR
51 NATHS cap vers la réussite Terminale S,

Nous avons repris dans ce manuel de la Terminale S, les
principes qui avaient guidé la rédaction des deux manuels de

seconde et Premier :

XYMATHS cap vers la réussite 279€§ XYMATHS cap versa réussite 1°7€S.

E

I i

: PAPA 4 Ma
¢ OUSMANE : i
] THIAO ; 0
¢

" IMATHS -~ | MATHS
e

!I CAP VERS LA REUSSITE

Nouvelle édition

Nous avons construit chacun des chapitres selon une
structure simple.

¢ Un cours clair et detaille ou [’essentiel est donné
(définition, remarques, théorémes, propriétés)
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% A la fin de chaque sous-titre du cours ; des exercices
d’applications résolus pour appliquer le cours.

» Une série d’exercices eSt proposee pour chague cours pour
mettre en application les methodes étudiees.

Nous espérons que ce
manuel sera bien accueilli et
qu’il rendra a ses
utilisateurs, apprenants et
enseignants, les services
quils peuvent en attendre.

Nous accueillerons
avec intérét toutes les
remarques et observations
qu’ils voudront bien nous
adresser au
77 360 32 35 (WhatsApp)

Nos livres sont disponibles
a la librairie harmattan
Sénégal

Plus d’infos adresser au
77 36032 35// 3382598 58
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Ce que dit le programme. . .. .

: Compétences
Contenus Commentaires PE
exigibles
¢ La fonction logarithme
népérien, noté In, est la
primitive sur J0 ; + oo de | ¢ Connaitre et
la fonction [x ~ S qui | utiliser
sanndle en 1 X les limites (a est
e Fonction En ligison avec la lrja?tionnel
logarithme népérien : physique, on introduira le strictement
Er?semble P dé logarithme décimal, noté positif)
définition, propriétes | 109 . lim x%In(x)
algébriques o La for_lctlon x— 0+ e
continuité, exponentielle lim I;: i
limites dérivée. | est définie comme x l" ek
1 H - s = lm — ;
représentation fonction reciproque de la | 1T 3a
graphique fonction logarithme TpLICLEI
' népérien, et sera notée x>0 X ’
[x+— exp(x)].On lim “— :
4 ; . X -
e Fonction girgt()g[reia:fsm ghe. lim x™e”*
exponentielle: = o
engemble de | ® Onsintéresseraaux | 7 estun entier
définition limites usuelles ci naturel non nul
ropriétés algébriques, | JESSOUS : —
continuits,  Timites, | lim, x7InGo) + Détermirer es
dérivée, primitive, li In(x) | primi
représentation cdm = fonctions du type
. x . i
graphique. lim = ; (expO)f's =
X >+ 00X
lim In(1+ x) :
x—-0 xx
lim &¥—— , a étant
x—>0 X
un
rationnel strictement
positif
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APERCU HISTORIQUE
En 1614, un mathématicien écossais, John Napier (1550 ; 1617) ci-contre,
plus connu sous le nom francisé de Neper publie « Mirifici logarithmorum
canonis descriptio ».

Dans cet ouvrage, qui est la finalité d’un travail de 20 ans, Neper présente
un outil permettant de simplifier les calculs opératoires : le logarithme.
Neper construit le mot & partir des mots grecs « logos » (logique) et
«arithmos » (nombre).

Toutefois cet outil ne trouvera son essor qu’apres la mort de Neper. Les
mathématiciens anglais Henri Briggs (1561 ; 1630) et William Oughtred
(1574 ; 1660) reprennent et prolongent les travaux de Neper.

Les mathématiciens de [’époque établissent alors des tables de logarithmes
de plus en plus précises.

L’intérét d’établir ces tables logarithmiques est de permettre de substituer
une multiplication par une addition (paragraphe II). Ceci peut paraitre
dérisoire aujourd’hui, mais il faut comprendre qu’a cette époque, les
calculatrices n’existent évidemment pas, les nombres décimaux ne sont pas
d’usage courant et les opérations posées telles que nous les utilisons ne sont
pas encore connues. Et pourtant I'astronomie, la navigation ou le commerce
demandent d’effectuer des opérations de plus en plus complexes.

John Napier
Parfois francisé en Jean Neper,
né le ler février 1550 et mort le
4 avril 1617, est un théologien,
physicien, astronome et
mathématicien écossais. En 1614,
il publie son traité Mirifici
Logarithmorum Canonis Descriptio.
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A. EONCTION LOGARITHME

Il existe plusieurs fonctions logarithmes. Les plus connues sont la fonction
logarithme népérien et la fonction logarithme décimal.

- lafonction logarithme népérien est utilisée en mathématiques

- lafonction logarithme décimal permet de manipuler les puissances de 10
est surtout utilisée en sciences physiques, et plus particuliérement en chimie.
Il existe plusieurs fagons d’introduire en mathématiques la notion
de fonction logarithme népérien :

e Une premiere fagon est de la définir comme /’unique primitive de la
fonction inverse s annulant en 1.

e Une deuxiéme fagon est de définir cette fonction comme la fonction
réciprogue de la fonction exponentielle.

Nous choisissons dans ce cours d’introduire le logarithme népérien

en tant que [’'unique primitive de la fonction inverse (x - ;) s annulant
enl

. LAFONCTION'LOGARITHME NEPERIEN
1.1 DEFINKTION

On appelle fonction logarithme népérien noté In la primitive de la fonction
inverse (X - i) sur I’intervalle ]0; + oo [ qui s’annule en x = 1.

On écrit pour tout x réel strictement positif (x € R*) : In(x) ou Inx
¢ In1=0
¢ Lafonction Inx est dérivable sur ]0 ; + oo[ et (Inx)’ = i

¢ VX € ]0; +oo[; % > 0 ainsi (Inx)" > 0 par conséquent Inx est
strictement croissante sur ]0 ; + oo[
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1.2 PROPRIETES ALGEBRIQUES DE LA FONCTION In
I Propriété fondamentale

Pour tous réels a et b strictement positifs : In(ab) = In(a) + In( b)

25 PREUVES

Soit a un réel non nul positif et f la fonction définie par :
f(x) = lnax — Inx

Vx € ]0; +oof; f estdérivableet f'(x) =a x (i) . %

ax
fle=;-;=0
f'(x) = 0alors f est une fonction constante,

deplus f(1) = na(1) —In(1) = lna alors f(x) =Ilna
f(x) = lnax —Inx =lIna ainsi Inax = Inx + lna

Remarque :

Cette propriéte se genéralise au cas d’un produit de trois, quatre, ... N
facteurs : In(a; X a; X... X a,) = Inlaq| + In|ay| + ... + In|a,|
Elle sert dans les deux sens.

25 Exemples :
e In(3)+1In(4)+In(2)=In(3x4x%x2)=1In24
e In(2x) +In(x) = In(2x x x) = In(2x?) ; pourx >0
Conséguences de la propriété fondamentale
Pour tous réels a et b strictement positifset r € Q ona:
1
& In ( ;) = —Ina
& = —
- ln(;) = Ina—1Inb
& Ina" =rlna
& Inva = %lna
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25 PREUVES

) ln(i)z —Ina

Va € R} , axizl = ln(ax%):lnl
(:)lna+ln(%):0 d’ou ln(i)z—lna

- ln(%)=lna— Inb
V(a, b) € RY?, T=axy = In(5)=In(axy)

S ln( ) lna+1n()
S ln( ) Ina— Inb

& Ina" =rlna

— Pour =0, In(a®) = n(1) =0=01In(a)

— Pour r > 0, d’aprés la propriété fondamentale

Ina? =In(a X a) = lna + lna= 2In(a)

De méme ; [na® = In(a X a?) = Ina + Ina® = lna + 2lna = 3In(a)
.. de proche en proche, on a -

Ina" =In(axa" " =lna+na" " t=lna+ @ — na=rin(a)

— Pourr < 0, on note p !’entier tel quep = —r

Ona:In(a"”) =In(a™®) =In (a—lp) = —In(a?) = —pin(a) = rina

& ot ln(%)z Ina— Inb

1.3 /ETUDE DE LA FONCTION Inx
1.3.1 DERIVEE ET VARIATIONS

PROPRIETE:

La fonction In est définie sur I’intervalle ]0 ; + oo par f(x) = Inx
Pour tout réel x de ]0 ; + oo , fest dérivable et f'(x) = =

Or vx € ]0;+4 oo[; §>0 o f'(x) > 0sur ]0;+ oo d’oufest
strictement croissante sur |0 ; + oo

COROLLAIRES ( Immédiats )
V(a,b) € (RY)? et x>0

& Ina= Inb S a=>b
& Inx >0 = x>1
& Inx< 0 S 0 <x<1
& Ina < Inb S a<b

Ces corolaires permettent de résoudre des équations et des in-
équations.
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B Travaux dirigés

1) Résoudre dans R les équations suivantes
(E):In(-2x+1)=0
(Ey)) :In(—x)+ In(x+3) 0
2) Résoudre dans R les inéquations suivantes
(I)): (x> +2x—-3)= 0
(1) In(Z25) 2 0
| — Al
Resolution
1) Résolvons dans R les equauons suivantes
On désigne par D I’ensemble de définition de 1’équation a résoudre et par S
son ensemble de solutions.
(E) :In(-2x+1)=0

Ona:D={x€eER/-2x+1>0}= {X eER/x <%}: ]_Oo;%[

Pour tout x e]— 00; %[ ;on.a:
In(-2x+1)=0 © —-2x+1=1 & x =0

0 € D donc Sk = {0}
(Ex):In(—x) + In(x+3)=0

) —x >0 x <0

Ona.D:{xER/{X+3>O}={xER/{X>_3}=]—3;0[
Pour toutx € |[—3; O[;on a:
In(—x) + In(x+3) =0 & ln(—x(x+3))= 0
© In(—x*-3x)=0 & —x*-3x=1¢ —x*-3x—-1=0
& x4+ 3x+1=0

-3 ++5 -3 -5

xp= 22V 2 038 ox= 22T = 261
-3 ++5 . 3 -5
T\/_ e D \/_, — eED
_ (-3 +v8 -3 — B
SR_{ 2 ’ 2 }

2) Résoudre dans R les inéquations suivantes

(1) :In(x*+2x—-4)= 0

OnaD={x€ R/ x*+2x—-3 >0}

x?+2x—3 > 0si et seulementsix € |—oo; —3[U]1; +oo[
Ainsi D=x € |—o0; =3[U]1; +oof

Pourtoutx €D; :In(x?+2x—3)> 0o x?+2x—-3>1

Extrait du Manuel Pédagogique XY-MATHS caps vers la réussite
Terminale S, de M. THIAO Professeur au lycée de Bambey

Nos contacts: 77 360 32 35/76299 00 99



& x2+2x—420
X1 = _1_\/§ ) X1 = _1+\/§

—_— =
X X 1-WE 1445

xESpliow—4| + 0 — 0 + [Dn

(x € ]-

Sg= |-»,-1 - V5 |Uu[-1+ V5; +o|

(1) :m(X1) 20
X—1¢0 X+ 1
Ona.D:{x E]R/{ LES }:{x ER/ X_1>0}

;“_ri >0 siet seulementsix € ]—o0; —1[U]1; +oo[
Ainsi D=x € ]—o0; —=1[U]1; +oo[

Pour toutx €D ; ::ln(x+1)20 e XL >
X -1 X

+ 1 2
T 1>0 & —<=—— >0
1 Xx -1

Le signe dexz_—lsur ]—o; —1[U]1; 4+oo[est celuide x — 1

a N 1 —oC

|
e | () -+

== t

X ESp © (x € ]1;4o[) N(x € ]—00; —=1[U]1; +oo[)
Sg = ]1; +oo
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1.3.2 LIMITES FONDAMENTALES
Limites aux bornes
& lim Inx = + o

X — 4+ ©

& lim Inx= - o
x — 0t
25 PREUVES

& lim Inx =+ o

La fonction f définie par f(x) = Inx est continue, strictement croissante
sur ]0 ; + oo et non majorée sur |0 ; + oo donc f tend vers +co en +oo
par conséquent li@ Inx =4+ o

X — [ee]
* lim o Inx=— o
Effectuons un changement de varlable
PosonsX_i = x:—

X
x — 07 alors X — 4+ o

lim Inx= lim ( )= lim —InX=— o
x —0 X—+ o X—+ o
Ainsi llm Inx = —
x —0
| nterpretons
Ona llm Inx = — oo alors ladroite x = 0 (I’axe des ordonnées) est
x —0

asymptote vertlcale a la courbe C;) a droite de 0

POINT METHODE

Si u(x) une fonction telle que u(x) > 0 en X, ou au borne (gauche ou
droite) de x, de plussi:

¥x —xy = ukx) — +owalors lim  In(ux)) = + o
X — X

¥x > x, = u®x) — Otalors lim In(u(®))= — o
X — Xp

B Travaux dirigés

Calculer la limite suivante :
a) lim  xln\x
x — 0t
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e
Résolution

a) l)}nl 0+xln\/§

. T o 1 _
lim 0+X1n\/§— l)lm_> 0+Xln(x)2 = l;m_) 0+5Xlnx =0

X —

lim 0+xln\/§

X —

Limites de croissance comparée

Les fonctions puissances croissent plus vite que la fonction In aussi bien
au voisinage de 0 qu’en + oo.
La fonction In est une « fonction a croissance lente »

% lim @ _— o+
X — + 0o lx
& lim = = 0% , (pour toutn > 1)
X — + 00 X
& lim xlnx= 0"
x — 07t
& lim o x"Inx = 07, (pour toutn > 1)
X —
25 PREUVES
& lim nx _ 0

x —>+o0 X

Etude de cas
Soit la fonction h(x) = Inx — 2vx
a) Déterminer le signe de h sur ]0; +oo[

b) En déduireque Vx € ]1; +oo[,0 <X < ix

x Vx
c) En déduire que lim+ L puis interpréter.
X —

oo X

| — ke
Rézolution
a)  Déterminons le signe de h sur 0 ; +oof

Vx € ]0; +oo[, hestdérivable et h'(x) :% —2(2\& "
1-x

h(x) = —Vx € 10; +oo[ lesigne ' estlesignede 1 — +x
Vx € ]0; +o[, h(x) < O0car hestmajorée par —2

b) Déduisons queV x € ]1; +oo[,0 <m7x < %

OnaVvx € |1; +oo[; h(x) <0

Inx —2vJx <0 = Inx < 2VJx

1)1 f
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o mx_ 2x
l;clx g

X
Deplus Vx € |1 ; +oo[;Inx >0
= l;l—x> 0

e 0< =@

Inx 2
De(l) et(2) onavVx € ]0; +o[, 0 < > <&
c) Déduisons que lim B~ 9
x_)+lor.;xx 2
Ona Vx € ]1; 4+oo[,0 <—/— < N de plus

. : 2 . .y
lim 0=0 et lim —= = 0, dapres lethéoréme des gendarmes
X — 400 X = +0o0 VX

Inx

lim —=0
X >+ X
Interprétons :
, , l
Ona lim Inx=+ et lim — = 0 alors lacourbe Cgpy
X — + ) X >+ X
admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses.
. Inx
L) lim — =0
X — +o0o0 X
. 1 . 1 . 1 1
lim = 2= lim 2= lim (Zx—)=0x0=0
X — + o0 X X — + 00 X Xxn~1 X — 400\ X xn-1
. . Inx
Ainsi  lim — =
X >+ 00X
- lim xlnx=0
x — 0t .
Effectuons un changement de variable
1 1
Posons X == = X ==
X X
x — 0% alors X — +
. . 1 1 . InX
Ilim xlnx= lim —ln(—)z Iim ——=0
x — o0t X—+0X X X—+ o X
Ainsi lim xlnx = — o
x — 0%t
) lim x"lnx =0
x — 0t
lim x"lnx= lim (x"!xxlnx)=0x0=0
x — 0t x — 0t
Ainsi lim  x™lnx =0
x — 07t
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POINT METHODE

Si u(x) une fonction telle que u(x) > 0 en x, ou au borne (gauche ou
droite) de x, de plussi:
¥ x > X9 = u®®) — +ooalors lim e _
X > X, u®
. In(u(x)) _
¥ x — X3 = u(x) — +ooalors llxm_}Xo o

¥ x > xy = u®x — 0%Talors lim u®)In(u(x))=0"
X —Xg

¥ x — x, = u(x) — + oo alors lim (u(X))nln(u(X)) =0"
X —Xp

B Travaux dirigés

Calculer les limites suivantes :

. 2x + 1 .
a) ;lc”i - ;;x b) ;lcml o xIn?(x)
c) lim r o d) lim" (x—Inx)

X — 4+ 00X + Inx X =+ ©

e) lim N (In(x? —Bx/+.1) —3x)  f)dim ) (In3(x) + 5% —x?2)
X — + © Xi— +
In(1+x) m(x+ Vx2+71)

g) lim h) lim
x — 0t XxXIlnx X — + o x
i) lim —sx+in(x+1)
X — + oo
| ). lomem
Raésolution

Calculons les limites suivantes :

2x + 1
lim
b) x — 0t x31Inx

Ona lim (2x + 1)=1 et lim x3lnx = 0, par quotient de limite
x — 0t x — 0t

2x + 1
= — oo

lim 3
x — 0+ x°Inx

. 2
) Llrg o xIn“(x)

;ir_n) o xIn?(x) . li)m0+(\/§)21n2 x)
2
. li)m0+(\/§ ln(x))
lim (K In(/R)?)°
lim (2 VX In(v50)’

= lim 4(VXIn(¥x)’

Extrait du Manuel Pédagogique XY-MATHS caps vers la réussite
Terminale S, de M. THIAO Professeur au lycée de Bambey

Nos contacts: 77 360 32 35/76299 00 99



14

. . 2 .
Or Xllm o VxIn(vx) =0 = . ll,m0+ 4(VxIn(Wx))" = . ll,m0+ xIn?(x) =0

: 2(y) —
)1(113 o xIn“(x) =0

- x — Inx
d) lim
X — + 00X + Inx
_ Inx
X — Inx ( ) . ~
- lim lnx = lim Inx
X — 4+ 00X + Inx X—>+00x(1+—) X—>+001+—
1 In 1
. nx . -
Or lim —=0 ainsi lim —mi: —=1
X —>+0 X X —>+01 +— ™ 1
. x — Inx
lim =1

X >+ 0X + Inx
e) lim (x-Inx)
X >+ o

. o _Inx
)l(lrngoo(x—lnx)—XE)rrloox(l IX)
nx

lim X = 4o et lim (1 ——) =1
X — + © X — + oo X {
nx

Par produit de limites de fonctions  lim x(l ——) = 400
X —+ 00 X
lim (x-Inx)
)-( — + © 5
f lim _(In(x*=3x+1) - 3x)
lim  (n(x*-3x+1)-3x) = lim (xXx ln(x —3%¢ 1) 3))

X — + 00 X — + 0o

1——+ 2
= lim B ——— —3
X — + 00
_ lim (X 9 <21nx + ln(l —;+X—2) _ 3>>
X — + 00 X
In(1-3+5
X — + 00 X

X
In(1-3+2%
Orlim x = 4o et lim <’”ﬂ + w—3)= -3

X — + 0o X — + 00

Par produit de limites de fonctions

In(1-3+2%
lim <XX <—21nx + —( * "2)—3>> = —®
X >+ x X

. 2 _ _ _
lim | OC)(ln(x 3x + 1) — 3x) 0
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Oo(ln?’(x) +5x — x?)

. 3 _ 2N\ . 2 1113(X) E _
Llrngm(ln (x) + 5x x)—thrloo X(XZ + 1)>
In3(x) 3
Calculons lim N~ Posons x = t2

3
2
In3(x) ( ) lnt 27 (lnt)3
8 t

XZ_()

3 3
lim In @ _ lim z(ln—t) =0
X —+0 X t3—>+008 t
Ainsi lim (B4 3-1)= -1 et lim =+
X — + oo X X X — + oo
tio

Par produit de limites de fonc

ons

. 2 In3 (X) 2 _
)1<1Q+oo<x ( x2 +x 1)>_ @
3 — w2 = _—
m+m(ln (x) + 5x — x?) o0
h) lim In(1+vx)
x — 0+ xInx
lim In(1+ vx) _ im 1n(1+2&)
x — 0+t xInx x — 0% (Vx) Inx
T In(1++x) 1
_xll>mo+( VX Xx/glnx)
L In(1++X) 1
= tim (2 X omw)
ona: lim ROE)_ et lim 2vxInvx =0~ ainsi
X —l> ot VX x — 0t
)}1_} ot TTEITE o ; par produit de limites de fonctions
In(1+vX) 1 _
lim 0+( o e zmn&) =~
. In(1+ vx)
lim ——= -
x — 0t xInx
i) lim ln(x+ VvxZ+ 1 )
X >+ X
% METHODE 1
. In(x+ Vx2+ 1) . ( ( \J ))
lim — 2 = ]im
X — + oo X X — + oo
ln( >
= lim Inx +
X — + 00 X
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Inx ln<1+ 1+X2>
Or lim —= 0 e lim —————==0 parproduitde
X —> 4+ 00 X X — 4+ 0o X
Inx ln<1+ 1+X1—2>
limites de fonctions lim — 4+ ——F =0
X —>+o0| X X
1 Vx2 + 1
lim n(x+ X% + ) —o
X >+ X
% METHODE 2
lim ln(x+\/x2+1)_ lim (ln(x+Vx2+1) x+Vx2+1>
X — 4 © X — + © X+ VX2 + 1 X
N
Onalim M_ 0 et

X — + X+ VxZ+ 1
im LG 14 /1+i=1+1=2 par produit de

X — + o0 X X — + 00
- . . In(x+ Vx2+ 1) x+Vx2+1)_ _
limites de fonctions )}@HO( Y ey ;. =0x2=0
In( x+ Vx%2+ 1

g xEVEe1)

X — + X
)] lim+ —Xx+In(x+1)

X — (o]
Ona: lim — x= —oo et lim In(x+1) = 4 o ;forme

X — + o X — + o

indéterminé
. kT _ In(x +1)
lim c>o(—x+ln(x+1))—Xhm_wo(x( 1+—))

X —+ X

— lim (X(_1+ln(x+1)xx+1))
X — + o0 X +1 X

or lim 2D g o lim 21— 1 dou

X —+o00 X+1 X — 4+ X
lim (_1+ln(x+1)xx+1)=_1 et lim = + oo par produit
x—re X+ X X — +
de limites de fonctions ~ lim (X(_1+ln<x+1) )

X — 00
lim+ —x+In(x+1) = —oo
X — [oe)
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Limites et nombre dériveé

& lim ™ —1
x—1x -1
& lim 21Ex) _4
x —0 X
&S PREUVES

Cela découle de la dérivée de In x en 1, en effet, on a :
(n)y(1)= <=1

Inx —in(1) _ Inx

& (') = lim 2222 = m _
x—1 X —=1 ¥ —1x —1

& ()W) = lim D -0, g, ROrx)_y
x —0 X 50 "

POINT METHODE

Si u(x) une fonction telle que u(x) >0 en x,0u au borne (gauche ou
droite) de x, de plussi :
¥ x - xp = u) — 1 alors lim Do) _ 4
X —X, U — 1
In(1 + u®x))

¥ x — xy = u(x) — 0 alors lim =1
X —0 u(x)
¥ x 5 x = u® — 0 alors lim =& -u®) _ 4
X — 0 u(x)
B Travaux dirigés
g
Calculer [les limites suivantes :
. In(cos(x))
a) lgcm—m) sin(x)
. In(2x? + x+1)
b) lgcm—m) In(5x+1)
. 5
C) ilri +ooxln (1 — ;)
B RS SIS R
Calculons les limites suivant Resolution
. In(cos(x))
a) lxngo sin(x)
] In(cos(x)) 1 (ln(cos(x)) cos(x) — 1)
X —0 sin(x) T x50 cos(x)— 1 sin(x)
T In(cos(x)) _, cos(x) — 1 b
- LIIE)O (cos(x) -1 X X X sin(x) )
Orlim (oS _ g . pipy W21 ggt lim —2— =1 par
Xx -0 cos(x)—1 "'x 50 X sin(x) P
X —0
produit de limites de fonctions lim (ln(ws(x)) x s -1, X ) =0
x —0 \cos(x)— 1 X sin(x)
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lim In(cos(x)) _
x —0 sin(x)
. ln(ZX2 + X +1)
b) lxlrg() In(5x+1)
lim In(2x*+ x +1)=1lim In(1)=0etlim In(5x + 1)=0
X —0 X —0 X —0

0

H A TRA IIOII
On a une forme indéterminée 5

Levons I’indétermination :

In(2x? + x +1) In(2x? + x +1)

In@x+x+1) _ —paey X @4 x)  TRao o 2+x
In(5x+1) In(sx41) gy  m(sR+1) 5%
2 5X 5X
. In(2x“+x + 1 . In(5x + 1
lim %zl; lim 25Xt D)_ g g
x —0 2x* + X X —0 5x
In(2x? + x +1)
lim 2X2+X—lim 2+ 1 ainsi lim | —2Erx_ ><2X2+X =1
X—0 5%  x-s0 5 5 x —o\ mnx+1) sx | s
5X
g In(2x% + x +1 1
lim M@xi+x+1) 1
x —0 In(5x+1) 5
. 5
¢ lim Xln(l——)
X — 400 X

lim x= 4o et lim ln(l—i)z In(1) =0

X — +00 X — +

On a une forme indéterminée "+ co X 0"
Levons I’indétermination :

Posons t = Z = Xx= %

X — 4oo alors t — 0

lim xln(l — ;) = lim %ln(l —t)

X — 400 X — 400

= lim 5x20°Y _51)=_5
. X — 400 t
(12 = s
1.3.3 TABLEAU DE VARIATION In
x |0 1 € + oo |
F(x)]| +
. . o
| f 0
_-.__ "_x_

La fonction In est continue strictement croissante sur 0, +oo[ et
In(]0,+[) = ]—o0; + o[, leréel 1aunantécédent noté e

In(e) = 1

Comme le nombre 7T, le nombre e est un nombre d’une importance fondamentale en
mathématiques. Le nombre e est la base du logarithme népérien.

Cette valeur de e (le nombre népérien) vaut approximativement 2,72.
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1.3.4 CONVEXITE
Convexité

In est dérivable sur R} et In'(x) =

E

In’ est dérivable sur R, et In"(x) = ——

XZ
Vx € R ; In”(x) <0 par conséquent In est concave sur son
ensemble de définition

Remarque :
On peut en déduire que la courbe représentative de In est toujours en
dessous de ses tangentes

1.3.5 COURBE REPRESENTATIVE
Le plan est muni d’un repére orthonormé. Soit (Cs ) la représentation
graphique de la fonction logarithme népérien f telle que f(x) = Inx
— L’équation réduite de la tangente (T) & (C¢ ) au point d’abscisse 1 est
y=x—1;
— Latangente (T") a (C; )au point d’abscisse e, a pour équationy = ix
elle passe donc par I’origine du repére.

] (T):y=u—1
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1.3.6 ETUDE D’EXEMPLES DE FONCTIONS DE TYPE :
x - In(x)

25 Exemple : 1
f est la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = (fol) Inx , (Cy) sa
courbe représentative dans un repéere orthonormé
1) a) Etudier le sens de variation de la fonction g définie
par g(x) =x—1+ Inx
b) vérifier que g(1) = 0, en déduire suivant les valeurs de x, le signe de
g(x).
2) a) Montrer que pour tout x'> 0, f'(x) =
b) En déduire les variations de f.
c) Etudier les limites de f*en.0 puis en + oo puis interpréter
graphiquement les résultats,
d) Dresser le tabléaude variation de f.
e) Tracer (Cr).

g(x)
x2

| — e
Résgolution
1) a) Etudions le sens de wvariation de la fonction g définie
par g(x) =x— 1+ Inx
Vx € ]0; +oof , g est dérivable par somme de somme de fonctions
dérivable etg'(x) = 1+ =
Vx € ]0; +oo[ , 1+ §> 0 ainsi g'(x) >0 d’ou g est strictement
croissante ]0; +oo[
b)  vérifions que g(1) =0,
g)=1)-1+mn(1)=1-140=0
g)=0
Déduisons suivant les valeurs de x, le signe de g(x).

Ona Vx € ]0; +oof geststrictement croissante et g(1) =0
Alors

e Sur ]0;1[;g(x) <0

e Sur ]1; 4+oof ;g(x) >0

e Pourx=1;gx)= 0
2) a) Montrons que pour tout x > 0, f'(x) =

8x)
XZ
Vx € ]0; +oo] f(x) = (%) Inx est dérivable comme étant produit de

fonction dérivable et

Extrait du Manuel Pédagogique XY-MATHS caps vers la réussite
Terminale S, de M. THIAO Professeur au lycée de Bambey

Nos contacts: 77 360 32 35/76299 00 99



21

£'(x) = (X—‘l)'(lnx) + (2 anwy

= () o + (53) ()

b) Déduisons les variations de f.
' g8(x) ; ' ;
On a f'(x) = el le signe de f'(x) estcelui de g(x) car vx €
10; +oo[,x% > 0 ainsi
e Sur]o; 1[;f'(x) <0
e Sur ]1; 4oo[;f'(x) >0
e Pour x= 1;f'(x)= 0
c) Etudions les limites de f en 0 puis en + co.
i = li 1  _ — o) —
Llrimf(x)_ Llrim( " )lnx- 0 X (—00) =+ o0
lim f(x)= + o
x — 0t
«» Interprétons :
Onalim o f(x) = + oo alors la droite d’équation x = 0 est asymptote

verticale a (C¢) a droite de 0.
lim f(x) = lim (%) Inx=1 X (+00) =+ 00

X — + o X — +00

lim f(xX)= + o

X — +00
«» Interprétons :
Ona lim f(x) = + oo; calculons
X — 400

. fi . —Inx . -1
¢ lim 2= lim *— = lim “—Inx
X — 400 X X — 400 X X — 400 X
. (xlnx lnx)
= lim - —
X — +oo x2 x2
. 1 1
= lim (E - n—f) =0
X — 400 X X
. i
lim = _
X — 400 X
. . fi
Ona lim f(x) = + oo deplus lim 9 — 0 alors (C¢) admet
X — 400 X w400 X

une branche parabolique de direction 1’axe des abscisses
d) Dressons le tableau de variation de f.

X 0 1 4+ o
(=) — 0 -+
(0] —+ o
T ~—— 0 -
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e) Tragons (Cy).

25 Exemple : 2
On considére la fonction f définie sur |0; +oof par fi(x) = s
1) Déterminer les limites de f en 0 €t en + oo puis interpréter
graphiquement les résultats,
2) Deéterminer pour tout x.de, 10 ; +oo[ ; /().
3) On note u la fonction‘définie sur ]0; +oof par u(x) = x + 2 + 2Inx

a) Déterminer, pour tout x de ]0; +oof , u'(x), en déduire les
variations de u.

b) Déterminer la limite de u en-0 et + co.

C) Mointrer que l’équation ux) = 0 admet une solution a sur
10; +oof

d) En déduire le signe-de-u(x).

e) Montrer que a €.]0;1 [, en déduire unencadrement de a
d’amplitude 1071,

f) Justifier que f(a) = —=
4) a) Exprimer f'(x) en fonction de u(x).

b) En déduire les variations de f.

c) Dresser le tableau de variation de f.

d) Tracer (Cr)

xlnx
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| — e
Rézolution
1) Déterminons les limitesde fen 0 et en + co.
@ lim  fx)=1lim 22X _02_)
x — 0t X —»>0tx + 2 2
lim f(x)= 0
x — 0t

. . xIlnx
% lim f(x) = lim
X — + 00 X > +0X + 2
. xInx
= lim
X — + X(1+—)
. Inx + o
= lim > = — = 4o
X —>+0 1+ = 1
lim f(x)= + o
X — + o

Interprétons graphiquement :
Ona lim+ f(x) = + oo; calculons
X — o

lim o m Xz Inx
X — 400 X X — 400 X X —+00 X + 2
Inx X
= lim (—X ) =0x1=
X — +00 X X+ 2
Ona lim f(x) = + oo deplus lim 9 — 0 alors (Cp) admet
X — 400 X > 4+00 X

une branche parabolique de direction 1’axe des abscisses
2) Déterminons pour tout x de ]0; +oo[ ; £(x).
Pour tout x de ]0; +oo[, fest dérivable et

([ xInx ’ _ (lnx+x(§)>(x +2) —xInx
f’(X) - (x + 2) - (x+2)2
(Inx + 1)(x +2)—xInx

(x +2)2
_ xInx + 2Inx+ x +2 —xInx

(x +2)2

’ X + 2 + 2Inx
o= —coaw

3) u la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par u(x) = x + 2 + 2Inx

a) Déterminons, pour tout x de ]0; +oo[, u'(x), en déduire les variations

de u.

Pour toutx de ]0; +oo[, u est dérivable comme étant la somme de fonctions
Ari "(x) = L 2

dérivableetu’(x) = 1 +2(X) =1+ ”

Pour tout x de ]0; +oof , 1+ 3 >0 d’ou u'(x) > 0 par conséquent la

fonction u est strictement croissante sur ]0 ; +oo[
b) Déterminons lalimitedeuen 0 et + co.
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olim ux)=lim x+2+4+2lnhx=0+2 —0=—0
x — 0t x — 0t
lim uix)= —
x —0F

@ lim ux)=Ilim x+2+4+2lnx= +o
X — + 0 X — + ©

lim u@)= + o
X — +

C) Montrons que I’équation u(x) = 0 admet une solution a sur ]0; +oo[
u est continue et strictement croissement de ]0; +oo[ vers |—co; +oo[,
d’apres le théoréme de la bijection 1’équation u(x) = 0 admet une unique
solution
d) Déduisons le signe de u(x).
Ona Vx € ]0; +oo[ ueststrictement croissante et u(a) =0
Alors

e Sur0;al;u®) <0

e Sur Ja; +oof ;ux) >0

e Pour x=o;ux)=10
e) Montrons que o € ]0; 1 [,endéduire un encadrement de a
d’amplitude 1071,
% Montrons que a € ]0;1[
Onau(]o;1[) = ]lim u(x) ; lim u(x)[z ]—o; 3]

x — 0t X —1

0 €]—o; 3[ donc o € ]0;1]
< Déduisons unencadrement de o d’amplitude 1071,
Par la méthode de Balayage on déduit que u(0.3) x u(0.4) < 0
alors a € 1]0,3;04 [
f) Justifions que f(«) = —=

Ona u(a) = a+2+2lha=0< Ing = — <2
o lna o o o+2 o
f(O()— o + Z_aoc+ Zlnaa+ 2(_7)_ _E

4) a) Exprimons f’(x) en fonction de u(x).
Pour tout x de ]0; +oo[ ,

p _ Xx+2+ 2ln;x _ ux)
F'x) = (x+2)2 T (x+2)2
b) Déduisons les variations de f.
On a f'(x) = (x“f;))z , le signe de f'(x) estcelui de u(x) car Vx €

10; +oo[,(x +2)% >0 ainsi
e Suro;af;f'(x) <O
e Sur Ja; 4o ;f'(x) >0
e Pourx=a;f'x)=0
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¢) Dressons le tableau de variation de f

® 9] Pat —+ oo
f(x) — 0 -+
0 + o<
d) Tragons (Cy)
2 4
(Cy)
1 4
'
J
Too—a 2 3 1 %
i
—1 1
-2 1
25 Exemple : 3
On considére la fonction f définie par: f(x) = m , (Cr) sa

courbe représentative dans'un repére orthonormé (0; 7,;)
Partie A
1) Montrerque: Df =]0; e[ U Je; +oo |
2) a) calculer : lim+f(x) et lim f(x) puis interpréter
X —e X —e”
géométriquement les résultats.
b) Calculer liTZ_l f(x) , en déduire que la courbe (Cr) admet une
X — (00
asymptote au voisinage de + oo que [’on déterminera.
c) Montrer que : lin%)+ f(x) = +oo; interpréter géométriquement le
X —
résultat.
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Zf%
Y, Inx
3) a) Montrer que (V x Dy) ; f'(x) = prT
b) Montrer que la fonction f est décroissante sur ['intervalle 10 ; 1] et
croissante les intervalles [1;e[et ]Je; + ool.
c) Dresser le tableau de variation de f sur Dy.
Partie B
Soit g la fonction définie sur 10 ; + oo[ par: g(x) =1 — x?(1 — Inx)
et C,) sa courbe representative (voir figure)

4 1

4 0

1) a)«déterminer graphiqueément le nombrede solutions de l’équation
g(x) = 0 sur lintervalle |0 ; + o [ .
b) On donne le tableau de valeur suivant :

P 2] 22 | 25| 24
glz) | —0.14 | —0.02 | 0.12| 0.25

Montrer que I"équation g(x)'= 0-admet une solution a telle que :
22<a<23

2) a) vérifier que (Y x Df) ; f(x) —x = _9x)

x(1-Inx)
b) Montrer que la droite ( A) d’équation y = x coupe la courbe (Cy) aux
points d’abscisse 1 et «a .
c) Déterminer a partir de (Cy), le signe de la fonction g sur l'intervalle
[1; a [ puis montrer que f(x) —x < 0 pour toutx de [1 ; « [.
3) Tracer la courbe (Cy) et la droite ( A) dans un repére orthonormé
(0;1,))
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-
) Reésolution
Partie A
1) Montrons que:Df =]0; e[ U Je; +oo
f(X) = x(1—- lnx)

Df = xe€R/x>0etl— Inx #0}
= {xeR/x>0et Inx #1}
= {xeR/x>0et x #e}

D= ]0;e[U]e; +of

2) a) Calculons : lim f(x) et le_f(x)

1 I 1 1
e lim f(X)— llm _— lim (—x )?
x — et X_>e+x(1—lnx) x —met\x 1 - Inx
11 1 1 . .
Ona lim -= - et lim ———= — = — oo par produite de limite
X —metx e X—)e+1—lnX 0
1 1
de fonctions lim (—x ): —><(— ) = —00
x —et\x 1-Inx e
lim f(x) = — o
x —et
. 1 . 1 1
e Ilim f(x)= lim ———= ' lim (—x )?
X — e~ x — e~ x(1- Inx) X e~ \x 1 -Inx
. 1.1 1 1 . .
Ona lim == =et lim ———= —= + oo par produite de limite
X —e "X e Xx —me— 1= Inx ot

de fonctions lim (1>< ! )=;><(+oo): + o0

x —e- \x 1-Inx

lim f(x) = + o

X —e
¢ Interprétons
Ona: lim f(x) — o et lim f(x) = + oo, alors lacourbe
X —>e X —e

(Cy) admet une asymptote verticale d’équation x = e.
b) Calculons lim f(x) ,
X >+

. d: . 1 1
* thq.oof(x)_ Xll,nfoo x(1- Inx) Xgn-}-oo(;xl—lnx) ?
Ona lim ==0 et lim L= 0 par produite de limite de
X — +00 X X — +o0 1 — Inx
fonctions lim (lx ! )= 0x0=0
X — +0o\X 1—1Inx
11m fx) =0

X — + o
e Déduisons que la courbe (Cs) admet une asymptote au voisinage de + oo
que I’on déterminera.
Ona lim f(x) = 0; lacourbe (C¢) admet une asymptote horizontale

X — 4+

d’équation y = 0 au voisinage de + oco.
c) Montrons que : lin})+ f(x) = +oo;
X —
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o lim, 100 = o 1

lim f(x)= lim ———= lim ?
X — 0t X — 0t X(l— lnX) X - 0tX — xInx
. . . 1
Ona lim (x — xInx) = 0%, par conséquent lim = +
x — 07t x — 0+ X — xInx

lim f(x) = +
x — 0t
e Interprétons
Ona lirr}) . f(x) = + oo alors la courbe (C¢) admet une asymptote
X —

verticale d’équation x = 0.

! _ Inx
3) a) Montrons que (VxD¢) ; f'(x) = 0 e
f est dérivable sur D¢ et pour tout x de D, 0n a:

, _ 1 " —(x(- lnx))’
f (X) - (x(l— lnx)) T x2(1- Inx)
1—-1Inx — 1
x2(1- Inx)2

Inx

x%(1- Inx)?2

£ (X) _ Inx

x2(1 — Inx )2
b) Montrons que la fonction f est décroissante sur I’intervalle ]0 ; 1] et
croissante les intervalles [1;e[et Je; 4+ ool.
Le signe de f'(x) sur D¢

' _ Inx A . .
f'(x) = 2aITy est le méme signe que celui de Inx car (V x D)
x?(1 — Inx)?>0
On a: . . .
| x |0 1 € +

L BN

— Sur ’intervalle ]0; 1] ; f'(x) < 0 donc f est croissante

— Sur les intervalles [1 ;e[ et]e; + oo [, f'(x) = 0 donc f est croissante sur
chacune des deux intervalles

c) Dressons le tableau de variation de f sur Dy.

X 0 1 € + >
() - 0 + +
S - 5
B f \\ 1 _:r.j

Extrait du Manuel Pédagogique XY-MATHS caps vers la réussite
Terminale S, de M. THIAO Professeur au lycée de Bambey

Nos contacts: 77 360 32 35/76299 00 99



29

Partie B

1) a) déterminons graphiquement le nombre de solutions de 1’équation
g(x) = 0 sur I’intervalle ]0 ; + oo [ .

Graphiquement la courbe (Cg)coupe I’axe des abscisses en deux points
différents par conséquent 1’équation g(x) = 0 admet deux solutions distinctes
dans I’intervalle ]0; + oof:

b) Montrons que I’équation g(x) = 0 admet une solution « telle que :
22<a<23

g(x) =1— x*(1 — Inx)

Les fonctions x » 1 ; x » —x? et x » /1 — Inx sont continues sur
10; 4+ oo [ par conséquent g continue sur ]0; + oo [ en particulier sur
[2.2;2.3] de plus g(2.2) x g(2.3) < 0 d’apres le T.V.I 1’équation g(x) = 0
admet une solution o telle que 2.2 < a < 2.3

2) a) vérifions que (VxD¢) ;f(x) —x =
Calculons : f(x) —x

1 1-x?+ x?Inx
f(X) —X = x(1- Inx) L% I x(1— Inx)
_1-%x%(1+1nx)
x(1- Inx)
Or 1 - x?(1+ Inx) =g(x) ainsi (VxDy)

R -(¢.9)
f(X) X = x(1 -Inx)

b) Montrons que la droite ( A) d’équation y = x coupe la courbe (Cs) aux
points d’abscisse 1 et .

La droite ( A) d’équation y = x coupe la courbe (Cs) aux points d’abscisses
solutionsde f(x) —x=0

_ gx)
fx) —x=0 S oo S 0

= gx)=0
Or g(x) = 0 admet deux solutions 1 et a par conséquent la courbe (Cs)
coupe la droite (A): y = x aux points d’abscisses 1 et « .
c) Déterminons a partir de (Cg), le signe de la fonction g sur I’intervalle
[1; of
Graphiquement vV € [1; a]; g(x) <0
Montrons que f(x) —x < 0 pourtoutxde [1 ; a]

_ _8®
f(X) X = x(1 -Inx)

Etudions le signe de x(1 — Inx ) pour toutx de [1 ; o]
x €E[1l;a] & 1<x £ «

< 0 <Inx < Ina

& —lna <—lnx <0

g(x)
x(1-=Inx)
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& 1-Ina <1—-Inx <1
Orl—Ina >0donc Vx € [1;a]; 1—Inx >0 d’ou
X(1—Inx ) >0 deplus V € [1; a]; g(x) <O0ainsi

ol B ey
Ve [1;a], L) < 0douf(x)—x <0

3) Tragons la courbe (C¢) et la droite ( A) dans un repére orthonormé
(0;1,7)

-3 4
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1.4 FONCTION COMPOSEE AVEC In : In(u(x))
1.4.1 ENSEMBLE DE DEFINITION DE In u(x)
Propriété :

Soit u(x) une fonction numérique alors la fonction composée In(u(x)) est
définie si et seulement si u(x) > 0 (I’intervalle solution de l’inéquation

u(x)>0)

B Travaux dirigés

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son ensemble de
définition

fiix — In(—3x+2) forx — In(—x%+1)
x —Inv-2x+1 x> = (B2
3 4 x X 72
a2
fsix o 4) ferx —alnjx — 2| + Inx

X
1

fr:x — In(Inx) ferx X(1— nx )

1.42 LIMITES ET FONCTION COMPOSEE In(u(x))

Soit la fonction composée In(u(x)) définie sur un intervalle I ; x, une
borne (finie ou infinie) de I’intervalle I, on asi :

¥ lim u(x) = +o alors lim In(u(x)) = +
X = Xo X = X

¥ lim u(x) = 0% alors lim In(u(x)) = —
X = X

X = Xq

¥ lim u(x)=b ( € R;) alors lim ln(u(x)) = 4+ o0
X = Xp

X = Xp

B Travaux dirigés

e
Razolution
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1.4.3 DERIVEES - PRIMITIVES

1.4.3.1 Dérivées de la fonction composée In(u(x))
La dérivabilité des fonctions composées permet d’obtenir la propriété
suivante
Propriété :
Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I telle que pour
tout x € I; u(x) > 0 alors la fonction x = In(u(x)) est aussi dérivable
u/(x)

surlet (In(u))'(x) = "

25 PREUVES

La fonction u est dérivable sur I. Comme la fonction logarithme népérien
est dérivable sur ]0; 4+ oo et que pour tout x € I, u(x) > 0, la fonction
la fonction x ~ In(u(x)) = Inou(x) est dérivable sur I par composition
de plus ;

(v €1): (Inow) (x) = w'(x) x I’ (u(x)) = ' (x) X s = 21O

Remargue :
On pourra retenir que si u > 0, (In(u))' = u;'

POINT METHODE

¥ Si u(x) une fonction rationnelle telle que u(x) =
strictement positive sur un intervalle I, alors la fonction f définie par

A géfinie et
B(x)

fx)=1In (%) = ln(%) est dérivable sur I et :
' _ A'B-B'A
fla= 2220
¥ Si u(x) une fonction rationnelle telle que u(x) = L définie et

A(x)
strictement positive sur un intervalle I, alors la fonction f définie par

f(x)=1In (%) est dérivable sur I et :
) = =4
f==
B Travaux dirigés

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer sa fonction dérivéee
fix »iIn(-2x*+1)

g:x — In(x? —3x +2)

h:x Hln(Bx_l)

x+ 1
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Reésolution
Déterminons la fonction dérivée des fonctions :
¢ f:x »In(-2x2+1)
D Y2, V2
Ona: Df = ] > [
Pour toutx € ]— ‘/2—5; ‘/2—7[,Ia fonction x +— —2x2 + 1 est dérivable et

strictement positive par conséquent V. x € ]— g ; ‘/;[ la fonction f est
‘- , _ (—2x2+1)’ _ —4x o o4x
derivable et f'(x) = *—— == —=2= 573
' _ 4x
f'(x) = 2x2 - 1

¢ g:x »In(x?-3x+2)

Ona: Dg=]-o0; 1[ U ]2} + oo

Pourtoutx € ]—oo; 1[ U ]2; + oo[, la fonction x +— x2% — 3x + 2 est
dérivable et strictement positive par conséquent ;

V x € |—o0; 1[ U ]2; + oo, lafonction g est dérivable et

,(X)_(x2—3x+2),_ 2x — 3
& T x2-3x+2  x2-3x+2
' _ 2x — 3
() = x2-3x + 2

¢ h:x Hln(sx_l)

x+ 1
Ona: Dy = |- o; —1[UE; +00[
3x -1

Pourtoutx € |—o0; —1[ U E +oo[,|afonction X > —— est

dérivable et strictement positive par conséquent
V x€]-0w; 1] U E + oo[, la fonction f est dérivable et

, _3x+1)-(x-1) _ 4
M) == - = Gro Dxr D
f'(x) = 2

Bx —1)(x+ 1)

1.4.3.2 Dérivées de la fonction composée In|u(x)|
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I sur le quel elle ne s’annule
pas, alors la fonction x +~ In|u| est aussi dérivable sur I et :

P
(Inful)’ = %
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25 PREUVES
La fonction u étant une fonction numérique,

(Inful) = 5 (nlul?) = 3 In(w?

(nlul)’ = 2x (n?) = 1x &) =1« = doi

o
(nul) = £

CH e

B Travaux dirigés
Pour chacune des fonctions stiivantes, déterminersa fonction dérivée
f:x o In|-2x+ 1]
g:x ln|

3x

x+ 1
| — k. imem
Résolution

Déterminons la fonction dérivée des fonctions fet g

¢ f:x »lIn|—-2x+ 1|

e |l 1 1,

Ona: Df—] OO,Z[U]Z,+OO[
Pour toutx € ]—oo; %[ U E +oo[,lafonction X +— —2x+ 1est

dérivable et non nul par conséquent V x € ]— 0 ; %[ U E +oo[

- G _(2x+1) =2 2
f(x) derivable et fZ x) = — 2 — O
f (X) = 2x—-1
¢ g:x ln| 3x |
A x+ 1

Ona: Dg= ]—o; =1[ U ]-1; 0[ U JO; + oo [
Pourtoutx € ]|—oo; —1[ U ]—1; O[ U ]0; + oo [, la fonction
3x - p
1 est dérivable et non nul par conséquent
VX€E]-ow; -1[U]-1;0[ U]O0; + o [ g(x)dérivable et
o' (x) = 3(x+1)- (3% _ _ 1

3x(x+ 1) X2 + X

gx) = 5

x2 + x

X >

Extrait du Manuel Pédagogique XY-MATHS caps vers la réussite
Terminale S, de M. THIAO Professeur au lycée de Bambey

Nos contacts: 77 360 32 35/76299 00 99



35

N\

/
1.4.3.3 Recherche de Primitives comportant In
Les dérivées des fonctions In|u| permettent de déterminer les primitives
comportant la fonction In.
Propriété :
Si u une fonction dérivable sur un intervalle I sur le quel elle ne s’annule
pas, la fonction x “T admet pour primitive x ~ In|u| + C(avec c € R)

Remarque :
Pour écrire la fonction primitive x — In|u| + C sans les symboles de valeur

absolue on étudie le signe de u sur l’intervalle I et si sur [ :
— La fonction u strictement positive alors x - In(u) + C
— La fonction u strictement négative alors x — In(—u) + C

B Travaux dirigés

X

I Soit la fonction f définie parf(x) = 77 déterminer les primitives de f

T
Eeasolution

Déterminons les primitives de f

D= R— {-1,1}

— La fonction f est continue sur les intervalles |—oo ; —1[;]—1; 1]
et ]1; —oo[ ; elle admet donc des primitives sur chacun de ces intervalles
— La fonction x — x? — 1 est-dérivable sur R et

Vx € R:(x*—-1) =2x

¥x € R—{~1,1};f(x) = ;x 5= - (In|x? - 1|)’

Par conséquent :

— Sur les intervalles |—oo; —1[ et ]1; —oo[ ; une primitive de f est
F(x) = 5 In(x?> = 1) +C (avec CE R)

— Sur ’intervalle ]—1; 1[ ; une primitive de f est

F(x) = 5 In(—x?+1) +C(avec CE R)
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144 VARIATION DE LA FONCTION COMPOSEE In(u(x)
Propriété :
Soit u une fonction définie sur un intervalleI. On suppose que u est
strictement positive sur I. Alors la fonction x = In(u(x)) a le méme sens de
variation que la fonction u surl.

/25 PREUVES

& ler cas: u est croissante et strictement positive sur 1.

Soienta € I et b € I telsquea < b. Lafonction u étant croissante sur I,
on a: 0 < u(a)<u(b). Or, la fonction logarithme est croissante
sur ]0; + oo[ donc In(u(a)) < In(u(b)). Donc la fonction

x = In(u(x)) est croissante sur I.

& 2ecas: u est décroissante et strictement positive sur I.

Soienta € I et b € 1 tels que a < b. La fonction u étant décroissante sur I,
on a : u(a) =u(b)>0. Or, la fonction logarithme est croissante

sur]0; + oo donc In(u(a)) > In(u(b)). Donc la fonction
x — In(u(x)) est décroissante sur I.

Remarque :
Lorsque u est dérivable surl, on peut également utiliser la propriété

précédente en constatant que le signe de (In(u))’ est le méme que le signe
de u’ donc In(u) et u ont les mémes variations.

1.45 ETUDE D’EXEMPLES DE FONCTIONS DE TYPE :
x - In(ux))

25 Exemple: 1
On donne la fanctien f telle que f(x) = In |%| Soit (Cy) sa courbe

représentative; dans un repére-orthonorme.

1) Déterminer ['ensemble de définition de f.

2) Monter que la courbe admet le point (2 ; 0) comme centre de symétrie.
3) Déterminer gcinlof(x) et x”l" N f(x) . Interpréter géométriquement
le résultat.

4) Calculer f’(x) et étudier les variations de fsur | — oo; 2].

5) Tracer (Cy) .
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 — .
Resolution
1) Déterminons 1’ensemble de définition de f.

x # 0 x = 0

f(x) =1In |%| existe si et seulement si {x— 4| 50 © {X Yo
X

Df = R— {0;4}

2) Montrons que la courbe admet le point I(2 ; 0) comme centre de
symeétrie.
X € Df $(4—X) € Df
f(4—x)= —f(x)

+¢ Vérifions pour toutx € Df = (4 —x) € Ds
XxX€EDf & x# 0 et x#+ 4
© —x#+ 0 et —x#-—4
© 4 —-—x#+4 et 4—-x+—4+4
© 4-x# 4 et 44— x+0 ainsi (4—-x) € d¢

« calculons f(4 — x)

4-X— 4

f(4 —x) = 1n| e

f4—-x)= —f(x)
Ona: {X € Df :>(4‘—X) € Df

f(4—-—x)= —f(x)
symétrie

3) Déterminons lim 0f(x) et lim f(x).
X — X — — 00

1(2; 0) Centre de symétrie si et seulement si : {

—X

4—x

=In =—1In

—4+Xx

=ln|

X— 4
X —4
X

donc le point1(2; 0) est Centre de

X— 4
X

& lim f(x) = lim In | =2
X —0 X —0
Ona lim 0|%| =+4+oet lim Inx= + o alors
X —

X — + 00

lim f(x) =+ o0
x —0

& lim f)= lim In[’~2|=>
X — — 00 X — — 00 X
On a lim ’X_4 =1et lim Inx= Inl= 0alors
X — — 00 X X —1
lim f(x)=0
X > —0

Interprétons géométriquement le résultat.
—On a lim . f(x) = + oo, alors I’axe des ordonnées est asymptote
X —
verticale a (C¢) a gauche et a droite de 0.
— Ona lim f(x) = 0 alors I’axe des abscisses est asymptote
X — — 00

horizontale a (C¢).
4) Calculons f’(x) et étudier les variations de fsur] — oo; 2].
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4
x2 4

Vx € R— {0;4}, festdérivableet f’'(x) = &5 =

X

’ _ 4
f (X) - x(x—4)

Etudions les variations de fsur | — oo; 2]

f'(x) = X(X‘*_“ , le signe de ' (x) est du signe de x(x — 4)
—V x € ]-o0;0[; f"(x) > 0donc f strictement croissante
—Vx € ]0;2];f"(x) < 0donc f strictement décroissante

« [-x o 3
‘f’(x) + _

5) Tragons (Cs) .
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25 Exemple : 2

Partie A :

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]—1 ;4 00[ par
flx) = xf T 2In(x+1)

1) Calculer f’(x), étudier son signe et en déduire le tableau de variation

de la fonction f.

2) Calculer f(0). Montrer que I'équation f(x) = 0 admet exactement

deux solutions dont I'une désignée par , appartienta [—0,72; —0,71].

3) Donner le signe de f(x), pour x appartenanta ] — 1; +oo [.

Partie B :

Soit g la fonction définie sur lensemble D =]-14#0[U]0;+ o [
g(X) — In( ;52+ D

1) Calculer les limites de g(x) quand x tend vers@,par, valeurs inférieures

et quand x tend vers 0 par valeurs supérieures.

2) Calculer len_ - g(x), et xlln+ OOg(x)

3) Calculer g '(x) etdédirire a l'aide delapartie A), son signe.

4) Montrer que (@) = W+1) , en déduire une valeur approchée de

g(a)enprenanta = —0.715

5) Dresser le tableau de variation de la fonction g.

6) Représenter graphiquement la.fonction g dans/le plan rapporté a un
repere orthonormal (unité graphique 2 cm).

. Résolution
Partie A :

Soit f la fonction définie sur l'intervalle |—1; + oo[ par

X

f(x) = i 2In(x+1)
1) Calculons f’(x),
Df= |-1; + oo
X = —— estdérivable sur |-1; + oof
X+ 1

x » 2In(x+ 1) est dérivable sur |—1; + oo[ ; par somme de fonction

dérivable f(x) est dérivable sur D¢ et pour toutx de |—1; + oo

’ _ X+ 1-x _ 1 . —2x-1
') = (x + 1)2 (x+ 1)_ (x+ 1)2
' _ —2x-1
P = Groe

— Etudions le signe de f’(x),
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I} _ —2x-1 - v - _ _
Ona f'(x) = o D2 le signe de f'(x) est du signe de — 2x — 1
| X -1 —% —+ oo
fo | +0 -
— Déduisons le tableau de variation de la fonction f.
Calculons :
. _ . X
o Xll)rzl1+ fx) = Xl_l)l‘{lﬁ (X+ T 2In(x + 1))
_ . X 2(x+ 1)In(x+1)
X »—1% X+ 1 x+ 1
= Jim, ( )
— lim ( X - 2(x+ 1)ln(x+1)) —9
X —)—1+ X+ 1
Ona lim (x + DInx+1) =0; lim x= —1 ainsi
X -»—1*% x -—-1%
lim (x — 2(x+ DIn(x+1))= —-1et lim (x +1)= 0t
x -»-1* X =-1*
Par quotient de limite de fonctions lim (X — 2N, 1)ln(x+1)) = —
x -»—1*% x+ 1
xl—l>l—n1+f(x) = —o0
. _ . X _
+ lm 100 = lim (5~ 2InGer 1)) =2
Ona lim —— =1 et lim 2lnx+1) = +o
X o+ X+ 1 X —+ 00
Par somme de limite de fonctions lim (L —2In(x + 1)) = —w
X o4+ 00 \X+ 1
lim f(x) = —
X =+ ©
_1 A
e f(l—=)= — —2In(-=-) =~0.39
(-3)=% -an()
X —1 ¥ —% 0 4+ oo
r
f(x) + 0 —
1
/er’"T’\e\‘
f |_Z -~

2) Calculons f(0).
£(0) = Of—l— 2In(0+ 1) =1In(1) = 0
f(oO)= 0
— Montrons que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions dont
I'une désignée par o, appartient a [—0,72; —0,71].
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e Sur llntervalle]— 5 i+ oo[ la fonction f est continue et strictement
. . 1

décroissante et f(]— > ;4 o0 [) = ]— 00 ;f(_E) [ de plus

0 € ]— oS ;f(— %)[ et f(0) = 0, d’aprés de le théoréme de la bijection,

I’équation f(x) = 0 admet une unique solution 0 sur I’intervalle ]— % ;400 [

e Sur l’intervalle]—l;— %[ la fonction f est continue et strictement
croissante et change de signe sur cet intervalle par conséquent il existe un
unique nombre o de ]—1 ;— %[ tel que f(a) = 0 d’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires, de plus f(—0.71) = 0.027 et f(—0.72) = —0.025
donc -0,72 < a < —0,71
3) Donnons le signe de f(x), pour x appartenanta ] — 1; +oo [.

e Surlintervalle |- 1; a[ U ]J0; 4o [; f(x) <0

e  Surlintervalle Ja; 0[ ; f(x) > 0

e Pourx=0oux=a,;fx)= 0
Partie B :
Soit g la fonction définie sur l'ensemble D=]-1;0[U]0;+ o [

g( ) _ In( x+1)

1) Calculons les Ilmltes de g(x)

. o F In(x+1) _ ! In( x+ 1) 1 _ 9
¢ xll>rr(1)— g()i) - xli{r(l)— X2 - xll{%—( X X X) _'
Ona lim 2**Y _ 1 ¢t lim <= — oo, par produit de limites des
X—07 X X— 0" X
fonctions _ lim (m( BBV ) = —
X—0
lin&_ gx)= —oo
X —
. _ . In( x+1) _ . In( x+1) 1 —9
* xl—l>n(1)+ gx) = lln;l)+ x2 - X}Ln(}+( X xx)_'
Ona lim M =1 et lim —= +o , par produit de limites des
x— 0t X x— 0t X
fonctions _lim (Mx—) = 4+
X—0 X X

lina+ gx)= 4o

X —

2) Calculons lim  g(x) et lim g(x)
x — -1t X —+ o0

. _ . In(x+1) -0 _
* Xh_r,n_1+ g(X)_ Xlgn_1+ x2 - 1 - «®
lim gx) = —x
x=s In( x +1) In(x+1) _ x+1
n( x n( x X
= = — T U X=—")=?
y xlln+ oog(X) xl£n+oo x2 x1—>+ oo( x+1 X XZ) )
Ona | mx*D 9 et lim ~~ = 0, par produit de limites
X —>+ o0 X+1 X —+ oo X
des fonctions  lim (Mxizl) =0
X >+ o© X+1 X
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lim gx)=0

X —+ o

3) Calculons g'(x)
Pour tout x de I’intervalle | —1; 0 [U ] 0;+ oo [, g est dérivable et

, L xx? —In( x+1)x2x X 2In(x+1)
— X+ 1 — X+ 1
g (X) - x4 - %3
X _ 2In(x+1)
— 1
g ’(X) = x3
e Déduisons al’aide de la partie A), son signe.

X — 2In(x+1)
Ona g/(x) === 7~ [®

x3 x3

g'x) = f)((—’;) , le signe de g’(x) est du signe de f(x) et de x3

« 1 ¥ 0 + o<
f(x) 0+ 0 —
3 |_ — 0 —+
[
g'(x) + 0 — .
4) Montrons que g(a) = 20((a+1)
Onaf(e) =0 < — - 2In(ac +1)=0
_ o
e (e +1) = ;0=
S ln(a+1) o« L1
g(a) = —— = 2(a+1)xa2_ 20(a+ 1)
(@) = ———
g 2(a+ 1)

Déduisons une valeur approchée de g(a) pour a = —0.715
Ona gla) = !

2a( o+ 1)
1

8(0) = s o D
gla) = —2.45
5) Dressons le tableau de variation de la fonction g.

~ —2.45

X -1 o 0 + o

g0 |+ 8- -

glo) = -2.45 + 00
g A \
— X — 0 0 |
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,//

// g

6) Représentons graphiquement la fonction g dans le plah rapporté a un
repére orthonormal (unité graphique 2 cm).
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/
Il. FONCTION LOGARITHME DE BASE a
3.1 Base des logarithmes
Définition :
Soit a un réel strictement positif et différent de 1, La fonction réciproque
de la fonction a* s’appelle le logarithme en base a de x notée log,, ; les

logarithmes en base a sont définies sur ]0; + oo [, telle que :
pour tout X et tout y de ]0, +oo[ on a la relation fondamentale :

log,(xy) = log,(x) + log,(y) et log,(a) =1

— Le logarithme de base dix (a = 10) est le logarithme décimal noté log
— Le logarithme de base e (nombre d'Euler) est le logarithme népérien ou
aussi logarithme naturel.

Relation entre In en log.

Pourtout x > 0; log,x =y & x = a¥

& Inx =Ina¥ =ylna= log,(x) X Ina (ora# 1d’ou Ina # 0)
Inx

Ainsi Inx = log,(x) X Ina d’ou log,x) = —

Ina

Remarque :
— Lafonction logarithme de base e est la fonction logarithme népérien, pour

x>0;log.(x) = le_: = Inx

Ina inl

— On a log,(a) = o= 1 et log,(1) = Za= 0
. ry_ Ina” _ Ina _
— Pourtoutr € Q;log,(a”) = e RS

Dérivées et variations

Pour tous x et a deux réels strictement positives tel que a # 1 ; la fonction
log,(x) est dérivable et

’ Inx\' 1 ! 1 1 1
(loga () =(in—a) = (G XInx) = gox 1= oo

(log,(x)) = —— lesigne de (loga(x)) est celui deIna, ainsiona:

—Si0 <a<1;Ina<0, la fonction dérivée (log,(x)) = —— est
strictement négative par consequent la fonction log,(x) est strictement
décroissantes sur ]0; + oo [

—Sia>0 ; Ina>0, lafonction dérivée (log,(x)) = —— est
strictement positive par conséquent la fonction log,(x) est strictement
croissantes sur ]0; + oo [
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AN

Représentation graphique

) X

3.2 e logarithme de base 10 ou logarithme décimal
On appelle fonction logarithme décimal notée log, la fonction qui a tout
réel x strictement positif associe 'unique réel y tel que 10Y = x.
On a donc pour tout x > 0 et tout y réel, log(x) =y si et seulement
si 10Y = x.

Propriétés algéebriques
* Pour tout réel x > 0 ; 10™ =x

* Pour tout réel x; log(10%) = x

* log(1) =0et log(10) =1
Pour tous réels a et b strictement positifs

* log(i) = —log(a)
* log(%) = log(a) — log(b)
* Pour tout réel x ; log(a*) = xlog(a)
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Exemples :
e log(10°) =6
e log(1071) =11
e 10*=2 & x =log(x)
3.3 Quelques utilisations de la fonction log
3.3.4 Enchimie:
L’acidité d’une solution est mesurée par son potentiel d’hydrogéne (pH) :
pH = —log[H"]
¢ Dire qu'une solution est de pH = 7 signifie
—log[H*] =7 & log[H'] = =7 & [H*] = 1077 C’est-a-dire
qu'il y aunion [H*] pour 10 millions de molécules de solution
e Siune étiquette d’'une eau minérale gazeuse indique pH =16, 3,0na:
pH = —log[H*]donc [H*] = 107Ph
[H*]= 10763 = 5 x 1077 mol/I
e Lorsque la concentration en [H*]est multiplié par 10, le pH diminue de 1.
En effet :
—log 10[H*] = —(log 10 + log[H*]) = —1 = log[H™]
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/
3.3.5 Enacoustique :

L’intensité I (en décibels) d’un son de puissance P est donnée par :
I = 10log (Pl) ol P, = 10712 W correspond au seuil
0

d’audibilité au dessous duquel aucun son n’est pergu.

Source sonore dB Puissance Seuil

Fusée puissante 189

1082,
170 10 2,
160 Intolérable
o0 10" 5 (douloureux)
150 1052,
Avion a réaction 140 104 5,
(
Avion au décollage (2 30 m) 130 108 5,
()
Hurlement & 20 cm de loreille 120 1022,
(]
nuisible immédiatement
Marteau piqueur 110 101 2,
L P
— nuisible au bout de 2 h
CriQlSm) 100 . m— 101 2
T o
= Treés fort
Klaxon d'une voiture 90 o — 10° 2, (nuisible au bout de 8 h)
—t (0
Seéche cheveux 80 e 105 5
— P
b Bruyant
Intérieur d'une voiture 70 o — 0
— o
prm— Modéré
Conversation normale (A 1 m) 60—
BURAL 50 o 1% 1,
fr— L
Calme
Salle de séjour (en ville) 40 e 1 04 1
Chambre a coucher 30 10° 2%
Trés calme
Studio d’enregistrement 20 1R 2,
0
Frolements des feuilles d’un arbre 10 10 A peine audible
()
Seuil d'audibilité 0

$

7 =10"2W
En exemple une conversation normale qui correspond & :
P = 10°Poestde: I = 10log10° = 10 X 5 = 50 décibels
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. SERIE DEXERCICES

P EXERCICE 1
1) Calculer les limites suivantes
a) lim =" 1) lim x?Inx
x — 0+ 2x + Inx x -0t
. ln(x2 + 1) . X+ 1
¢) lim ———— d) Xll)na+\/§ln( - )
e) lim In(1+ 2x) f) lim In(cos(x))

x -0 In(1+ x) x -0t

0) lirr_l2 x4+ 2)In(x+ 2) + 3x
h lim 205D im

X -0t X x =0 X

g) lim x"In?x k) lim (x3+ 2x)In(x? + 4x)
x - 0% x - 0%

2)  Calculer les limites suivantes

a) . liToo 3x + 5In(x)

b) lir}} In(2x + 3) — In(x)
X = (0]

c) lim x? —In(x3 + 4)
X - oo

d) lirf In(x? + 1) + 3x
X - oo
. X+ 1 .
. 2x+ 1 . In(x + 1
e) xl—}rrl-looXln(ZX+3) f) xl—}r-Poo 2x — 3
g) lin: xInx — (x+ 1) In(x+ 1)
X = (o]
3 -
by lim 2D gim (220

X =+ X X >+ © X +3

P EXERCICE 2

On considere la fonction g définie sur]—3 ;3[ par g(x) = In (zti)

1) Etudier la parité de g.

2) a) calculer les limites de gen —3et en 3.

b) Etudier les variations de gsur[0 ;3[.

c) En déduire le tableau de variationde g sur]—3 ;3[.

3) On note (Cg) la courbe représentative de g dans un repére orthonormé
a) Déterminer une équation de latangente (T) & (Cg) au point d’abscisse 0.

b) Tracer (T) et (Cg)

In(cos x)

In(1 + Inx)
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P EXERCICE 6
Soit g(x) = 2x — 2 — xInx.
1) Etudier les variations de g.
2) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet deux solutions a et 3 sur ]0; +oo[
etque 0 < a < eet4,5 < B < 5. préciser la valeur exacte de a.
3) En déduire le signe de g(x).
P EXERCICE 3
Partie A
Soit la fonction ¢ définie par
@: R, > R:x »1+x%—Inx
1) Etudier les variations de .
2) Calculer ¢(1), en déduire le signe de @(x).
Partie B
Soitlafonctionf: R} — R:x = I%X—x
1) Etudier les variations de f.
2) a) Montrer que la courbe (C¢) de f admet une asymptote oblique(D).
b) Etudier la position de (Cy) et (D).
3) Tracer dans un plan rapporté a un repére orthonormé (0; 1,7) lacourbe
(Cp) et (D).
P EXERCICE 4
Partie A
On considére la fonction h définie sur 10 ;+ oo par
h(x) = -2x2 -1+ In(x)
1) calculer h'(x); Vx € ]0 ;+ o[ puis étudier le signe de h'(x) sur
10 5+ oo
2) Dresser le tableau de variation de h(x) sur ]0 ;+ oo [ (sans calculer les
limites aux bornes de Dy,
3) EndéduirequeVx € 10 ,4+oo[;g(x) <0
Partie B
Pour la suite on donne la fonction f définie par f(x) = —x+ 1 — 1211_Xx et (Cp)

sa courbe représentative dans le repere orthonormé (0; 1,7) .
4) a) calculer la limite de f en 0 puis interpréter le résultat.
b) Calculer lalimite de fen +o.
c) Prouver que ladroite (A):y = —x+ 1 est asymptote de (Cy).
d) Etudier la position relative de (C¢) et (A) sur ] 0 ,+oof .
5) a) calculer f'(x) Vx € ]0 ;+ oo [.
g(x)

b) vérifierquevx € 0 ;+ o[ f'(x) = 5=
c) Endéduire de la question 3) le tableau de variation de fsur]0 ; + oo [.

6) Tracer (A) et (Cyp).
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¥ EXERCICE 5

1) Soit la fonction fdéfinie par f(x) =In (?) - 2X1+1

a) Etudier les variations de f.

b) Etudier le signe de f(x).

2) Soit g la fonction définie par gx) =x(x+1)In (?) sur
]-=00 ;—=1[U]0 ;+oo [ et g(0) =g(-1) =0

a) Etudier la continuité de g.

b) Etudier la dérivabilité de g.

c) Etudier les variations de g.

P EXERCICE 7
On considére la fonction f définie par

f(x) = x% — ZI%X, le plan est rapporté au orthonormé( O; 1,7). On
désigne par (C¢) la représentation de f.
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur 10 ;+oo [ par g(x) = Inx + x3 —1
1) Calculer lim0 g(x) et lirJ{l g(x).
X — X - (o]
2) Calculer g'(x) et dresser le tableau de variation de g.
3) Calculer g(1) puis déterminer suivant les valeurs de x le signe de g(x).
Partie B : Etude de la fonction principale
1) Calculer lim0 f(x) et en déduire une asymptote (D) a (Cy).
X =

2) Calculer lim f(x) et lim i) puis interpréter.
X >+ © X >+00 X

3) Montrer que f'(x) = 2i—(zx)et dresser le tableau de variation de f.

4) a) Montrer que I’équation f(x) = 7 admet deux racines a et B (avec
a< B)

b) verifier que 0.32 < a < 0.33 et 2.78 << 2.79
c) en déduire la position relative de (C¢) et la droite (A) d’équation y = 7
5) Tracer (A); (D) et (Cy)

P EXERCICE 7

Partie A

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O ; 1,7).soit f la fonction definie
sur ]0; +oof par:

f(x) = = +X§ I"X Soit C la courbe représentative de fet C’ celle de la fonction
définie sur ]0; +oo| par :
h(x) = i .

1. Déterminer les limites de f en O et en +oo.interpreter graphiquement les

résultats obtenus.
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2. Déterminer la dérivéef’ et dresser le tableau de variation de f.
3. Soit I le point d’intersection de C avec I’axe (Ox).
Déterminer les coordonnées de 1.
Partie B
1. pourtout x de ]0; +oo[ on pose g(x) =1 —x + 2Inx.
a) Etudier les variations de g.
b) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans
10; 2[ et B dans ]2; 4] .
¢) Donner un encadrement de B d’amplitude 1072
2. a) Montrer f(x) —i = % et en déduire que C et C’ se coupent en deux
points.
b) Montrerque: Vx=>4; 0 < f(x) Si.
3. Tracer C et C’.

P EXERCICE 8
Partie A
Soit h la fonction définie par h(x) = x? + 2x + In|x + 1.
1) Etudier les variations de h.
2) Calculer h(0) et h(—2). En déduire le signe de h(x) sur
] — oo; —2[U]0; +o0.
Partie B
On considére la fonction f définie par f(x) = 1“":'11' —
1) Déterminer D¢ puis calculer les limites aux bornes de Dy.

2) Montrer que Vx € Df, f'(x) = — _(thxi)z _

3) Dresser le tableau de variations de f.
4) a) Montrer que la droite (D) d’équationy = —x est asymptote a la
courbe(Cy).
b) Etudier la position relative de (C¢) par rapport a (D).
5) Montrer que le point I(—1; 1) est un centre de symétrie de (Cs) .
6) Construire la courbe(Cy).
In(x+1) _

7) a) Montrer que: Vx €] — 1; 4+oo[,f(x) = —
b) En déduire une primitive Fde fsur] — 1; +ool.

P EXERCICE 9
Partie A
1) Démontrer que Vx € [—% ,+oo[on a:
2 3 4 2 3
X— =+ =-% <In(1+x) < x— =+ =
2 3 2 2 3
2) En déduire lim 2+ XX
X -0 X
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Partie B
Soit la fonction f définie par :

X .
~ ln(1+X)51XE]—1,0[U]0,+00[
f)=171 & x=o0

0 si x=-1
3) Montrer que fest continue sur]—1,+oo[.
4) Etudier la dérivabilité de f.

5) a) étudier le signe de la fonction h définie sur ]—1,4oo[
par h(x) = In(1 +x) — ——
b) étudier les variations de f.

6) Tracer (C¢) dans un repére orthonormé.

P EXERCICE 10
Partie A
Soit la fonction définie sur]0 ;+oo [ par g(x) = 1 — Inx + 2x2
. (2x+1)(2x -1)
1) Montrer que: g'(x) = =N
2) a) Etudier le signe de g’(x) sur |0 ; +oo |
b) calculer g(%)
c) Dresser le tableau de variation de g sur]0 ; +oo [. (sans calculer limites)
3) Endéduire quevx € ]0 ;+ oo [ g(x) est strictement positif.
Partie B
Soit la fonction définie sur ]0 ;4+oo [ par f(x) = me + 2x — 3, on note
(Cp) la -représentation de f dans le plan est rapporté au
orthonormal( O ; T,7). (Unités : 2cm en abscisse ; 1cm en ordonnées)
1) Etudier la limite de fen 0, en déduire que (C¢) admet une asymptote
que I’on déterminera.
2) Etudier lalimite de fen +oo et démontrer que la droite (A) d’équation
y = 2x — 3 est asymptote a (Cs) en +oo.
3) MontrerquevVx € 10 ;+ o [;f'(x) = %,en déduire le signe de f'(x)
sur 0 ; +oo [.
4) Dresser le tableau de variation de f.
5) Soient A et B deux points de (Cg) d’abscisses respectives e et Ve .
a) Donner les valeurs au centiéme des coordonnées de A et B.
b) En déduire que fest positive sur [e; Ve .
6) Tracer ladroite (A) ,la courbe (C¢) et placer les points A et B.
7) Prouver que au point A, la courbe (C¢) admet une tangente paralléle a

(a)
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P EXERCICE 11
Partie A
Soit g la fonction définie par g(x) = ﬁ —2In(x+1)
1) Déterminer Dg, le domaine de définition de g puis calculer les limites aux
bornes de D, .
2) Calculer g’ (x), étudier son signe, puis dresser le tableau de variations
de g.
3) Calculer g(0). Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet exactement deux
solutions dont I’une que I’on désigne « €] — 0,72; —0,71].
4) Déterminer le signe de g(x).
Partie B
. . I In(x+ 1) 2 -
Soit f la fonction définie par f(x) = ——-On désigne par (Cs) sa
courbe représentative dans un repére orthonormé ( 0; 1,7) -
1) Déterminer le domaine de définition Dy de f puis calculer les limites aux
bornes de D.
2) Calculer f'(x) et déduire, a ’aide de la partie A, son signe.
3) a) Montrer que f(a) = . T
b) En déduire une valeur approchée de g(a) en prenanta = —0,715
4) Dresser le tableau de variations de f.
5) Construire (C¢) dans le repére (0; 1,7) (unité 2cm).
Partie C
Soit h la fonction définie sur ]0; 4oo[ par h(x) =
1) a) Déterminer les fonctions u et v telles que
h(x) = u'®)v(x) + v X)ux).
b) En déduire une primitive de h.

R . , gy 1 1 1
2) Apres avoir vérifié que

In(x+1) 1
x2 x(x+ 1)’

xx+ 1)  x x+1 '

déterminer une

primitive de

x(x+ 1)
3) Déduire des questions precédentes une primitive de f sur ]0; +oo[
P EXERCICE 12
Partie A
3(x—1)3

Soit la fonction définie sur R par f(x) = 25—

1) Calculer les limites de faux bornes de son ensemble de définition.

2) Déterminer la dérivée de f, étudier son signe et dresser le tableau de
variation de f.

3) Montrer que I’équation f(x) = 1 admet une solution et une seule a e R.
En déduire que 3 < a < 4.
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Partie B
3

Soit la fonction g définie par g(x) = %
1) a) Montrer que g est définie sur R*
b) Démontrer que g est la composée de la fonction f et d’une fonction h a
préciser.
c) Etudier la parité de g.
d) Onnote Dg = ]0, + oo], soit la fonction K la restriction de g a Dg; ; Etudier
les branches infinies.
2) a) En utilisant les questions Partie A ) et PartieB.1).b, calculer K'(x) et
étudier les variations de K sur Dg.
b) Déterminer le point d’intersection de la courbe de K avec I’axe des
abscisses et préciser le signe de K.
3) a) Montrer que K réalise une bijection de ]0, + o] sur un intervalle | a
préciser.
b) Construire les courbe (Cy) et ( Ck-1), (Ck-1) est la courbe représentative
de la bijection réciproque de K~* de Kdans un repére orthonormé.
c) Tracer la courbe de g dans le repére précédent.

P EXERCICE 13
Partie A

Soit g la fonction définie sur |0 ; + oof par g(x) =
1) Déterminer la limite de g en +co.

2x2
x2+1

— Inx?+1)

2
2) Démontrer que g est dérivable sur ]0 ; + oo[ et queg'(x) = 2(’;(%1’;2)
3) Dresser le tableau de variation de g.
4) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet deux solutions 0 et a et que
a € [1;2] puis faire un encadrement de e a 10~ prés.
5) En déduire le signe de g(x).

Partie B

In(x?+1) .
Soit la fonction f définie par f(x) = x six >0 ; on note par
X+ In(1—-x)six<0
(C¢) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O; 1,7)
1) a) étudier la continuité de fen 0 .
b) Etudier la dérivabilité de f en 0 puis interpréter graphiquement le
résultat
2) Etudier les limites de f aux bornes de Dy, en déduire les branches
infinies de la courbe (Cy) de f.
o

3) Montrer que pour tout x € ]0 ; + oo[ , f(a) = ﬁ,puis en déduire
un encadrement de f(a).
4) a) Montrer que pour toutx € ]0 ; + oof ; f'(x) = %
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b) En déduire le sens de variation de fsur ]0 ; + oo.
c) Déterminer f'(x) pour x < 0; donner son signe puis déduire le sens
de variation de f.
d) Dresser le tableau de variation de f.
5) Tracer (C¢) dans le repére orthonormé (0; 1,7) .
Partie C
Soit h la restriction de f sur |— o ; 0]
1) Justifier I’existence de h™1, la fonction réciproque de h.
2) Calculer h(=1) puis (h™1)' (=1 + In2)
3) Tracer (Cy,-1) la courbe h™1 dans le méme repére orthonormé ( 0; 1,7)

Extrait du Manuel Pédagogique XY-MATHS caps vers la réussite
Terminale S, de M. THIAO Professeur au lycée de Bambey

Nos contacts: 77 360 32 35/76299 00 99



