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Chapitre 01 : Applications aux études de fonctions

Dérivées successives

Exercice N° 01

Soit f(x) =vVx+ V1 + x2

1) Montrer que f est dérivable sur R,
donner I'expression de sa dérivée et
vérifier que pour tout réel x :

2" (V1 + x2 = f(x).
2) En déduire la relation :

4+ x2)f"(x) +4xf'(x) — f(x) =
0,VxeR

Accroissements finis
Exercice N°01

Soit f une fonction continue sur un
intervalle[a , b], dérivable sur ]a, b|,
(a < b), et telle que f([a, b]) c [a,b].

On suppose de plus qu'’il existe un réel k
€ ]0; 1[ tel que, Vx € ]a, b[, on ait

If' (Ol < k.

Montrer que I'équation f(x) = x admet
une unique solution a dans [a, b].

On définit une suite (Xn) par la donnée
de Xo € [a,b] etparlarelation de
récurrence

Xny1 = f(Xn), VneN.

Montrer que,Vn € N, X,, € [a,b].
Montrer que :

vneN, |X,41—al <klX,—«|
En déduire que :

vneN, |X,—al < k"X, — «al

La suite (Xn) est-elle convergente ? Si
oui, donner sa limite.

Exercice N°02

On consideére la fonction f définie sur R
par f(x)=Xx-cosx

1) Montrer que 'équation f(x) = 0
admet une unique solution xo et que xo €

Bt

2) Démontrer qu'’il existe un réel c

appartenant a ]xo; %[ tel que :

s s ,
f(Z) = (Z_xo)f (c)
3) Montrer que f'(c) > % et en déduire

que:

T + 42 T
— <% <7

4
Exercice N°03

Cet exercice traite la convergence de la
suite (U,,) définie pour n> 1 par:
1,1 1 .
Up =5+t +— (Appelée une

z ] ] 7 P4 1
série Riemann de terme général =
. . 1
Soit la fonction g: x — =
X

1) En appliquant a ¢ le théoreme de
'inégalité des accroissements finis sur
I'intervalle [p; p + 1], p étant un entier
strictement positif, montrer que :

2 2
(p_i_—l)3<<P(P)—<P(P+1)<?

7 . 1 1 1 1
En déduireque: - —— < =+ =<+
2 2nZz 13 23
1 3 1

2) a)Etudier les variations de la suite
(U,) définie par U,, = 1—13 + zis + . -|-n_13

et démontrer qu’elle est convergente.



b) Donner un encadrement de la limite
Lde (U,).
NB : Montrer de la méme fagon que la
série de Riemann de terme général % est

divergente.
Exercice N°04

Une fonction numeérique f est dite
lipchitzienne de rapportk (ke R}) sur
un intervalle I lorsque

Pour tout (x,y) € I2, |f(x) — f(y)| <
K[x —y]

Montrer que, en utilisant I'inégalité des
accroissements finis que :

a) la fonction cosinus est lipchitzienne
sur R de rapport 1.

b) la fonction logarithme népérien est
lipchitzienne sur I = [1, +oo[ de rapport
1.

c) En déduire que, pour tout (a, b) € 12,
telque:0 <a < b,ona:

1—lenb—lnaS2—1.
a a

Théoréme des Valeurs Intermédiaires

(T.V.)

Exercice N°1
Soit 'application f définie sur I= ]0; g[

par: f(x) = —

cosx

1) Montrer que f est bijection de I vers
un intervalle K a déterminer.

2) Etablir que f -1 est dérivable sur K et
donner 'expression de f -1.

Exercice N° 02 :

Soit f une fonction définie et continue de
[0:1] dans [0:1] telle que f ([0;1]) =[o:1].
On pose g(x) =x— f(X)

Calculer g(0) et g(1). En déduire que
I'équation f(X) = X admet une solution

dans [0]

On suppose que f est dérivable et
vxe 0] | (0] <1.

Démontrer que 3'x, [01] tel que
f(X0) =X,

Soient a et b deux réels (a <b) ,fune
fonction définie et continue de [a; b]

dans [a;b] tels que f([a;b]) =[a;b].
Montrer qu'il existe une réel x, € [a;b]

tel que f(x,)=X,

Exercice N° 03 :

Soit f une fonction définie et continue
sur [07] telle que f(0)=f(1). Pour tout
entier naturel n non nul on pose::

g,(x)= f(x+%)— f(x).

Déterminer D, pour n>1

Montrer qu'’il existe deux réels m et M
tels que Vxe D, m<g, (x)<M pour

n>1

Soit k un entier naturel tel que
0<k<n-1

Calculer g, (%)

Montrer que

t k 1 2 n
ggn(n):gn(m gn[nj+ gn(nj+---+ gn[n

En déduire que: m<0< M . En déduire
que Vn>1 3x, €[0,1] tel que:

f(x0 +1J = f(x,)
n

j:f(l)—f(O)



Exercice N° 04 :

On considére dans R I'équation (E) :

1
‘xx/l—_x‘ 15

Montrer que (E) admet trois solutions
X1, X2 et x3 appartenant a l'intervalle

i

Pour chaque i € {1,2,3} on pose

3 1
a4 == %—-=
25-3)

Montrer que : Vie{1,2,3}, ona g, € Fuf

En déduire que pour chaque i e {1,2,3} il
existe 6, € [0; 7] tel que cosé = ¢,
(justifier votre réponse)

Montrer que si 6, est solution de
I'équation cos(3x) =% alors a; est
solution de (E)

En déduire le solutions de (E)
Exercice N°04

Soit n un entier naturel supérieur ou
égal a 2. On pose la fonction polynéme f,
définie par:

f,(x)=x"+x""1+ . +x—-1

Etudier les variations de f, sur [0, +oo] .
En déduire qu'’il existe un unique réel

a, €10, 1] tel que f,(a,) = 0, pour tout
n=2.

a) Calculer f, 4 (ay).

En déduire que f, ;4 (a,) = f,(a,) +
(an)n+1.
b) En déduire que,Vn = 2,0na: o, >

Oh+1

c) Démontrer que la suite ()52 est
convergente et que a, < 0,7, Vn > 2.

d) Montrer que,Vx # 1, ona:

1 __Xn+1
fn(x) = < 2
e) En déduire que, Vn > 2,0ona:
20, — 1 = (ay)"*?
f) Montrer que (a,),s2 CONverge vers %

Exercice N°05

On consideére la fonction f(x) = x — e™*

1) Prouver que I'équation f(x) = 0

admet une solution et une seule, o, sur R
1

et que " <a<l

2) Soit (U,) la suite définie par la
donnée de Uo et par la relation :

U1 = e Un, pour toutn€ N.

Démontrer que, quel que soit Uo, pour
tout entier n supérieur ou égal a 3,

U, € [%1]

3) En utilisant les accroissements finis,
prouver qu'il existe un réel k € |0, 1[ tel
que, pour tout entier n supérieur ou égal
a3,ona:

|U, — of < k|U, — al ; en déduire que la
suite (U,) converge vers a.

PROBLEME DE SYNTHESE :
Probléme: 00

Partie A :

On consideére la fonction g définie sur
l'intervalle

I= [—%; +oo[par:

g(x)zln(1+x)—x+xz—2—§.

Onpose V(x) =gkx) + %x‘*, vxe I
1) Etudier les variations de g et de V (il

ne sera pas nécessaire de calculer les
limites aux bornes de g et de V).



2) En déduire que :
1.4
vxel, —ox*< gx) <0.

Partie B :

Soit la fonction f définie sur |—1; +«|

f(x) = 0 six# 0

£(0) = =

2

par:

On note ( C) la courbe de f dans le plan
muni d'un repére (0,1,7) (unité : 2cm).

1)a) Vérifier, pour tout x > —% et x#0,
que :

_ogx 1 x

f(x) = 2 +2 3

b) En utilisant I'inégalité trouvée en
A.2), démontrer que f est dérivable en 0
et donner une équation de la tangente
(T)a (C) au point d’abscisse 0.

c) fest-elle continue en 0 ? Justifier
votre réponse.

2) Soit h la fonction définie sur
]—1; +«][ par:

2

X X
— 2+ %)

h() =—7

a) Etudier le sens de variations de h;
calculer h(0) et en déduire le signe de
hsur]—1; 4+« .

b) Démontrer que :
vxe]-1;0[U]0; +x[,ona:
h(x)

f'(x) =—=
) =—3
c) Dresser le tableau de variation

complet de f.

3) Construire ( C) et la tangente (T) (On
précisera les asymptotes de ( C)).

Partie C:

1) a) Démontrer que la fonction w
définie sur |—1; +oo[ par:

w(x) =f(x) —x
est continue et strictement décroissante.

b) En déduire que I'équation f(x) = x
admet une unique solution a dans
1-1; +«[ et que %< a<l.

2) a) SachantqueV x>0 ona:

2
X — X? < In(1 + x), démontrer alors

1 ' .
quevVx>0ona: Esf(x)so,

puis pour tout x € [l ;1], If'(x)] Si;
4 5
(On pourra utiliser les résultats de B.2).

b) Démontrer que si :

%SXSL alors %Sf(x)sl.

3) On définit la suite (V,,) par:V, = %et

par la relation de récurrence :
Vorr =f(V,),VneN.
a) Justifier que, Yn € N, ; <V, < 1.
b) Démontrer que :

VneN, |V —al< §|Vn — al ; puis

que:

n
vneN, [V, —ol <2(3)
4 \5

¢) En déduire que la suite

(V,) converge et déterminer sa limite.

d) Déterminer le plus petit entier no
possible tel que, ¥V n > no, V, soitune

valeur approchée de aa 1071 pres

Probléme: 01

Le probléme a pour objet I’étude d’une
suite de fonctions, d'une suite
d’intégrales, puis la recherche d'une

valeur approchée d’une équation du

type: f(x) = k.



Partie A

On note f;, la fonction numérique de la
variable réelle définie sur
]—00; —2[ U]—2; + o[ par:

1+x

T

pour n un entier naturel non nul.

(Cn) désigne la courbe représentative f,
dans le plan muni d'un repeére ortho
normal (O,7,7), 'unité graphique
étant égale a 2 cm.

1. a. Etudier les limites de f, en
—oo eten +oo. ( Pour lalimite en
+00, on pourra poser X =x+2).
b. Etudier suivant la parité de n,
la limite de f,, en - 2.

2. a.Calculer f',(x), puis étudier
son signe suivant la parité de n.
b. Dresser le tableau de variation
de f,.

3. Démontrer que toutes les
courbes (C,) passent par un
point fixe A. Déterminer une
équation de la tangente T,, a (C,)
enA.

4. a.Calculer lim

X—+ 00

interpréter graphiquement ce

fn (%) .
= puis

résultat.

b. Démontrer que pour tout
entier n non nul, et pour tout
nombre réel x différent de -2, on
a:

f'h (%) = fL(x) — nfy (%).

c . En déduire les positions des
courbes (C;) et (C,) .
Représenter graphiquement (C,)
et (Cy).

Partie B
Soit la suite (un) définie par:

0 .
u, = f_l frn(x)dx , pour tout entier
naturel n non nul .

1. Démontrer que la suite (un) est
décroissante et que pour tout n
non nul, on a: (un)= 0. Que peut-
on conclure ?

2. Démontrer que pour tout entier
naturel, n supérieur ou égal a 2,
ona:

1-— 2—n+1 1-— 2—n+1
o1 Suns<—n_1 )e
En déduire la limite de la suite
(un).

3. a.En utilisant une intégration
par parties, démontrer que pour
tout entier naturel n supérieur ou
égalaZ2ona:

Nupyq =1 +un—2—n
b. Retrouver ce résultat en
utilisant la relation de la question
4.b) de la partie A.

c. En déduire que :

1+x
lim f_ol(xne—dx =1

X—+00 +2)Tl+1
Partie C

On considere la fonction g définie sur
10; +oo[ par g(x)= fi(x-1). On note (I)
sa courbe représentative dans le repére

(0,7,7).

1. Construire la courbe (I")a partir
de la courbe (C1). Justifier la
construction.

2. Onnote ¢ lafonction définie sur
10; oo par :

p(x) =1+ In(1+x).

a. Démontrer que I'équation
f(x)= x admet une
solution

b. unique a dans l'intervalle
1=[2;3].

c. Démontrer que pour tout
x positif , I'équation

¢@(x) = x est équivalente
al’équation g(x)=e.



d. Démontrer que pour tout
réelxdel, |@'(x)| < §

3. Soit (vn)la suite définie pour tout
entier naturel n par: vo=2 et
Vn+1=@ (V).

a. Démontrer que la suite (v,,) est
croissante et majorée par .
Conclure.

b. Démontrer que (I) c I.

c. Démontrer par récurrence, que
pour tout entier natureln,ona:
vn appartient a I'intervalle 1.

4. a.Démontrer que pour tout
entier natureln,ona:

1 :
[Vnsr = vl <310, — al , puis
que :,

1
@ = Va1 < (@ va).
b . En déduire que, pour tout

. 1
entier naturel n,a — v, < 3 et

que la suite (vn) converge vers « .

¢ .Déterminer un entier naturel p
pour lequel v, est une valeur
approchée de a a 10-3

prés. Calculer cette valeur
approchée.

Probléme : 02

Ce probléme a pour buts, d'une part

d’étudier la suite de terme général

n"e™*
n!

expression de e* comme limite d'une

suite.

d’autre part de donner une

Pour tout n> 0, on note f, la fonction
numérique définie sur I'intervalle
[0;+00[ par:  fu(x) ="

On appelle (Cn) la courbe représentative
de f,, dans le plan rapporté a un repere
orthogonal (O ;7,7 ).On prendra ||| =
2cmet||J || =10 cm.

A. 1. Déterminer le tableau de variation
de f;, sur [0; +oo].

2. Pour tout n > 2, étudier la position
relative de (Cn) et de (Cn-1) et vérifier

que le point An de coordonnées ( n; f(n)
) appartient a (Cn-1) .
3. Construire avec soin, sur un méme
graphique, les courbes (C1) (C2) et (C3);
on placera les tangentes en O a ces trois
courbes
B. Le but de cette seconde partie est
d’étudier la suite (un ) définie sur N* par
un= f,(n).
1. a. En utilisant les résultats de A.,
démontrer que la suite (un ) est
décroissante.

b. La suite (un) est - elle
convergente ? Justifier.
On se propose dans les questions
suivantes, de déterminer la limite de
cette suite.
2. a. Soit g la fonction numérique définie
sur l'intervalle [0; 1] par:

g =1+ —t+5.

En utilisant les variations de g ,
démontrer que, pour tout tde [0; 1], on

2
a: ln(1+t)§t+%.

b. En déduire que, pour tout entier n> 0
1

n
,ona : (1—!—%) <e'm.
3.a. Démontrer que, pour tout entier n

>0,ona:
1

u _
n+1 < e in

un
b. En déduire que, pour tout n
supérieur ou égala 2,ona:

1/ 1 1 1
Un < e*‘;(m*“m*“"f;“)

4.a. Démontrer que pour toutn = 2, on
x dt 1 1 1
a:  [[—<1l4-+-+—+—
t 2 n-2 n—-1
( On pourra utiliser des considérations
des aires ).
b. En déduire que pour toutn = 2, on

1
aiun< e 1Taim

c. Quelle est la limite de la suite (un) ?
C. Pour tout n > 0 et pour tout réel a
positif ounul, fixé, on pose:
at”e‘tdt.

In(a) :fo o

1. Calculer I1(a) .

2. Démontrer que pour tout entier

n > 0 et pour tout réel a positif ou nul ,

ona: 0< f,(t) < % En déduire un

encadrement de In(a).




3 .a. Démontrer que pour tout entier n>
n

O,ona: % < (E) ( On pourra utiliser

B.1.a).

b. Déterminer alors une nouvelle
majoration de In(a) puis la limite de
In(a) quand n tend vers + co.

4.a. Etablir pour tout entier n> 2 une
relation entre In(a) et In-1(a) (on pourra
utiliser une intégration par parties ).

b. En déduire que pour tout entier n >
2ona:

a  a? am
L@=1-e(1+24Z 4+ +2).
Cette égalité reste - t- elle valable pour
n=17?

Démontrer que pour tout a de [0; +oo[
ona:

a_ 1 a , a? a”
e’ = lim (1+—+—+---+—).

N+ 1 2 n!

Probléme : 03
Partie A : Etude d'une fonction
exponentielle .
Soit f la fonction numérique de la
variable réelle définie par: f(x) = e~

1. Onnote f, f’ et £ les dérivées
successives de f.
Etablirque:Vx € R
F®(x) = 4x(3 — x2) e™".

2. Etudier les variations de la
fonction f” et construire sa
courbe représentative dans un
repere orthonormé du plan.

3. EndéduirequeV x € R
F" @l <2,

Partie B : Calcul approchée d'une
intégrale
On souhaite obtenir une valeur

x2

approchée de I'intégrale [ = f01 e~ dx 2
10-3 prés .
B1.
Soit u la fonction affine croissante
définie paru(x)=ax + foua > 0 et
p € R ; et soit g la fonction composée
définie par: V x € R g(x) = (fo u)(x).
On pose : ¢(x) = f_xxg(t)dt —2xg(0).
avec X € R*.
1. Sans chercher a calculer ¢(x),
établir que si G est une primitive
de la fonction galors:V x € R,

¢(x) = G(x) — G(—x) — 2xg(0) .
2. Endéduire que:V x € R,
¢"(x) =g'(x) — g'(—x).
3. a.Démontrer en utilisant A3)
,que:Vx €R |g"(x)| < 2a?.
b. Al'aide du théoreme des
accroissements finis , établir que :
Vx€E€R,|p"(x)| < 4a’x.
c. Par intégrations successives,
démontrer que:V x € R,
—§a2x3 <o) < §a2x3.
d. Encadrer ¢(1) et en déduire
que:Vx ER,
—gaz < f_llg(t)dt —2g(0) < gaz.
B2.
1) Démontrer que:

1 _ 1 rfta
JLg®adt == 7 fwdu.
2) Onse place dansle casou a = %

et=2*"1 % € {01,..,n—1}.
2n

Etablir que:Vk € {0,1,...,n — 1}
k+1
2k+1) 1

<[t faddu-2F(E2) <

12n3 — — 12n3

n
3) Endéduire que:
|f01f(u)du —% n-1 (2k+1)| o1

n — 12n8
4) Déterminer le plus petit entier n
qu'il faut prendre pour avoir une
valeur approchée deia 10-3 prés.
En déduire que I a une valeur
approchée de 0, 75.
Partie C : Etude d’une fonction définie
par une intégrale.
Pour tout réel x, on pose
X
F() = [ f®)de.
1) Démontrer que F est définie et
continue sur R.
2) Etudier la parité de F.
3) Quel est le sens de variation de
F?
4) a) Démontrerque VvVt >1
et <et,
b) Soit (u,)n>0, la suite de terme
général u, = F(n) . Démontrer que cette

. . . / 1
suite est croissante et majorée par I +—.

c¢) En déduire que la suite (u,) converge
versunréelL< 1,13.



d) Quelle conclusion obtient-on en ce
qui concerne la limite de la fonction F
lorsque x tend vers +oo ?

5) Dresser le tableau de variation de F et
donner 'allure de la courbe
représentative de cette fonction dans un
repere du plan.

Probléme : 04

L. Soit la fonction définie sur
R, — {1} par:
_ 1 .

{f(x) =— six #0
f(0)=0

1. Montrer que fest continue sur R, —
{1} . Etudier la dérivabilité en 0

2. Etudier les variations de f.

3. Construire la courbe de ( C)
représentant la fonction f dans le
plan muni d’un repére ortho normal
. On fera figurer la demi- tangente en
'origine du repere .

I1. Dans cette partie on étudie
la fonction H définie par une
intégrale qu’on ne cherchera pas a
calculer . On pose H(x) = ffzf(t)dt

pour tout x de R, — {1} .
1. a.]ustifier I'existence de H(x) sur

R+ - {1} .
b. Etudier le signe de H(x) sur

Ry —{1}.

2. Déterminer H’(x) pour tout réel x
de R} — {1} .

3. Montrer qu’il existe un réel M tel
que pour tout réel x de [O; %] ,on

ait |f(x)| < M . En déduire la
limitedeHen 0.

x dt
4. a.Ondonne K(x) = fﬁ%
Montrer que K est une fonction
constante .

b. Montrer que la fonction g telle
x—1
que g(x) = g admet un

prolongement ¢ par continuité
en 1. Montrer que

, x _ P
il_T)rll (fﬁw(t)dt)— 0 et en déduire
la limite en 1 de la fonction ( H -

K) puis celle de H .
c. Montrer que pour toutréel x > 0 et

X # 1,ona:ﬂSH(x) < Z(x_‘/x—). En
Inx Inx

déduire la limite en +oco de H puis la
limite en 0 et en +oo de ] a fonction

[x - %x)] . Interpréter graphiquement

ces résultats ;
d . Dresser le tableau de variation de H .

Probléme : 05

On considére la fonction f définie sur
[01] par:

H@:Qf@:lEtﬂD:%%sﬂebﬂ

On appelle C la courbe représentative de
f dans un repére ortho normal (O; F]) Le
but du probleme est d’étudier fetde
calculer I'intégrale I = fol f(t)dt
A Etudedef
[-1) Montrer que f est continue en 0 et
en 1.

2) Montrer que f est dérivable sur 0]
.Calculer f'(t) et montrer que f'(t) ale
méme signe que la fonction ¢(t), ou ¢

est la fonction définie sur 0;1] par
wa):lnt—1+%.

3) Etudier les variations, puis le signe
de f'.
II).Etudier la dérivabilité de f en 0.Que
peut-on en déduire pour tangente a C au
point O ?

1.) Prouver que pour tout élément u

de {0;1} Ogi—(l+u)£2u2.
2 1-u

En déduire que :

u?,  2u®
0O<-Inl-uw-(u+—)<—.
1-u)—( 2) 3

2.) Soit g la fonction définie sur ]0;1]

par: g(X):%.



Prouver que pour tout h de

43

2
0<g@+h)—g@+n <2
2 3
En déduire que g est dérivable en 1

et préciser g'(1).
3.) En déduire que f est dérivable en 1

et prouver que f'(1)= % .

[IT) Tracer la courbe C (unité graphique :

10cm)
B) Calcul de I'intégrale I

Pour tout élément x de Jo;1], on
pose :I(x) = fxlf(t)dt et

J@) = [ Xar

(On ne cherchera pas a calculer ces
intégrales)
L) Soit K la fonction définie sur
]0;1] par

K(x) =J(x*) =] (x).
1.) Montrer que K est dérivable sur
1] et que

K00 =100 -2F ()]

2.) Prouver que pour tout x de ]0;1] :
f(x)—2f(x?*)=—xf(X).
3.) En déduire que pour tout
élément x de ]0,1[ A(x) =

x t—-1

,—dt (1).
X< Int
IL.) Calculer la dérivée de la
fonction t — In(—Int) sur ]0,1[

En déduire que pour tout
élément x de 0] f;z % dt =
In2 (2).

I[II.)  Prouver que pour tout x de
0 et pour tout t de 0; X[ :

En déduire que pour tout élément x
de Joa : 0<% E <X (3)

X2 It~ Inx’
IV) A partirde (1), (2) et (3),
déterminer la limite de I(x) lorsque x
tend vers 0.

V) Etablir, pour toutxde ]0;1]:
X
I-1(x) = [; f(Odt.
En déduire que 0 <1 —1(x) < x.

VI) Prouver finalement que I = [n2.
Probléme : 06

Le probléme propose I'étude d'une
famille de fonctions (partie A.) , d’'une
suite (partie B.) et d’'une courbe définie
(partie C.) définies a partir des fonctions

A .Etude d’une famille de fonctions.

On considere , pour tout n de N*, la
fonction f,, , a valeurs dans R, définie
sur l'intervalle ]0, + o[ par:

) =55

1. Déterminer les limites de f,, aux
bornes de I'intervalle
10, +oo[.Etudier les variations de
fa -

2. Construire la courbe C;
représentative de la fonction f;
dans un repére orthonormé.
Préciser ses asymptotes.

3. Pour tout réel x supérieur ou égal
a1.0npose:I,(x) = flen(t) dt
a. Calculer I (x).

b. En utilisant une intégration
par parties, calculer I,,(x) en
fonction den etde , pourn



supérieur ou égala 2.
Déduire de ce résultat la
valeur de I'intégral fzx fo(t)dt
c. Soitn un entier naturel non
nul fixé. Calculer la limite de
I,(x) quand x tend vers +o
.(On distinguera deux cas
n=1etn=> 2). Calculer la
limite quand x tend vers +oo

de [ f,() dt.

B. Etude d'une suite définie a partir de

On consideére la fonction f, définie en A.

par: fo(x) = =

Inx
x2’

1. Montrer que pour tout entier

naturel k, k> 2.: f,(k+1) <

k+1
1 f(®)dt < f(k). (On peut
utiliser le sens de variation de
f2)-

On consideére la suite S définie

par son terme général : S, =
In2 In3 Inp .
=ttt ---.+p—20u p estun
entier naturel supérieur ou égal
a2
a. Montrer que la suite S est
croissante .
b. En utilisant B.1, montrer que :
In2 2
Sp— <[, L(Odt <S, -

l y 4 -

% et en déduire un
encadrement de S, .

c. En utilisant la valeur de
fzp f2(t) dt trouvée en A,

montrer que la suite S est
majorée.

d. Montrer que la suite S est
convergente et que sa limite L
vérifie : % +

In2 1 3ln2
Lo+ =8
2 2 4

C. Etude d’'une courbe définie para
métriquement a partir de des fonctions

de f,.

On considere la courbe I3 , définie para

x = f1(t)
y = f2(t)

Ou test un réel appartenant a I'intervalle
[1;10].

métriquement par :

a. Représenter dans un méme
tableau les variations des deux
fonctions qui a t associe
respectivement x(t) et y(t).

b. Représenter la courbe I; dans un
repére ortho normal (0,7,7)
(unité 20cm). Préciser les points
de I en lesquels les tangentes
sont paralléles al'un ou l'autre
des axes de coordonnées.

Probléme: 07
Partie A

Le but du probleme est de montrer
'inégalité suivante :

n k n

n e
vne N* —_>—
=kl 2

Soit n un entier naturel positif .
Soit g la fonction définie sur R—{-11}
parg(x) =In |§| - 2X.

Soit f,, la fonction définie sur R par
fo(x) = x"e7™*.

Soit ( C) la courbe représentative de g
dans un repére ortho normal (0,1,]")

1.) Montrer que ( C) est symétrique
par rapporta O.

2.a) Etudier g.



b) Montrer que ( C) admet une
asymptote oblique en plus et moins
I'infini

c) Tracer (C).

3.) Montrerque:Vx € ]0:1[,
g(x) >0.

Partie B
1. Montrer que In(M) = ng(5 ) .
f.(x—n) n

2. Endéduire que: Vx € ]0:n[ ,
fn+x)>f,(n—x).
3. Soit F une primitive de f sur R de
fo .
a) Montrerque (x— F(n+x))
est une primitive de
(x= f(n+x)) etque (x -
—F,(n — x) ) est une primitive
de (x— f(n—x)) .
b) En déduire les égalités :
Jy fa (©dt= ['f, (n — t)dt et

[ (Odt = [, (n+ Ddt
4. En déduire que:

[ (Odt < [77F, (Ddt.

Partie C
1. Pour toutréel x € R*, on pose
() = [) fa(Ddt.
a. Calculer I;(x) .
b. Donner une relation entre

1 () et [,(x) .
c. Montrer que par récurrence
n Xk

que : f;(fn(t)dtn!(l—e‘xzﬁ)

2. En déduire, pour n fixé, que:
XgTw(fj f,()dt) =n!.
3. En déduire, al'aide du B]4), que:
2
2 [, (Odt < [, (Ddt<nt.

4. En déduire, al'aide du C]1c) et 3),

n nk en

ue . —_—> .
W g7

Probléme: 08
On note, pour tout nombre réel a positif
et pour tout entier naturel n :
w(a) = [ exp(a(l-x)) x" dx

1°) Calculer uo(a).

2°) Convergence de la suite
(un(a))nen. Soit a > 0 donné.

a) Montrer que pour tout n dans
N:
exp(a)
n+1

0< Un(a) <

b) Montrer que la suite (un(a) )
est décroissante.

c) Déterminer la limite de un(a)
quand n tend vers 4.

3°) Forme explicite de un(a).

a) Al'aide d'une intégration par
parties, montrer que pour tout n
dans N:a.un+1(a) =-1+
(n+1).un(a).

b) Montrer par récurrence sur n
que pour toutndans N :

un(a) = %{EXD(‘”_ n i}

ko k!

Probléme : 09 SoitIn = E (cosx)" dx

,avec n appartenant a N.

1°) Montrer que la suite (In) est
décroissante. En déduire qu'elle est
convergente.

2°) Al'aide d'une intégration par

parties, montrer que pour toutn >
n-1

2,ona:lh= In-2.

3°) Apres avoir calculé Io et I1, en



déduire I2p et I2p+1, p € N. 5°) En déduire la limite quand p

tend vers +oo de
4°) Montrer que pour toutp € N, on

|2p+2 I2p+l 246...2p .
ST T 135...(2p-1)) 2p+1

L,
de Wallis).

(formule

2p 2p



Chapitre 02 : suites de nombres réels

Exercice : 01 [Questions de cours]
A) Traduire les assertions suivantes a I’aide

des quantificateurs(V, 3,3, ...).
) limU,=1€R

n—-»>oo

ii) lim U, = +o
n—oo

iii) lim U, = —o0

n—-»>oo
B) Démontrer les assertions suivantes a I'aide
des quantificateurs(Vv, 3, 4, ...).

1) Si (Un) converge, alors sa limite | est
unique.

2) Si (Un) converge, alors (Un) est bornée.
3) Si (Un) bornée et (Vn) convergeant vers

0, alors (UnVn) converge vers 0.
4) lim\/H=+ooetlim%=O

n—oo n—oo

() Montrer que les suites suivantes
convergentes en utilisant le « théoréme de la

limite monotone »

1
a) Un = ZE=1§

b) Vo= i

D) Montrer que la suite Harmonique

H, = Zﬂzli diverge vers +oo

E) Traduire les assertions suivantes a I'aide
des quantificateurs (V, 3, A).

a) La suite (Un) est constante a partir d'un
certain rang.

b) La suite (Un) est croissante a partir d’'un
certain rang.

) La suite (Un) converge vers 0.

d) La suite (Un) ne converge pas vers 0.

e) La suite (Un) n’est pas croissante a partir
d’un certain rang.

F) Relations de comparaison :

i) Soient deux suites (Un) et (Vn) telles que :

VheENO<U,<1; V,<1letU,V, — 1.

Montrer que (Un) et (Vn) convergent vers 1.

ii) Soit U, = ¥2vk, montrer que (Un)
diverge vers +co.

: 1
iii)  SoitV, = r{m, montrer que (Vn)
converge vers 0.
: : 1o, L.
iv) Soit W, = ‘1‘\/—? étudier le terme général
de (Wn)
V) On considére deux suites a termes général
strictement positifs, (an) et (bn) qui convergent

: , (. 2 + b3
vers 0. Etudier la suite de terme général 22220

an+ by

Exercice : 02

Soit la suite (U,) définie par U, =-3 et pour

u,-8
tout natureln,U ,, = :
U, -9

a. Montrer que la suite (U,) est croissante

et majorée par 1.
b. En déduire que la suite (U,) est

convergente et déterminer sa limite.
Exercice : 03

Soit la fonction définie par g(x) = In(x+3).
1. Soit (U,) lasuite définie par:

U, =1 .
, pour toutn entier.
Un+l = In(Un +3)
a. En utilisant la croissance de g, étudier le
sens de variation de la suite (U,).

b. Montrer que la suite (U,) est majorée
par 2.

C. En déduire que cette suite converge vers
un réel L

2. Soit (V,) lasuite définie par:

V, =2
V.., =In(V, +3) pourtout n entier



a. En utilisant la croissance de g étudier le
sens de variation de la suite (V,).

b. Montrer que la suite (V,) est minorée par
1.

c. En déduire que cette suite converge vers
un réel I'.

3. a. Montrer que I=I'.
b. En déduire une valeur décimale approchée de
12 10 prés.

Exercice :04

On considere la suite numérique (U,) définie

par:
U, =let pour tout entier naturel n,

u —1un+n—1

n+l T o

Soit (v,) la suite définie par définie, pour tout

entier naturel n, par. v, =4u, —6n-15

a. Montrer que (V,)est une suite
géométrique.
b. Calculer V, puis calculer (v,) en

fonction de n . En déduire que pour tout entier

19 1 6n-15
naturel n. u, :Ix—+ .

3" 4
C. Montrer que U, peuts’écrire sous la

forme U, =t +w, ou (t,) estune suite

géométrique et (W,) une suite arithmétique.
d. Calculer
En déduire: U, =u, +U+.....+U,.

EXERCICE 05 : [La suite de FIBONACCI]

Soienta; b ; et c trois réels tels que a=0 . On
consideére I'ensemble (E) des suites (un)

n>0

vérifiant la relation (%) :au,,, +bu,,, +cu, =0

1. Soit (Vn)nzo et (wn)n20 deux suites vérifiant
la relation (%)

2. Montrer que les suites (vn +W, )nzo et

(vn -w, )HZO vérifiant la relation (%)
3. Montrer que pour tour réel a =0 et pour

toute suite (Vn)nzo vérifiant la relation (%) la

suite (Own)nzo vérifie la relation (%)
4, On admet dans la suite de cet exercice

que les suites (un) de (E) s’écrivent sous la

n>0

forme u, =av, +pw, ou (Vn)nZO et (Wn)nzo deux
suites vérifiant la relation (%).
Montrer qu’une géométrique de raison r est

élément de (E) si et seulement si ar®>+br+¢=0

5. On pose A=b>-4ac
a) Montrer que si A=0 alors les suites

(Vn)nzo et (Wn)nzo de termes généraux v, =nq" et

w,=q" oll q= —2% sont deux suites de (E). En

déduire que si A=0 alors il existe deux réels a et

B tels que u, :(om+[3)(—£jn
2a

b) Montrer que si A>0 alors il existe
deux réels r et r’ tels que les suites (un )nzo

éléments de (E) sont de la forme u, =oar™ +B(1")"

ou a et 3 sont des réels.

Applications a I'exo 05

définie par :

n>0

On considere la suite (un)
u, =u; =1
u .,=u ., +u, Vnx0

a) Déterminer le terme général de (un )nzo
b) Montrer que pour tout entier naturel

n

nona:ul-u_,u_,=(-1)

Sy u u
c) Vérifier que : 2L =14+ "
Uy U
. Déterminer I'’ensemble ( E ) des suites

(un )nzo vérifiant la relation 2u,., —5u,,, +2u, =0.

En déduire la suite (un )nzo telle que

> u0=0 et u1=g



> u0:2 etu1=g

a) Démontrer par récurrence que, pour tout n
de N ; Un = cosErreur !.

b) Etudier la convergence de la suite(Un)
Exercice : 06
Soient deux suites (u,) et (v,) définies sur N

1
par:uy=9, Un4q1=3Up — 3et v, =u, + 6.

1.a Démontrer que la suite (v,) est géométrique
a termes positifs .

b. Calculer la somme S, = v, +...+v, en fonction
de n .En déduire que S'h=ug +:-+u, en
fonction de n.

Déterminer l_'l_gl S, et l_'l_gl N
1. On définit la suite (wy,)
par w, = In(v,) pour tout entier n.Démontrer
que la suite (wy) est arithmétique .Calculer la
somme S",=w, + -+ w, en fonction de n et
déterminer limS"},.

+00
2. Calculer le produit
P,=v,.Vv; ...v, en fonction de n et calculer lirolg P,.

Exercice :07

On définit deux suitesuetvparuo=1,vo=12 et
pour tout entier naturel n :

Un+1 =§(Un +2Vn)

Vn+1 :(Un +3Vn)

1. On appelle w la suite définie pour tout entier
naturel n par : wn = vn —un.

a. Montrer que w est une suite géométrique a
termes positifs, dont on précisera

la raison.
b. Déterminer la limite de la suite w.
2. a. Montrer que la suite u est croissante.

b. Montrer que la suite v est décroissante.

c¢. En déduire que, pour tout entier naturel n, uo
<un < vn < vo.

3. On admet que les suites u et v convergent.
Montrer qu’elles ont alors méme

limite que 'on appelleral.

4. On appelle t 1a suite définie pour tout entier
naturel n par : thn = 3un +8vn.

a. Montrer que t est une suite constante.
Déterminer cette constante.

b. Déterminer alors la valeur de 1.

Exercice 08
Soit (U, ), _, la suite de terme général :

n 1

~n? 4k

nelN

n

1) Démontrer que :

n n
¥YnelN,5—<U, <—

n+n n

+1

2) Endéduire que la suite |j est convergente et

déterminer sa limite
Exercice 09

Un+l :‘\fgLJn +4

1) a) Montrer que (U, )
b) Montrer que (U, )

croissante
c) En déduire que la suite (U, ), _,, converge

oy €st majorée par 4

oy est strictement

et déterminer sa limite.
2) a) Montrer que,ona: Vne IN,

4-U,,<5(4-U))

n+l =

b) Retrouver le résultat de 1-c)

3) a) Montrer que, par récurrence, que :

vn>4 ; 2">n?.

b) En déduire la convergence de la suite



(), définiepar:V, = n(4-u,)
Exercice 10

Soit(U, ),_,, la suite définie par:Uo=1 et

U, =1+ 2
LJn—l

1)  Démontrerque: VneIN U =>1.

2) On considére les suites (V, ) et (W, )

telles que:V. =U, etW =U

a) Démontrer par récurrence que V, =2 pour

2n+l*

est une suite croissante.

nel

tout n, et que (Vn)

b) Prouver que (Wn ) est décroissante et minorée

par 2
3)  Prouverque [im(V,-W,)=0.En

N—-+w

déduire que (U . ) converge vers que 'on

précisera.
Exercice 11

On donne une suite croissante (q, ),_,, d’entiers

nelN

naturels telle que ¢, = 2. On construit la suite

(Un) parzuozi;

1 1 1
Ul:i+ 1 s U ==+—+. +—
0 Qo O GG Qo --- 0,
1) Montrer que (Un ) est croissante et peut étre

majorée par une suite convergente.

2) Endéduire que (U, ) converge et sa limite
est élément de ]0,1] )

Exercice 12

On considere les deux suites (an) et (bn ) définies,

pour tout entier N >1, par:

a, +2b,

a=1 a,-= — 3
a, +3b,
b, =12 T T

1) Calculer a,,b,,a, et b,

2) Onpose o, =b —a,
Démontrer que () est géométrique et préciser

sa limite.

3) Apres avoir étudié les sens de variation des
suites (an ) et (bn ), démontrer que ces deux suites

sont adjacentes. Que peut-on en déduire?

4) On considére a la suite (3, ) définie par:
B,=3a +8b,.

Démontrer que cette suite constante, et en déduire

la limite des suites (a, ) et (b, )

Exercice 13

On considére la suite (un ) définie, pour tout

entier

n strictement positif, par :

. (1 (2 . (n
u, =sin 7 +sin 7 +...+8In Pl

1) Soit la suite (V. ) définie, pour tout entier n
strictement positif, V, = iz + % +. 4 12
n° n n

Démontrer que la suite (V) converge vers >

2)

a) Démontrer que chacune des fonctions
numériques suivantes ne prend que des valeurs
positives sur [0; +OO[ f x> x=sinx ;

2
X .
g: xn—>—1+?+cosx ;

3
X .
h: X+ —X+—+sinX

(n+1)

b) Sachant que Zn:k3 = n , démontrer que,
k=1

1M<u SV .

VvnelN” vV, —— <u, g
24 n*

c) Déterminer la limite de la suite (un)



Exercice 14

On considére les deux suites a, termes
strictement positifs (u n) et (Vn) définies, pour
tout entiern >1 par:

_1><3><5><...x(2n—1) v - 2x4x6x...x2n
B ’ ”_3><5><...><(2n+1)

" 2x4x6x%...2n

On se propose ici de démontrer que ces deux
suites sont convergentes vers 0.

1) Démontrer que la suite (u n) est

décroissante et en déduire qu’elle converge vers l.

2) Démontrer que la suite (Vn) est décroissante
et en déduire qu’elle converge vers I'.
3) On consideére a présent la suite (Wn ) définie,

pour tout entiern >1 par: W, =U_V,.

a) Compte tenu de la convergence des suites (u n)

et (Vn )vers letl’, que peut-on en déduire pour
(w,)?

b) Déterminer I'expression de(Wn) en fonction

de n, et en déduire I'égalité 1 I'= 0.
4) Démontrer que, pour tout entiern >1,
ona:U, <V,.

5) Démontrer que, pour tout entiern >1,

ona:2u,, >V, .

n

En déduire I'inégalité 21>1’

Exercice 15 : (Le parcours de I'indécis)
Partie I.
On considére un triangle ABC.

On désigne par h, et h; et h. les homothéties

1
de centres respectifs A, B et C et de rapport — .

2

1) Montrer que h. oh; est une homothétie dont

le centre est A’ vérifie @ = %ﬁ .

Quel est le rapport de cette homothétie ?

2) Déterminer de méme les centres respectifs
B’ et C’ des homothéties h, oh. et hyoh, .

3) Onpose f=h,oh,oh,,
g=h,oh.oh;, et h=h,oh,oh..

a) Montrer que f une homothétie dont
le centre K appartient a (AA' ) et(CC') :

Quel est le rapport de f?

b) Déterminer de méme les centres
respectifs L
et K des homothéties g et h.

Partie I1. Application : Le parcours de I'indécis
Momar a trois amies Amy, Maimouna et

Binta disposées comme sur la figure ci-dessous.
Momar se dirige vers Amy ; a mi-chemin,

il change d’avis et se dirige vers Maimouna ;

a mi-chemin, il change de nouveau d’avis et

se dirige vers Binta ; a mi-chemin,

il change encore d’avis et se dirige vers Amy ;

et ainsi de suite.

A (Amy)

C(Binta)

(Maimouna) B



On désigne par Io la position initiale de Momar,
[1 sa position lorsqu’il change pour la premiere

fois d’avis, I2 sa position lorsqu’il change pour la
deuxieme fois

d’avis et ainsi de suite.

1° Monter que |, = f (IO) , 1, =f (Il)
et I;="1(1,)

2° Soit n un entier naturel.

On pose f" = Id, , fO = f et,pour N>2 :

f"=fofo...of. Montrer que {1, =g"
%,—/

n...fois...f
I

3° En déduire que:

Quelles sont les positions limites des points

l,,, l,,,, et I, ,lorsquen tend vers +o0



Chapitre 03 : Calcul Intégral

Exercice 1:
A) Calculer les intégrales suivantes :
s T
Jg cos?(t)dt; [ 2 cos® (D)dt;

3T

J= Isin(t)]dt; [Z eXsin(x)dx ;

2

lim fletdt;fze 1(X)dx;

X——o00 “X xln

fxidt;

1 ¢h

fl x%2(cosx)?7 sinx
-17 (x2+1)28

|x|dx

f et g désignent des fonctions continues
sur les intervalles considérés. Répondre
par vrai ou faux en justifiant

si [Pfde< [Cgt)dt,  alors  f<
g sur [a; b].

. b b

Si [, f(Hdt= [ g(t)dt alors f=g+
csur [a; b]

fbxzexln(1+xz) dx >0

a  (1+x%)

B) On donne

1 4x2-5x +1
f(x)= etgix) =——
) x2-9 96 X+3

1) Trouver les réels a,b et c pour que

a b
f(X)=——+—
(9 X+3 Xx-3

2) trouver les réels a, b et c pour que

g(x) =ax+b+——
x—3

5 2
3) en déduire alors Lf(t)dt et Iog(t)dt

C) INTEGRALE DE WALLIS
Soient I, = [?(sin(x))"dx et

Jo = [1,(€ = Ddt

1) calculer I, et I;. Etablir une
relation de récurrence entre I,
et I,.

2) calculer ], . Etablir une relation de
récurrence entre J,.; et J,.

3) Trouver un réel a tel que :

f_11(><2 —a)dx = 0. Trouver un
réel B tel que f_ll(x4 — Bx?)dx = 0.
4) Etudier la limite suivante :
. 2el
AE)I}) fs ?dt
5) Soit n € N. On considére la
fonction I, définie pourx > 0 par

[,(x) = f t"etdt
0

Exercice 2 : [valeur moyenne]

A) Soit fle signale sinusoidal
21 — periodique définie par
f(t) = sin(t). Calculer la
moyenne f définie sur [0; 27| par
ainsi que la moyenne

quadratique \/? sur [0; 2].
B) [Lien avec I'électricité]
On appelle intensité efficace Io¢
d'un courant alternatif, 1'intensité
d'un courant continu (on devrait
plutot dire"constant™) qui
produirait, a travers la méme
résistance R, le méme effet
calorifique pendant la durée d'une

période T. Dans le cas d'un courant
de type sinusoidal :



sil(t) = I paxSin(wt) estl'intensité
du courant a lI'instant t du courant
alternatif, 1a loi de Joule donne :

T
E(T) = RI2.4T = f RIZ(t)dt
0

Démontrer que I, = V2l

Exercice 3 :
x2 o—12

On consideére la fonction F:x HI ert
définie sur ]0;+o .
1) Montrer que F est dérivable sur

P;+oo[ puis déterminer F'(x).
2) Montrer

o € 0,40 telque F'(x)=0.

Dresser le tableau de variations de F

Exercice 4 :
Soit n un entier naturel non nul.

1) Montrer que

VX215 1-x+3- X7 4+ (1) X" = —

2) En déduire que

Jﬂﬂ:m— 1

0 x+1 2 3 n+1

3)

a) Montrer que

Vo<x<l —(x)' S(_x) <x"
x+1

k-1
b) En déduire IImZ ) =In2

nN—+o0

1) Etudier les variations de f. Donner
une primitive de f sur [2;+o
2.

a) En utilisant le théoreme de Ila
moyenne sur [k' k +1] (k>2), montrer

que 0= Z |nk)2 It(lnt)2

b) En déduire lim z k(Ilk)2
n—+o0 n

Exercice 6 :

Soit f une fonction continue sur 3 n un
entier naturel a etb deux réels

1. Montrer que si f est paire alors
[ tdt=] " f oot

2. Montrer que si f est impaire alors
[ todt=—-[ " f ot

3. montrer que si f est périodique de
période T alors :

jT f (t)dt = jOT f(t)dt et
[ fdt=n[ ft)at

Exercice 7 :

Soit a un réel ; on considére
1
I(a) = _[O|x2 +aldx.

1. Calculer | (— lj
4

2. Déterminer I'expression de I en
fonction de a

3. Montrer que vaclR I(a)zl(—%j

Exercice 5 :

Soit f:xm—

x(In x)2

Exercice 8

1. Montrer que

IA (_[Xsin5 tcostdt)dx=M
0 \J0 1152

2. soit p et q deux entiers naturels non
nuls :



a) Montrer que
18 — n n
_Zn/pkq k =ﬂz(£)
N> k=0\ g
b) On admetici que
lim Ezw/p q" j j( j dx.
nN—-+o0 k=0
Montrer que
lim| =) & —_—
N0 nkZ(; pa” j Inp- Inq
3. Démontrer que
1 may_ [ o\ ym
Lx (1-x) dx_L(l x)" x"dx
4. Soit f une fonction continue sur [a,b]
a) Montrersi f(x)=f(a+b-x) alors
[t (t)dt—a—;b f (t)dt
b) Montrer que si f est deux fois
dérivable sur [a; b ] alors
jb tf (t)dt = [bf ' (b) - f (b)]-[af'(a) - f (a)]
Exercice 9 :

Soit F une fonction définie sur J0;+o|

t
par: F(x)=| ert

1.
2.

Etudier les variations de F
Etudier le signe F(x)-Inx puis en

déduire lim F(x) et lim F(x)
x—0" X—>+00

Exercice 10: [Inégalités de SCHWARTZ]
Soient f et g deux fonctions continues
sur I'intervalle fermé borné [a; b] et k un
réel donné.

1.

2.

Déterminer le signe de
j:(f (t) + kg(t) )2dt. En déduire que :

[[10-00dt < [TrOPat]Tow b

On suppose que g ne s’annule pas et
garde un signe constantsur|[a; b |

a) Montrer que qu'il existe deux réels m
et M tels que :

[[[f®- g0kt
<

- [omat
En déduire qu'il existe un réel de
[a; b]telque:

[Trog®Bbt= @[ gt
[t = [ |f Ot

alors fa un signe constant
sur[a; b].

b)

3. Montrer que si

Exercice 11 :

la suite définie par:

S()_lt(l n)nzO
= .[:x”\/l— xdx

1. Calculer Io

N

Déterminer une formule de

récurrence entre In et ;In+1

3. Montrer que vn>1ona I, <L
n+1

4. En déduire la limite de la suite (1)

n=0

Exercice 12 :

Soit (1, )nZO la suite définie par :

1
I :lj t"etdt
n!Jo

1. Calculerlo;lietl:

2. Trouver une formule de récurrence
entre In et In+1

3. En déduire une expression de In en

fonction de n

Exercice 13:

Soit (I),s0

1 t
I, :+I(1—t)“e2dt
2" ntJo

une suite définie par :



1. Calculer Io

, 1
2. Démontrer =] -——
émontrer que I, =1, D)

3. Montrerque
1 1
=1+ +..+ +1
Ve 2><l 22x 2! 2" "
4. En déduire que
Je = lim (1+ 1 + ! +..4 ! j

X0 2x 22x 2l 2"n!

Probléme 1 :

v dt
x Int

On considére la fonction f :x—

1) déterminer le domaine de définition
de f

2)
a) Montrer que f est dérivable et que
X
In 5
f'(X)=—+—
®) =i 2x)inx)

b) Déterminer les variations de f

3)

a) Démontrer que

1 X X
Vxe 0,2 UL+ <f(X)<—
e} 2[ ]1 oo[In2x () In
b) Déterminer alorslim f ; lim —= f(x)
0* x—>0" X
X
limf et lim f()

4) Soit g la fonction définie sur ]0;1]
par: g(x) = 2-2x+Inx

a) Etudier les variations de g et ses
limites aux bornes de son domaine
de définition

b) En déduire o e } {/ gd(a)=0et
que Vx €[azd]Inx>2x-2
c) Montrer que f(x)<= I .En

déduire alors lim f(x)

{2

d) dresser le tableau de variations de f
puis donner I'allure d sa courbe
représentative

Probléme 2 :

Soit f'la fonction définie par

{ f)=xe* six<0  opnotpar () sa

f(x)=xIn(x+1)six >0
courbe représentative dans le plan muni
d’un repére (O;T;]) et par (A) la droite
d’équation y=x

Partie A :

1) Montrer que f est continue et
dérivable en 0

2)

a) Montrer que Vx<0; f'(x)>0

b) Etudier les variations de f‘ sur [0+ ;
en déduire que Vx>0 f'(x)>0

c) Construire le tableau de variations
de f

. L f(x)

3) Calculer xIl)r'rl)of(x) XIEQOOT

4) Montrer que (") admet la droite
(D)=y=x+1 comme asymptote au
voisinage de —w. Préciser la position
de (r) par rapporta (D)

5) Construire (77) on précisera (I')n(A)

PartieB :

1) Déterminerlesréela; betcpour

2
X =ax+b+L Vx>0
1 X+1

2) En déduire au moyen d’une
intégration par parties que f admet
une primitive que 'on précisera.

3) Calculer I'aire du domaine délimitée
par (') ; (A) etles droites d’équation
x=0et x=e-1. Donner une valeur
approchée a 10-2 pres.

Partie C:

1. Démontrer que f admet une
réciproque



2. Construire dans le graphique
précédent la courbe (77)

représentative de f!
3. calculerl'aire de la boucle délimitée
par () et (T)

PROBLEME: 3

A-1) Soient f une fonction numérique
dérivable sur I'intervalle |0 ; +o[ et g la
fonction définie sur I'intervalle |0 ; +oo[

f
par g(x) = %

Soit (E) I'équation xy’' — 2y = Inx; on
dit que f est solution de (E) si et
seulement si :

,Vx€]0;400:
xf'(x) — 2f(x) = Inx

Démontrer que f est solution de (E) si et

seulement si g est une primitive sur

10;+o0 [ de lafonction:x—>m—3x.
X

2) Quel est 'ensemble des primitives de

. Inx
la fonction: x — = ?

( On pourra faire une intégration par
parties ).

3) En déduire que I'ensemble des
solutions de (E) estl’ensemble des
fonctions définies sur 0 ; +oo [ par:
1+ In(x?
- —# +ax®, ol a désigne une
constante réelle arbitraire.

4) On désigne par @ la fonction :

1+In(x?) 1
—%(X)+—X2 ,0U € |0;+oo[.

X =
Etudier la variation de ¢ et construire sa
représentation graphique dans un
repere orthonormé.

B-1) Soit A un nombre réel strictement
positif.

Calculer en fonction de A I’ intégrale :
1
I = [} () dx

2) Montrer que, lorsque A tend vers 0,

I(A) admet une limite égale a % .

3) Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
Montrer que, pour tout entier k tel que
1 <k <n-—1etpourtoutréel x tel

que :

k+1
n

P <000 < () -

<x<

k
— ,ona:
n

Montrer que :
1& kK 1, 18 k
=)< <=2 0()
N N n nig N
En déduire :

G<ivo®<todyady.
N~ n& " n" n'n n

4) Déduire des questions 2 ) et 3 ) que,

lorsque n tend vers l'infini, EZ go(h)
ne n

admet une limite finie, la calculer.

5) a) Montrer que :

1Sk
Hé¢(ﬁ)

1 1 n, 1
L I o WAL
4n3k§‘ ZnZ‘ (k) 4

b) Etablir les égalités :

Z”:kz _n(n+1)@2n+1) |
kL 6 '

- n"
kZ:;‘In(E) = In(ﬁ).



6) a) Utiliser les résultats précédentes
pour démontrer que la suite :n —

1 nt .. ) -
Hln(;) a une limite que I'on précisera.

Exercice : 14

Ne connaissant pas de primitive de la

fonction f définie sur [0; %] par

f(x) = :;_1, on se propose de calculer

une valeur approchée de l'intégrale : I =
1 _

1) En étudiant les variations de la
fonction f, démontrer pour tout

nombre réel x de [0' %]

I'encadrement :1 < f(x < (1)

2) a)Démontrer que, pour tout

nombre réel x de [0;l L=1+
2 1-x

XZ
X+ Tx
b) En déduire que :
1
2
= f (1+x)e *dx
0

1

2
+ J x%f(x)dx
0

1
c)Calculer J=[2(1 + x) e *dx.
d) Déduire de (1) que - <

f x*f(x)dx < — \/_

e) Déduire des questions
précédentes une valeur décimale
approchée de I a la précision
0,01.

Exercice: 15

Soitl, =

D

2)

3)

1
fo o dx (n=>2).

Montrer que la suite (I,,) est
décroissante et qu’elle converge.
Etablir 'encadrement : —(1 -

znl—l) In < ﬂ(l on- 1)

Indication : encadrer e* par son

minimum et son maximum
sur[0; 1].
En déduire la limite de la suite

(In)-
On pose f,(x) =

ﬁ , X €

[0; +oo[ et (n = 2).

a) Exprimer f',(x) en fonction
de f,(x) et f,;;(x).en déduire
une relation entre [, et [, .

b) Montrer que nI_i>r+noo(nln) =1.En

déduire que la suite, de terme
nl,, converge et déterminer

sa limite.

Exercice: 16

f estla fonction définie sur R par

f(t) =

1.

t

e +1

Etudier la fonction f .

b. Tracer la courbe
représentative de f dans un
repere dans un repere

c. orthonormal

Pour tout réel, on note

F(x) = jo f (t)dt

a. Interpréter géométriquement
F(x).

b. Montrer que F est dérivable
sur R et calculer F’(x)



2. G estla fonction définie sur

[m%}pm:guyﬂn

T
tan(x + —
( 4)‘

j\. Ca}culer FoG(0).
b. Calculer, pour tout x € [0; %},

(FoG)'(x) eten déduire que
(FoG)(X)=x.

Exercice:17

Pour tout n de N on consideére les

T
intégrales I, = [2 e ™ sinxdx et

T
Jn=JZ e™*cosxdx

1. Calculer I et],.
2. Soit n un entier naturel non nul .
a. Enintégrant par parties I,
et J,, montrer que I, et],
vérifient le systeme

—NT

{ I, +nj, =1
—nl,+J],=e 2

b. En déduire que, que pour n
entier naturel non nul les
expressions del, et], en
fonction den.

3. Déterminer :lirgol I, et ligol Jn-

Exercice: 18

Soit (I,,) la suite définie par:

n
I j4 dx
n 0 cos2n+1yx

1. Déterminer deux nombres réels a
etbtelsque:Vx € [0 ;ﬂ,
1 acosx bcosx
= — + -
cosx 1-—sinx 1+ sinx
En déduire la valeur de I.

2. Démontrer al'aide d'une
intégration par parties, que :
Vn € N*,2nl, = 2n— 1DI,_; +
2n

N

(On pourra écrire I,;sous la forme :

T
1 1
I, = f dx)

o C€os?1~lxcos2x

Exercice: 19

Soit (1)) la suite définie par: I, =
f: sin"x dx.

1. Calculer Ijetl;.

2. Sans calculer I,;, démontrer que la
suite (I,) est décroissante.

3. Al'aide d’une intégration par

parties, démontrer que:V n €
+1
NInez = 51
4. a) Calculerly, I1petlyy.
b) en déduire que :
217 216
——— < T """
3 x7?x11 3" x5x 72

Exercice : 20

Sipourtoutréelttelque 0 <t<-:I; =

SR

JZ cos? (D)dt et ], = [2t>cos®* (D)dton
keN.

1) Etablir I'inégalité suivante pour
toutréelttelque 0 <t sg 1t <
gsin(t) ;

2) Etablir I'inégalité suivante pour
tout nombre réel k>0,

2
0<Jks= nj( Ik = Tisa):
3) Montrer que pour tout nombre

. 2k+1
réel k> 0:l,, =

2k+2 K



4) Déduire des questions

L . J
précédentes que : lim ~%=0.

K —>+o0 Ik

5) Montrer que, pour tout réel k tel
que k> 1: 1 = —2k?J + k(2k —

DJk-1-
6) En déduire que, pour tout réel k

telquekZl:h—i=%;
L, 1, 2k

7) Iim[l+%+...+n—12J=”—

N—+o0 6

Exercice : 20

On désigne par n un nombre entier
relatif différent de —1 et par x un
nombre réel supérieur ou égal a 1.

1. Calculer l'intégrale 1,(x) :Ixt” In tdt
1

(on pourra effectuer une intégration par
parties).

2. En déduire le calcul de

3.(x) = LX £1(In 12 dt.

3. Calculer ()~ ‘]“(e).

, . .. l.(e)—
4. déterminer la limite de 2 )
quand n tend vers +w.

Exercice: 21

e e
On pose |, = jxdx et I, =Jx(|n x)"dx pour
1 1

tout n entier non nul.

1. Calculer Io et I1 (on pourra utiliser une
intégration par parties).

2. Montrer que pour tout n entier
21, +(n+1)1, = €. Calculer I2.

3. Montrer que pour tout n entier,
l.; <1,- En déduire en utilisant la

relation du 2° I'encadrement suivant :

3 3
<<=

n+3" " n+2’

lim I, lim nl,
4. Calculer =+ = et n—o+

Exercice: 22

Soit p et n des entiers naturels. On pose

1
[ :J'xp(l—x)“dx .
0

1. Calculer In.o et I"'l.

IO,n I1,n

2. Calculer et en déduire

3. Etablir une relation de récurrence
entre I, , etl,,; ,,;. En déduire la valeur

de I, , en fonction de p et n.

p,n

n
b) En déduire que la limite n — 5 @
n!

une limite que I'on précisera.



Chapitre 04 : Equations différentielles linéaires

EXERCICE: 1

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R
I’équation différentielle (E) et déterminer la
solution vérifiant la condition initiale donnée.
a)(E):y-3y=0 ety(0)=2
b.)(E):3y+y=0 et y@d)=e
c)(E):y+yIn2=0 ety@®)=1
d)(E):y'=y ety =-1

EXERCICE : 2

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R
I’équation différentielle (E) et déterminer la
solution vérifiant les conditions initiales
données.

a)(E):y"+2y+y=0, y(0)=-1et y'(0)=0
b)(E):y"+16y=0, y(0)=0ety'(0)=-1

c)(E):y"—(In2)* =0, y(0)=1lety(2)=1

T T
Y(g) =let V(E) =1
e)(E):y"+2y'-3y =0, y(0)=3ety'(0)=-1

f)(E):y"+y+y=0, y(0)=-1ety(0)=+3
EXERCICE : 3
On considere I'équation différentielle (E):

y'+2y =e ¥,

d)(E):4y"+y =0,

1 Vérifier que la fonction g : X — (x+1)e ™

est solution sur R de (E).
2. Démontrer qu'une fonction f + g est

solution de I'équation de (E) si et seulement si la
fonction f estsolution deI'équation

différentielle : y'+2y =0.

3. En déduire les solutions sur R de (E).

EXERCICE : 4
f:x— (x+1)e ™.

1. Déterminer les nombres réels aetb pour

Soit la fonction

que f soit solution sur R de I'équation
différentielle
(E) y"'+ay'+by =0.

2. Démontrer pour tout entier naturel n non nul,

la dérivée d'ordre nde nde f estsolution de (E).

3. Déterminer parmi les solutions de f , celle qui
est solution de (E).

EXERCICE :5

Soit 6 un nombre réel tel que 0 < 6 < g
a. Résoudre dans C, I'’équation :
z%c0s%0 — 2zsin BcosO + 1=0.

Déterminer le module et un argument des
solutions éventuelles de cette équation.

b. Résoudre I'équation différentielle :
(1+cos29)y'"-2sin26y'+2y =0.
EXERCICE: 6

: , Vs
Soit @ unnombre réel telque: 0<a < E

.Résoudre sur R I'équation différentielle :
(1+cos2x)y'"-2y'sin2a + 2y =0.

EXERCICE : 7

1. Résoudre sur R I'équation différentielle (E)
y'"+16y =0

2. Déterminer la solution f qui vérifie : f(%)z-Z et
f (m)=8.

3. Résoudre dans [0; 1] I'équation f(x)=v2.
EXERCICE: 8

1. Résoudre sur R 1'équation différentielle
(E)

y"'+2y'+5y =0.

2. Déterminer la solution f qui vérifie :

f(0)=1etf(0)=-1

3. On pose : F(x) =—%[f (x)+2f(x)]

a. Démontrer que F estune primitive de f
sur R ; expliciter F(X) .

T

b. En déduire le calcul de IOZ f (x)dx.

EXERCICE: 9
Soit I'équation différentielle (E) y'+3y =10cosx.

a. Résoudre I'équation différentielle (F) :

y'+3y =0
b. Déterminer les nombres réels « et g tels

que la fonction g définie par :

g(X) =@ cosx+ gsinx soitune solution de
I’équation (E)

C. Démontrer qu’'une fonction f est une
solution de (E) si et seulement si f —g estune

solution de (F).



d. En déduire les solutions de I'équation
différentielle de (E).

EXERCICE: 10

Dans cet exercice, on cherche a calculer I'intégrale

I= [*x[sin(2x) + e *cos(x — E)]dx
4

a l'aide d’'une équation différentielle :

1. Résoudre I'équation différentielle :
y'+2y'+2y =0 (Ey)
2. On consideére I'équation différentielle

y’+2y’+2y = 4cos(2x) - 2sin(2x) (E)

a. Déterminer deux réels a et b pour que la
fonction f; définie par: Vx €R

f1(x) = asin(2x) + bcos(2x) soit solution de
I'équation (E) .

f désignant une numérique, on désigne par gla
fonction f-f; .

b.Démonter que f est solution de (E) si et
seulement si g est solution de ( E1) .

En déduire la forme générale des fonctions
vérifiant I'équation (E).

Vérifier que la fonction f de (E) telle que f(0) =

et r(0)=2et

f(x) = sin ( 2x) +e " cos(x — 1)

Utiliser (E) pour trouver I'ensemble des
primitives F de f.
3. En déduire la valeur de I'intégrale 1.
EXERCICE : 11

1) Déterminer 'ensemble des solutions
définies sur R de I'équation différentielle :
y'+y=0().
2) Etant donné une fonction numérique de
variable réelle x , g deux fois dérivable survx €

R f(x) = xg() .
Exprimer f"'(x) a l'aide de g"’ (i) et de x.
3) On considére I'équation différentielle.

/" 1
y'=-avy@
a) Démontrer que la fonction g deux fois
dérivable sur R* est solution de (2) si et seulement
si la fonction f définie par: Vx € R*; f(x) = Xg(i)
est solution de (1).
b) En déduire 'ensemble des solutions de
I'équation de (2) définies sur chacun des
intervalles et ]0, +oo].
4) Soit g une solution de I'’équation (2)
définie sur ]0,+oo[.

5) Déduire de ce qui précede une primitive de

la fonction: x +— X—l‘tg(x) .

PROBLEME: 1
A) Soit (E) I'équation différentielle du second
ordre :
y" =3y +2y=0(E).
1. a) Quelles sont les solutions de (E) ?
b) Quelle est la solution de (E) dont la courbe
représentative (C) admet au point d’abscisse x =
0 la méme tangente que la courbe (C")
représentative de y = 3% ? On dit que (C) et (C)
sont tangentes .
2. Représenter, dans un méme repére
orthonormé les courbes (C) et (C") dont on
précisera les positions relatives .
3. A étant un réel strictement positif, soit h, les
fonctions telles que :
hy(x) = —A%eX + 22e?%.
a. Montrer que h, est solution de (E).
b. Soit C, la courbe représentative de h;.
Apreés avoir calculé ,en fonction de A les
coordonnées du point commun a des courbes C;
et (C'),
montrer que ces courbes sont tangentes en ce
point.
C. Préciser les positions relatives de C, et (C’.
B) Soit (E") I’équation différentielle : y'' —
3y +2y=—x*+x+2(E)
1. Trouver un polynéme P du second degré
solution de I'équation (E’).
2. On pose f(x) = g(x) — %XZ - X.
Montrer que f est solution de (E’) si et seulement
si g est solution de (E). En déduire les fonctions f
solutions de (E").
3. Déterminer la solution de (E”)
dont la courbe représentative passe par le point
de coordonnées ( 0, 2) et admet en ce point une
tangente de coefficient directeur 1.
PROBLEME: 2
Partie A

1. (Eo) désigne I'équation différentielle :

y'+2y'+y=0.
Déterminer les solutions générales de (E;).

2. (E) estI’équation différentielle
y'+2y' +y=2e7*¥
a. Vérifier que la fonction h

définie sur R par h(x) = x2e™*



est solution de (E).

b. Démontrer que ¢ est une solution de (E) si
et seulement si g = ¢ — h est solution de (E;).

C. Déterminer toutes les solutions de (E).

d. Déterminer la solution f, de (E)
satisfaisant aux conditions initiales fo(0) = 4 et
f0(0)=0.

Partie B

On considere la fonction f définie par : f(x)=
(x+2)2e7X.

On désigne par (C) sa courbe représentative dans
le plan muni d’un repére orthonormé, l'unité
graphique étant 1 cm)

1. Etudier les variations de f et tracer (C)
avec soin.
2. En remarquant que f est une solution de

I’équation différentielle (E), déterminer une
primitive F de fsur R.

(On calculeraf;(f” + 2" + f)(t)dt)

3. Pour tout entier naturel n, on pose :

L=/, f()dt.

a. Exprimer I, en fonction de n et interpréter
graphiquement.

b. Etudier la convergence de la suite (I,), puis
en déduire I'aire de I'ensemble des points M(x,y)
du plan tels que x< 0 et 0< y < f(x).

Partie C

On se propose d’étudier la convergence de la suite
(un) définie, pour tout entier naturel n non nul

par

1. Vérifier que pour tout entier naturel n non

1 Kk
nul,ona un Z_Zf(ﬁj

n'a

13 (k 4e -9
et —Z f(ﬁj:un+

née ne

2. Etablir que, pour tout entier naturel n et
pour tout entier naturel ktelque 0<k<n-1,

1 (k+1) <& 1. (k
ona: = f(ijsjkn f(t)dt< = f[—j
n n - n n
3. Démontrer que, pour tout entier naturel
4e-9

1
u, < | f®dt<u,+

nonnuln,ona: ne

4, En déduire pour tout entier naturel n non
4e-9

nulona: |, - <u, <.

ne

5. Déterminer la convergence de la suite u,,
puis préciser sa limite .

PROBLEME': 3 Partie : I On donne un entier

naturel n strictement positif et on considere

n
—X

X
I'équation différentielle (E,):y'+y = —e
n!

1) On fait 'hypothese que deux fonctions f et
g définies et dérivables sur R, vérifient pour tout
réel x: g(x) =h(x)e™.

a) Montrer que g est solution de (E) siet

n

. . X
seulement si, pour tout réel x h'(X) = —
n!

b) En déduire la fonction h associée a une
solution de g de (E, ) ,sachant que h(0)=0.Quelle
est alors la fonction g ?

2) Soit ¢ une fonction dérivable sur R.

a) Montrer que @ est solution de (E,) siet

seulement si ¢ — g est solutionde (F):y' +y = 0.
b) Résoudre (F).

C) Déterminer la solution générale de
I'équation (E,).
d) Déterminer la solution f de I'équation

(E,) vérifiant f(0)=0
Partie II : On pose pour tout réel x,

f,(x)=e" et f(X)=xe™.

1) a)Vérifier que f, estsolution de I'équation
différentielle y'+y = f,.
b) Pour tout entier n strictement positif on définit
la fonction f, comme solution de I'équation
différentielle y'+y = f_, vérifiant f (0)=0.
En utilisant la partie I, montrer par récurrence
que pour tout réel x et tout entier natureln >1 :

f.(x)= X e
n!

2) Pour tout entier naturel n, on pose
1
1, = [ . (dx;
a) Montrer que pour tout entier naturel n et

pour tout réel x de I'intervalle [0;1]

n

0<f ()< .
n!



b En déduire que0< | < , puis
) 1 P

déterminer la limite de la suite (1,).
c) Montrer pour tout entier naturel k non nul,
A Teea 1
légalité: I, —1, :Ee Y
d) Calculer |, et en déduire que:

141
I, =1-—) —

et nl

o1

e) En déduire que nl_l)rpw kZ::E =e
PROBLEME: 4
1. Soit I'équation différentielle : (Em) :
my”’ + 2y’ + 2y = 0; ou m est un réel.
a. Déterminer suivant les valeurs de m,

I'ensemble des fonctions deux fois dérivables sur
R solutions de I'’équation (Em).

b. Déterminer la solution (E:) dontla courbe
représentative passe par le point A de
coordonnées (0,1) et admet en ce point une
tangente paralléle a la droite d’équation = —x.

2. Soit f(t) la fonction définie sur [— g, %ﬂ]

par f(t) = e"tcost. Etudier les variations de f et
construire sa courbe représentative dans un
repére orthogonal d’unités (2cm sur I'axe des
abscisses et 10cm sur I'axe des ordonnées).

3. Soit g le prolongement a R de f.

a. Comparer (t) et g(t + 2m) . Donner alors le
sens de variationde g .

b. On pose u(t) = e tetv(t) = —e~". On note

(Cy) et (Cy) leurs courbes représentatives
respectives et (G) celle de g dans le méme repere.

Quels sont les points communs a (G) et (C,) d’'une
parteta (G) et (C,) d’autre part?

C. Montrer qu’en chacun de ses points les
deux courbes ont méme tangente.
d. Démontrer que g admet une limite en +oo .
On fait remarquer que —1 < cost < 1
4. Pour toutréel k on pose:ay =

Ttk
|7, 8(®adt.

2

a. Calculer ay (on pourra faire deux fois une

intégration par parties).

n
b. Pour tout entier n, on poseS, = Z|ak| .
k=0

Monter que la suite (S,) admet une limite.

Interpréter géométriquement ce résultat.

5.
ans cette question, le plan est muni d’un repére
orthonormé. On considére la courbe (A) définie
par le systeme d’équations.

x(t) = e tcost T 3m
{y((tg = e~tsint ' POUT € [_5'7] '
a.
tudier les variations de x ety etdresser le
tableau de variations conjointes.
b.

oit M; le point de (A) de paramétre t et V; le
vecteur dérivé lui correspondant.

Calculer la norme du vecteur O_Mt) et monter que
I'angle (WE, \7;) est constant.

C

eprésenter graphiquement (A). On précisera les
tangentes aux points de parametre —g et



Chapitre 05 : Courbes paramétrées
Exercice 1
Etudier et représenter graphiquement les
courbes paramétrées suivantes :
1-) x(t) = cos3t ;29) x(D) =2+
sin)2t ;3-) x(v) = sin{

y(t) = sin3t , telR y) =1-

sintcost , telR y(t) = cos3t , telR

.
)

4-){ X(t) = sint ; 5-) X(t) — tan%

: 69) x(0) =%+ln|i—j

y® =—=— telR  y(t) =sint ,
t € IR y(t)=t+% , teIR
Exercice 2

Le plan (P) est rapporté au repéere
orthonormal direct (O, U, V)

On prendra 4 cm comme unité sur les deux
axes.

On considere l'application F du plan dans lui-
méme qui, a tout point m d’affixe z associe le

pointMd’affixe Z = %ZZ — z.L’objet de cet

exercice est de tracer la courbe (T') décrite
par M lorsque m décrit le cercle (C) de centre
O et de rayon 1.Soit t un réel dans [- ; ] et
m le point de (€) d’affixe z = et

1-)Montrer que I'image M de m par F est le
point de coordonnées :

{ x(t) = %cosZt — cost
y(t) = %sinZt —sint  ,te€
[—; 7]
2-)Comparer x(—t) et x(t) d’'une part, y(—t)
et y(t) d’autre part.

En déduire que (I') admet axe de symétrie
que l'on précisera.
3-)Etudier les variations de x(t) et de y(t) sur
[0; 7] .
4-)Dresser le tableau de variation simultané
de x ety sur [0;].

5-)Placer les points de (I') correspondants
aux valeurs 0 g 2?“ et mdu parametre t et

tracer les tangentes en ces points ( on
admettra que pour t = 0 la tangente a (') est
horizontfle ).Tracer la partie de (I') obtenue
lorsque tldécrit [0, ] puis tracer (I")
completement.
Exercice 3
Le plan est muni d'un repére orthonormé
direct(0,1,7) .Soit (C) le cercle de centre Oet
de rayon 1.A tout point T de (C) , on associe la
mesule principale 6 de 'angle (T, ﬁ) et le
projeté orthogonal M du point A(1; 0) sur la
tangenteen T a (C) .
1-)Montrer que les coordonnées de
M(x 6),y(6)) sont :
x(8) = —cos?0 + cosO + 1
y(0) = sin6(1 — cosb)

2-)Etudier les variations de x et y sur [0, Tt].
3-)On note (I') la courbe décrite par M
lorsque T décrit (C) .

a-)Montrer que € (I') . (On admettra que
(OA) estlatangenteen A a (I) ).

b-) Tracer (I') dans le repére.

Exercice 4 [La conchoide de Nicomeéde]
Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, oI, 6])) .0n consideére la droite (A)
d’équation x = 1 .Une droite (D) variable,
passant par O, coupe la droite (A) en A.On
note M le point de (D) tel que AM =2, A
étant situé sur le segment [OM] .
La courbe (C), lieu géométrique des points M
lorsque (D)varie, est appelée la Conchoide de
Nicomede.
1-)On note t la mesure de I'angle (61’, ﬁ))
Montrer que (C) admet une représentation
paramétrique donnée par :

x(t) =1+ 2cost

y(t) = tant + 2sint te]_g’g[



2-)a-)Vérifier que (C) admet I'axe des
abscisses pour axe de symétrie.

b-) Etudier les variations de x ety sur [O; g[

puis tracer la courbe (C) .

Exercice 5 [Spiral logarithmique]

Dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0,1,7), on considére la courbe paramétrée
(I') définie par le systéme

d’équations paramétrique suivante :

{x(t) =e' cost
, telR

y(t)=e'sint

1-)Par quelle transformation passe-t-on de

M(t)aM(t+2z)etaM(t-27)

2-)Etudier les variations t+ x(t) et t— y(t)

pour t [0;2r] et dresser le tableau de

variation conjointe.

3-)Construire la courbe représentative de

(I') constituée des points M(t) pour te[0;27]

4-)Déduisez-en la partie de la courbe de

(") constituée des points M(t) pour

te[-27;27]

5-)Soit M, le point de (T') de paramétre t et V,

le vecteur dérivé lui correspondant.

Calculer la norme du vecteur O—Mg et
montrer que I'angle (OTV[t, V;) est constant.
Exercice 6
Soit (0,1,7) un repeére orthonormal .Un point
A sur I'axe des abscisses et un point B sur
I'axe des ordonnées sont tels que AB = 1.0n
note M le projeté orthogonal de O sur [AB]
.On se propose de déterminer le lieu
géométrique (C) des points M lorsque
A et B se déplacent chacun sur son axe.
1-)On note (x,y) les coordonnées du point M
et t une mesure de I'angle (ﬁ, -1).

Montrer que (C) est 'ensemble des points
M(t) de coordonnées :
x(t) = costsin’?t
JLy(t) = sintcos?t ,t€IR

2-)Pour tout € IR, comparer la position des
points :M(t) et M'(t + 21) ; M(t) et M'(—t) ;

M(t) et M'(t — t) ; M(t) et M’ G — t).
En déduire qu'il suffit de faire 'étude pour t €
[0, g] et construire la partie de la courbe de

(C) correspondante. Indiquer les
transformations qui permettent de compléter
la courbe.

3-)Etudier les variations de x et y sur [O, E]

4-)Tracer la courbe (C) en précisant les
points ou la parallele a I'un des axes ainsi que
les tangentes a I'origine.

Exercice 7 [Strophoide de droite ]

Le plan est muni d’un repere orthonormal
(0, oI, 6])) .0On considére le cercle (C) de
centre I et de rayon 1 et la droite (A)
d’équation x=1.Une droite variable (D)

passant par O coupe le
cercle (C) en A et la droite (A) en A’.

On note M le point de (D) tel que OM = AN

.La courbe (S) lieu géométrique des points M

lorsque (D) est une strophoide de droite.

Paramétrage N1

1-On note t la pente de la droite (D).
Montrer que les coordonnées de M sont

données par :

t? -1
X(t) = -

tt2+1) telR
t) =~
y® t?+1

a-)Vérifier que S admet I’axe des abscisses
pour axe de symétrie.

b-) Etudier les variations des fonctions
t—>x(t) et t— y() pourte [O,+oo[, et
construire la courbe S.

2-) Calculer la distance de M a la droite (A),
puis la limite de cette distance lorsquet — +<o.
Interpréter graphiquement.

Paramétrage N2



1) On 6 une mesure de 'angle (61: ﬁ)
.Montrer gue les cordonnées sont données
par:

x(0) = —cos26

y(0) — sin26 + tan6 , D€

T[T[[
2’2

(On évaluera I'angle (61: ﬁ\’))

2)a)Vérifier que (S) admet I'axe des abscisses
pour axe de symétrie .
b) Etudier les variations des fonctions 6 +—

x(0) et +— y(0) pour 6 € [O,g[.

c)Construire la courbe (S) dans le repeére.
3) Calculer la distance de M a la droite (A)
puis la limite de cette distance lorsque 6 tend
vers +g

Exercice 8 [Courbe de Bézier ]

On considere dans le plan muni d'un repere
orthonormal (0O, u, V), les trois points A, B et C
de coordonnées respectives

(1,0),(0,1) et(1,1) .Atoutréelt € [0,1] on
asocie le point M(t) , barycentre du systéme
{(B,(1 -1)?2),(A2t(1-1)),(C,t»)}.0On note
x(t) et y(t) les coordonnées de M(t), (T')
I'ensemble des points M(t) lorsque t décrit
[0,1].

1)a)Exprimer en fonction de t les
coordonnées x(t) et y(t) de M(t) .

b) Dresser le tableau de variations
conjointes de x ety et tracer la courbe (I')
ainsi que ses tangentes aux points B, C et
()

2) Montrer que les tangentes a (I') en Bet C
se coupent en A.

3) Trouver une relation entre x(t) et y(t)
indépendante de t .On calculera y en fonction
de x et on posera y = f(x) .La fonction f est-
elle dérivable a gauche au point d’abscisse 1 ?
Exercice 9

On considere un cercle (C ) de diameétre [OA]
et la droite (D ) tangente a (C) en A. Pour
tout point M de (C) distinct de O, la droite
(OM) coupe (D) en Q .Soit P le point défini par
OM = PQ.

On se propose de déterminer le lieu
géométrique I' de P lorsque M décrit (C) privé
de O.

On pose OA = 2a (a > 0) et on rapporte le
plan au repére orthonormé (0,1,) tel que

-

1= 2—2@) Soit 0 la mesure principale de

I'angle orienté (7, O_M)) :

1-)Déterminer les coordonnées de M en
fonctionde 0.

2-)En déduire les coordonnées de P en
fonction de 0.

3-)Etudier puis construire courbe I'.

Exercice 10 [Cardioide]
Le plan est du repere orthonormal direct
(O,T, ]) Soit (C) la courbe paramétrée de
représentation paramétrique donnée par :
x(t) = (1+ cost)cost
{y(t) = (1+ cost)sint
1-)En utilisant la parité et la périodicité des
fonctions x(t) et y(t) réduisez l'intervalle
d’étude et déterminer les symétriques de la

courbe (C)
2-)Etudier les variations des fonctions x(t) et

y(t)

3-)a) Montrer que, si t # 7, la droite OM, a

, te IR

pour vecteur directeur u = (cost)i +(sint)j .
b) Déduisez en la tangente au pont M () de

la courbe (C) puis tracer (C).

Exercice 11 [cycloide]

Soit (®) la courbe de représentation

paramétrique suivante

{x(t): 2(t —sint)

y(t)=20—-cost) R



1-)Comparer les coordonnées des points
M(t) et M(t+2r)et montrer que ces points

ce correspondent dans une translation.
Déduisez en l'intervalle d’étude utile
2-)Etudier les variations de x(t) ; y(t) et

calculer le vecteur dérivée V (t)

3-)On suppose ici que t est non nul, montrer
que la droite (OM, )admet un vecteur

directeur

u(t)= %(l— cost)f+%(sint)T .déterminer les

limites des coordonnées de u et déduisez en

la tangente en O a la courbe (@)

Exercice 12

1-)On considére I'équation différentielle (E) :
4y = e Xcosx

yTy= 2+sinx

f étant une fonction numérique dérivable sur

R, on pose : g(x) = e*f(x).

a-)Montrer que f est solution de (E) si et
seulement si g'(x) = o

2+sinx
b-) Déterminer la solution générale de (E), en

déduire la solution de (E) qui s’annule en 0.
2-)Dans le plan rapporté a un repere
orthonormé direct, on consideére la courbe (")
d’équations paramétriques :

x(t) = In(2 + sint)

y(t) =In(2+cost) ; teR
a-)Comparer M(t) et M(t + 2m) ainsi que M(t)
et M G — t).

b-) En déduire que la symétrie orthogonale
d’axe la premiére bissectrice conserve (I') et
montrer que pour construire (') , il suffit

d’étudier x et y dans E; E + T[].
c-) Dresser le tableau de variations des

. 5
fonctions x et y dans E ; Tn] et tracer la courbe

@ ).



Chapitre 06 : Coniques : Parabole, Hyperbole, Ellipse

Exercice O[Application directe du cours]
A) Dans le plan mini d'un repére (0,1,7) soit
la courbe
(P):x?+y*+2x—2y+2= %(3x+4y+

2)?. montrer que (P)

Est une parabole et déterminer ses
éléments caractéristiques.

B) Construire la directrice (D) d’une parabole
(P) en connaissance le foyer F de (P) et
deux tangentes (1) et (7'1) a (P).

C) Construire la directrice (D) d’'une parabole
(P) en connaissance le foyer F de (P) et u
point A de (P) et sachant que (D) est
paralléle a une droite donnée (A).

D) Soit une affinité orthogonale A (D, %) et

(€) un cercle de centre O et de rayon
5.tracer I'image de (C) par (A).
E) Montrer que sia > b, alors 'ellipse

X2

(E): =t % = 1 est I'image de son cercle
principal C(0, a) par l'affinité orthogonal
d’axe (Ox) et de rapport g.

F) On considére I'ellipse (E): Z—z + Z—z =1let
a > b M et N sont deux points variables de
(E) tels que (OM) L (ON).

——+ = est constante

2) Soit H le projeté orthogonal de O sur
(MN) ? déterminer le lieu géométrique de
H lorsque M et N varie sur (E)de tel sorte
que (OM) L (ON).

G) Dans le plan mini d’un repeére (0,1,7) soit
la courbe (I): 13x? + 13y% — 10xy = 36
déterminer sa nature et ses éléments
caractéristiques.

Exercice: 1

Pour chacune des paraboles suivantes,
déterminer son foyer, son sommet et une
équation de sa directrice.

a) y?=4x;b)x? =6y ;c)y?=-8x;d)
x? = =3y

b) Montrer que les courbes (P1), (P2) et
(P3) d’équations respectives : y? = 5x —

1 x2—4y+2x—1=0et y>? —x+y=
0 sont des paraboles dont on précisera les
éléments caractéristiques.

1) Montrer que

c) Vérifier que le point A(1,2) appartient
a (P3) et déterminer I'équation de la
tangente T a (P3) en A.

d) Déterminer les coordonnées du point
B appartenant a (P3) tel que la tangente a
(P3) en B soit perpendiculaire a T.
Exercice : 2

1) Pour chacune des hyperboles
suivantes, déterminer ses foyers, ses
sommets, 'équation d’une directrice et
'excentricité.

a) 4x%—36y? =121 b) —9x? + 4y? =
196 ¢) 2x? —2y2 =1;

2) Identifier les ensembles des points
M(x, y) tels que :

2
a) x=— ety = 3tant ett e]—E;E[
cost 22

b) X=2(t+%) ety=§(t—%) t € R*
L

V2

) x= ! ety =

cos2t
Exercice : 3
1) Identifier les ensembles des points
M(x, y) tels que :
a) x = 5cost ety = 3sint ,t €R

tan2t ett ¢§+ kg

e2t—q et
b) x= g ety = gt € R
Exercice : 4

Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de la courbe d’équation :
1) x2+4y*+2x=1

2) x2—-8y’+2x—16=1

3) x2+4y?+2x=1

4) mx?+4mx+ (m—-1)y?+2=0,

m €R

5) y2—4y=2x—§,m € R

Exercice 5

Le plan (P) est rapporté au repére
orthonormal (OT])

Soit (C) la courbe d’équation : x2 — 3y? +
8x+ 12y + 16 =0.

1. Démontrer que (C) est une conique dont

on précisera les éléments caractéristiques
: centre, foyers et directrices associées, etc

Tracer (C).



2. Soit (D) la droite d’équationy — 3 = 0.
On désigne par d(M,D) la distance du point
M a la droite (D).

Soit P le point de coordonnées (-4,6) ;
d(M,P) désigne la distance de M "a P.

Quel est 'ensemble des points M du plan
(P) tels que d(M,P)=2 d(M,D) ?

Exercice 6

Soit a un réel de 'intervalle] 0,  [. On
considere I'’équation d’'inconnue complexe
Z:

(E) z2sin? a — 4z sin a + 4 + cos?a = 0.

1. Résoudre (E).

2. 0On désigne par M’ et M” les images des
racines z’ et z” de I’équation (E) dans un
repére orthonormal direct (O,u,v) du plan

complexe.

Montrer que, lorsque a varie, I'ensemble
des points M’ et M”est une branche
d’hyperbole (H).

Préciser les éléments caractéristiques de
(H) et dessiner la branche d’hyperbole en
question.

Exercice 7

Soit a € IR, dans le plan muni d'un repere
orthonormé direct R = (O,T,]), on

considere 'ensemble C, des points M de
coordonnées [);j telles que x 2 + y? + 2axy

-1=0

1. Discuter en fonction de a du genre de la
conique.

2. Préciser I'ensemble Co.

3. Préciser les ensembles C1 et C-1.

4. On consideére le repére Ry(O,u,v) obtenu

. ) X
par rotation d’angle ¢ de R, on note [Y J
les coordonnées de
M dans ce repere. Comment choisir

0e [O%} pour que le terme en XY de

I’équation Ca dans ce repére soit nul ?
Quelle est alors I'’équation deC, .

6. En déduire les parametresa, b, cete

lorsque a = %eta =2

Exercice 8
Le plan est rapporté a un repére ortho
normal direct (OT]) On considére

I'ensemble (C) des points M du plan de

coordonnées (x, y) vérifiant I'équation :
25(x% +y?) = (3x-16)? (D

1-En interprétant géométriquement

I’équation (1) démontrer que (C) est une

conique de foyer 0 et de directrice la

droite A d’équation x = % .Donner la

nature et I'excentricité de (C). Dans toute
la suite de I'exercice, M désigne un point
de(C) et ¢ une mesure de I'angle(i,OM).

2-a Déduire de I'’équation (1) une relation
du premier degré entre OM et 'abscisse x
de M.

b- Démontrer que OM=

0

16
5+3cos@’

3- On suppose ici que Y appartient a

}—%%{ . La droite (OM) coupe A en 1 et

recoupe (C) en un point M".
a- Démontrer que o1 estune
OM OM'

constante indépendante de M.

b- Démontrer que A 12
OM OM' Ol
Exercice 9
On appelle I I'ensemble des points du plan

(P) dont les coordonnées (x;y) vérifient :
X2 —y2—2ny§+2:O.
V3

. 1. N
1°On pose j= i et on considere la

transformation g de (P) dans (P) qui, a
tout point M d’affixe z, associe le point
g(M) d’affixe jz.

Montrer que g est une rotation de centre O

et de d’angle 2?”

2° On désigne par (H) I'ensemble des
points M de (P) d’affixe z vérifiant
Re(z2 = 1). Définir la nature de ensemble

(H) et le tracer.
3° Soit M un point d’affixe z.



Montrer qu’'un point M d’affixe z
appartient a I'ensemble T si et seulement

si Re|(j2)° |=1.

4° Montrer que (H) est'image de I par la
transformation g.

En déduire la nature de T et tracer T sur la
figure précédente.

Exercice 10

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(0,i,]). Soit (E) 'ensemble des points M du

plan tels que 2x% +y? +xy =10.

1° Montrer qu'il existe un repére

orthonormé (0,1, j')dans lequel I'équation

2 2

de (E) est de la forme (X_Z) +(y_f) =1.
a b

2° En déduire la nature et les éléments

caractéristiques de (E). Construire (E).

Exercice 11 Construction géométrique des

foyers et directrice

1° cas de l'ellipse : Soit (E) I'ellipse

d’équation réduite

X2 2

— +=>=1avec O<b<a dans le repere

ac b

orthonormal (O,T,]),A et A’ les sommets

sur I'axe focale, F et F’ les foyers. La
perpendiculaire en F a I'axe focale coupe le
cercle (C) de diametre [AA’'] enUet U’ la
tangente en U a (C) coupe I'axe focal en T.
Démontrez que T est le pied, sur 'axe
focal, de la directrice associée a F.

2° cas de I'hyperbole : Soit (H) I'hyperbole

2 2
X
X Y _1dansun
a

d’équation réduite — 7
repére orthonormal (0,i,j), A et A’ les
sommets de (H), F et F’ les foyers, (C) le
cercle de diametre [AA’],(A)et(A") les

asymptotes. La tangente a (C) coupe (A)en

E.

a) Calculez OE. Déduisez-en une
construction de F et F, a la regle et au
compas, a partir de A et A’ et des
asymptotes.

b) Déterminez les coordonnées des points
communs a (C), (A)et (A").

D

2)

3° Appliquez les résultats précédents a la
construction géométrique des foyers et
directrices des coniques d’équation :

Exercice 12
Déterminer I'ensemble (E) des points M
du plan (P) dont l'affixe z vérifie :
10zz + 3 (22+22): 4 3
ou £ estle
nombre complexe conjugué de z. Indiquer
ses foyers F et F /, ainsi que ses directrices.
Soit fla composé de 'homothétie de centre
0 et de rapport 2, et de la rotation de
T

centre O et d’angle 4 Déterminer une
équation de (E ) image de (E) par f.
Montrer que (E ) est une ellipse de foyers
f(F) etf (F°).

Exercice 13

Soit D une droite du plan et F un point
dont la distance a D est égale a 3, 'unité
étant le centimetre.

Soit A la droite passant par F et
orthogonalea D

9 un réel tel que 0 < 0.7,

2

On considere
1. / Soit 'y 'ensemble des points M du
plan tels que % =cosd., H désigne le

projeté orthogonal de M sur D.

Donner suivant les valeurs de ¢ la nature
de Ty.

2./ Tracer I'ycasou 6=0

3./ a) Soit 9:%. Déterminer les sommets

AetA‘de I, situéssur A, le centre O etle
3
deuxieme foyer F ‘, der, . TracerT , .
3 3
b) Déterminer I’équation cartésienne de
I, dans le repére orthonormal (0,u,v) ot
3
O estle centre de T', et u un vecteur
3
unitaire de la droite A.
Exercice 14
Soit (I) une parabole de foyer F (- 1, 0) et
de directrice (D) : y = x.



1) Déterminer une équation cartésienne
de (D).
2) Donner I'’équation réduite de ().
Exercice 15

1) On donne la courbe (E)
d’équation :
5x* + y> —10x + 4y + 4 = 0.

a) Montrer que. (E) est une conique et
déterminer sa nature

b) Déterminer le centre, les sommets, les
foyers, les directrices et I'excentricité de
cette

Conique.

2) On considere la courbe H d’équation :
x> —4y? + 4x+ 8y — 4 = 0.

a) Montrer que H admet un centre de
symétrie, noté Q, et que H est une conique,
dont on déterminera la nature.

b) Déterminer les sommets, les foyers,
les directrices, I'excentricité et les
asymptotes de H.

3) On donne : (P1) : x* —x+2y+2=0 et
P2) y> —4x -2y + 1= 0

Donner I'équation réduite de ces
courbes, et en déduire la nature, ainsi que
les éléments

Caractéristiques de chacune d’elles.
Exercice 16

A tout point M d’affixe z non nulle du
plan complexe, on associe le point M’
d’affixe z  telle que :

Z'=—|z+—]|.
2 z

1) Déterminer I'ensemble des points M
tels que z ‘ soit un nombre réel.

2) On suppose que M décrit le cercle de
centre O et de rayon 2.

a) Vérifier que : z =2 ¢ (A< IR).

b) Démontrer que M’ décrit une conique
dont on déterminera les éléments
caractéristiques.

Exercice 17
Dans le plan complexe orienté muni
d’un repére orthonormé(O,G,T/) L unité 2

cm, on considere la courbe (¥) d’équation :
4x2 +3y? +6y-9=0.

D

3)

a) déterminer les foyers, les directrices et
I'excentricité de ().
b) Tracer (Z).
2) Soit M un point de (¥) d’affixe z =x
+ iy, x et y étant des réels.
a) Démontrer que :|z|= %(3— y).

b) En déduire que: |z|= 5 Sos@'
+

étant un argument de z.

3) a) Soit M’ et M ” deux points de
d’affixes respectives etz “ d’arguments
respectifs get 6+ . Calculer la distance

M’M” en fonction de .

b) Déterminer M'M” si OM’ = 2.
Exercice 18
Soit (0; m, O_B), R) un repére
orthonormé direct de 'espace orienté,
M (x,y, z) un point de I'espace, H son
projeté orthogonal sur la droite (AB).
On désigne par G l'isobarycentre de A, B et
C.
Vérifier que la droite (0G) est
perpendiculaire au plan (ABC).

Vérifier que MA-0G = MH - 0G ;en
déduire que |m . 0_G)| = %MH.

Calculer en fonction de x, y et z la distance
MH du point M au plan (ABC).

a) Exprimer MK en fonction ||m A W”
b) En déduire : MK =

\/%\/222 +(1—x—y)

On se place dans le plan (OAB) et on
considere I'ensemble (E) des points de ce
plan qui sont équidistants du point O et du
plan (ABC).

Montrer que (E) ne contient aucun point
de la droite (AB).

Soit M un point de (OAB) n’appartenant

pas a (AB). Calculer la valeur du rapport
MH

MK’

En déduire que (E) est une conique dont
donnera un foyer, la directrice associée et

I'excentricité.

Exercice 19:
Dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0;1,7) on consideére la courbe (P) définie



D

paramétriquement par :
{x =-t2 4t

y=t
a) Montrer qu’en tout point M(t) de
parametre t de (P) passe une tangente (T)
dont on déterminera les coordonnées d'un
vecteur u(t) en fonction de t.
b) Déterminer une équation cartésienne

de (P) et en déduire que(P) est une
parabole dont on déterminera le foyer et
la directrice.

c) Soit m le projeté orthogonal de M(t) sur
'axe des ordonnées et F le point de
coordonnées (2, 0).

Montrer que la tangente (T) a (T) en M(t)
est la médiatrice du segment [Fm].

teR.

2)

a)

b)

On veut démontrer géométriquement
certaines propriétés de la tangente (T) ala
parabole (P) en un point M.

Soit M un point de (P) distinct de son
sommet, (T) la tangente a (P) en M. On
note T, le point d’intersection de (T) avec
la directrice de (T). A l'aide de la réflexion
St d’axe (T), démontrer que le triangle
ToFM est rectangle.

Soient (T) et (T") deux tangentes a (P) non
paralléles a la directrice, Q leur point
d’intersection.

En utilisant la composée St o St des

réflexions d’axes (T) et (T"), démontrer
que (T) et (T’) sont perpendiculaires si et
seulement si Q appartient a la directrice de

(P).




Chapitre 07 : Dénombrement

Exercice 01
Dans une classe, tous les éleves étudient au
moins I'anglais ou I'espagnol.30 éleves

étudient I'espagnol, 20 éléves étudient I'anglais

et 15 éleves étudient les deux langues.

Quel est le nombre d’éleves de cette classe ?
Exercice 02

Soient X, Y et Z trois localités, X et Y sont liées
par trois routes (a,b et c) etles localités Y et Z
par deux routes (d et e). Combien y a-t-il de

trajets de Xa Z en passant par Y ?

Exercice 03

Fatou a dans sa garde-robe 2 vestes, 5 jupes et
3 chemisiers. Elle choisit au hasard une veste,
une jupe et un chemisier pour s’habiller.
Combien de fagons différentes peut-elle
s’habiller ?

Exercice 04

Dans une classe de premiere sont étudiées les
langues suivantes : anglais, allemand,
espagnol. Chaque éléve étudie au moins une
langue :

5 éleves étudient les trois langues, 7 étudient
I'anglais et ’allemand, 8 étudient 'anglais et
'espagnol, 9 I'allemand et I'espagnol, 20
étudient I'anglais, 15 I'allemand et 18
I'espagnol. Il y a combien d’éleves dans cette
classe ?

Exercice 05

Quatre routes relient les villes A et B, trois
routes relient B et C, cing routes relient C et D.
Combien y a-t-il de chemins différents pour
allerde AaD en passantparBetC?

Exercice 06

Dans une classe, on demande aux éléves de
choisir une langue (anglais ou allemand) et
une option (informatique, chimie ou
physique). Dans un groupe d’éleves, 12 éleves
choisissent physique, 15 la chimie et 16
I'allemand. Par ailleurs, 8 ayant choisis la
physique et 3 ayant choisis I'informatique
étudient I'anglais, 6 ayant choisis la chimie
étudient I'allemand.

Indiquer la répartition des éleves par
discipline ainsi que le nombre total d’éleves
dans le groupe.

Exercice 07

a) Combien forme-t-on de nombres
a cing chiffres ?
b) Combien forme-t-on de nombres
a cing chiffres tous distincts ?
Exercice 08
Pour se rendre a son travail, un automobiliste
traverse successivement quatre carrefours
munis de feux de signalisation ; chaque feu
peut étre rouge ®, vert (V) ou Jaune (J).
On appelle « trajet » de 'automobiliste un
ensemble ordonné de quatre lettres choisies
parmi R, ], V (ex: RJJV)
a) En utilisant un arbre
(éventuellement incomplet), calculer
combien il existe de « trajets »
possibles.
b) L’automobiliste s’arréte si un feu
est rouge ou Jaune. Combien y a-t-il de
« trajets » pour lesquels I'automobiliste
s’arréte au moins une fois ?
C) Combien y a-t-il de « trajets »
pour lesquels les deux premiers feux
sont rouges ?
Exercice 09
On attribue une médaille d’or, une d’argent et
une de bronze a I'occasion d'une compétition
sportive regroupant 20 athletes. Combien y a-
t-il d’attributions possibles ? (on suppose qu’il
n’ait pas d’ex-aequo)
Exercice 10
Une assemblée de 20 personnes doit élire un
comité de 4 membres : un président, un vice-
président, un trésorier et un secrétaire.
Combien de comités différents peut-on élire ?
(on suppose qu’il n’ait pas cumul de fonction)
Exercice 11
Une urne contient 10 boules sur lesquelles ont
été marquées les cing lettres de I'alphabet de A
aJ. On tire successivement 3 boules sans
remise et on inscrit dans I'ordre les lettres
portées par les boules tirées.
Combien de mots de 3 lettres ayant un sens ou
non, peut-on former ?
Exercice 12
Un porte manteau comporte 5 pantéres
différents.
a) Combien de fagons peut-on y
accrocher 3 manteaux différents ?



b) Combien de facons peut-on y
accrocher 4 manteaux différents ?
Exercice 13
a) Combien d’anagramme peut-on
former du mot « DIOP » ? du mot
« anagramme » ?
b) Combien de ces anagrammes
commencent par une consonne ?
Exercice 14
Les 24 éleves d’'une classe de TS2 décident de
s’inscrire au concours par Minitel. Il faut une
liste de passage. Combien y a-t-il de manieres
de constituer cette liste ?
Exercice 15
1) Dénombrer les anagrammes du
mot : « FATICK »
2) Dans chacun des cas suivants,
dénombrer les anagrammes du mot
FATICK :
a) Commencant et finissant par une
consonne ;
b) Commencgant et finissant par une
voyelle ;
c¢) Commengant par une consonne
et finissant par une voyelle ;
d) Commencgant par une voyelle et
finissant par une consonne.
Exercice 16
Une urne contient 10 boules indiscernables au
toucher dont 4 rouges, 3 vertes et 3 noires.
On tire simultanément 3 boules dans 'urne.
a) Combien y a-t-il de tirages
possibles ?
b) Combien y a-t-il de tirages
comportant 2 boules de méme couleur ?
C) Combien y a-t-il de tirages
comportant au moins une boule rouge ?
d) Combien y a-t-il de tirages
unicolores ?
Exercice 17
On tire simultanément 5 cartes d'un jeu de 32
cartes et on appelle une « main » 'ensemble
ainsi obtenu.

1) Combien y a-t-il de mains
possibles ?
2) Combien y a-t-il de mains de cinq

cartes contenant :
a) le valet de trefle ?
b) exactement deux cceurs? (ily a8
ceeurs dans le jeu)

¢) aumoinsunroi? (il y a 4 rois
dans le jeu)
d) nile roi de trefle, ni un pique ?
Exercice 18
Une urne contient 4 boules rouges, 3 boules
jaunes, 2 boules vertes. On tire au hasard trois
boules simultanément.
Déterminer le nombre de tirages comportant :

a) 3 boules de la méme couleur ?
b) 1 boule de chaque couleur ?
C) 3 boules de deux couleurs

différentes seulement ?
Exercice 19
Samba et Modou font partie de club de lutte du
lycée de 10 personnes. On doit former un
groupe de 5 d’entre eux pour représenter le
club a un tournoi de lutte.
a) Combien de groupes de 5
personnes peut-on constituer ?
b) Dans combien de ces groupes
peut figurer Modou ?
C) Modou et Samba ne pouvant se
supporter, combien de groupes de 5
personnes peut-on constituer de telle
fagon que Samba et Modou ne se
retrouvent pas ensemble ?
Exercice 20
Un jury de 3 membres est composé d’un
président, d'un vice-président et d'un
assesseur tirés au sort parmi un groupe de
30 personnes (12 femmes et 18 hommes).
1) Combien de jury peut-on constituer ?
2) Combien de jurys peut-on constituer
sachant que :
a) le poste de vice -président doit étre
occupé par une femme ?
b) le président est une femme et
I'assesseur un homme ?
c) Le président et le vice-président sont
de sexes différents ?
CONSOLIDATION DES CONNAISSANCES

Exercice 1 :

Une urne contient 6 boules rouges, 4boules
noires, 2boules jaunes. On tire successivement
et sans remise 3 boules de I'urne.

1) Déterminer le nombre de tirages possibles.
2) Déterminer le nombre de tirages dont la
premiere boule est noire.

3) Déterminer le nombre de tirages contenant
3 boules de méme couleur.



4) Déterminer le nombre de tirages contenant
3 boules de couleurs différentes.

Exercice 2 :

Une urne contient 12 boules. On tire trois
boules de cette urne.

Déterminer le nombre de tirages dans les trois
cas suivants :

a) les boules sont tirées I'une apres l'autre
en remettant chaque fois la boule tirée dans
I'urne ;

b) les boules sont tirées I'une apres I'autre
sans les remettre dans l'urne ;

c) les trois boules sont tirées simultanément.

Exercice 3 :
Une urne contient 3 boules rouges, 4 boules
vertes et 5 boules blanches. On tire
successivement et avec remise 3 boules de
cette urne.
Déterminer le nombre de tirages dans les deux
cas suivants :

a) les trois boules tirées sont de la méme
couleur;

b) la premiére et la troisieme boule tirée sont
vertes.
Exercice 4 :
Une urne contient 3 boules rouges, 4 boules
vertes et 5 blanches. On tire simultanément 3
boules de cette urne.
Déterminer le nombre de tirages dans les deux
cas suivants :

a) une des boules au moins est blanche ;
b) il y’a au plus deux couleurs distinctes dans
le tirage.
Exercice 5 :
Un jeu de 32 cartes est constitué de 4
couleurs : Pique, Coeur, Carreau et Trefle
contenant chacune I'As, le Roi,
La Dame, le valet, le 10,1e 9,le 8 et le 7.il y’a
donc 8 piques, 8 cceurs, 8carreaux et 8 trefles.
On tire simultanément 5 cartes. Déterminer le
nombre de tirages dans les cas suivants :

a) les 5 cartes sont quelconques
b) il y’ a exactement 2 As parmi les 5 cartes
c¢) il y’a au moins 1 As parmi les 5 cartes

d) les 5 cartes sont de la méme couleur
Exercice 6 :
A) Une urne contient5 boules blanches
numérotées By, .....Bs et 4 boules noires
numérotées Njy,.....Na.
On tire successivement 4 boules en remettant
dans I'urne la boule tirée apres chaque tirage.

1) Combien y’a-t-il de tirages
possibles ?
2) Combien y’a-t-il de tirages
unicolores ?
3) Combien y’a-t-il de tirages
comportant plus de boules noires que
de blanches ?
4) Combien y’a-t-il de tirages
comportant autant de boules blanches
que de boules noires ?
B) On tire successivement 4 boules sans
remettre dans l'urne la boule tirée apres
chaque tirage.
1) Combien y’a-t-il de tirages
possibles ?
2) Combien y’a-t-il de tirages
unicolores ?
3) Combien y’a-t-il de tirages
comportant autant de boules noires que
de blanches ?
4) combien y’a-t-il de tirages
comportant 3 boules blanches et une
boules noire dans cet ordre ?
5) combien y’a-t-il de tirages
comportant 3 boules blanches et une
boules noire dans ?
6) combien y’a-t-il de tirages ou la
deuxieme boules tirée est noire ?
Exercice 7 :
Un jury de concours est constitué de 8
membres désignés par tirage au sort dans une
liste de 20 noms, comportant 11 femmes et 9
hommes. Aicha et Gorgui sont deux personnes
de cette liste.
Combieny ‘a-t-il de jury :
a) différents ? b) comportant seulement deux
femmes ? ¢) comportant 5 femmes et 3
hommes ?
d) comportant Gorgui ? e) comportant Aicha ?
f) Comportant Aicha et Gorgui ? g)
Comportant Aicha ou Gorgui ? h) Comportant
Aicha ou bien Gorgui ? i) Comportant ni Aicha
ni Gorgui ?
Exercice 8 :
Chacun des 50 éleves d’'une classe étudie un ou
deux langues. On a relevé que 40 étudient
'anglais et 25 étudient 'espagnol.
1) Combien d’éleves étudient les
deux langues ?



2) Combien d’éleves étudient
uniquement I'anglais ? Uniquement
I'espagnol ?
3) Combien d’éleéves étudient au
moins une langue?
4) Combien d’éleves étudient une
langue et une seule?
Exercice 8 :
On jette trois fois un dé a six faces numérotés
de 1 a 6 et on note successivement les chiffres
obtenus sur la face supérieure. Déterminer le
nombre de résultats :
a) en tout; b) comportant 3 chiffres
identiques ; c) comportant exactement deux
chiffres identiques ;
d) comportant au moins un chiffre 1 ;
e) comportant exactementun 1 ;
f) pour les quels la somme des chiffres est
égale a 6.
Exercice 9 :
De combien de manieres différentes peut-on
placer six personnes autour d’une table ronde
dans les cas suivants :
1°) Les places sont numérotées ?
2°) Les places ne sont pas numérotées ?

Exercice 10 :

1) Démontrer que 6! X 7! = 10! (sans calculer
101
2) Démontrer que pour tout entier k :
(k + 1! — k! = kxk!
Puis que pour tout entier n non nul :
n! =1+ Y5 kk!
Exercice 11 :
1°) Montrer que, pour n et p entiers naturels,
avecp<n—2,ona:

p p+1

p+2 p+2
C, +2C, + C =C

n n+2°
2°) Montrer que, pour n et p entiers naturels,
avecp<n—3,ona:

p p+1 p+2

p+3 _
Cn+3Cn +3Crl +C =

n
p+3

Cn+3'

Exercice 12 :

On consideére la fonction numérique f définie
par:f(x) = (1 +x)", ol n est un entier
naturel .

1°) En utilisant la dérivée de f, calculer

1 2 3 k n
S1=C, +2C, +3Cn+...+kCn+..+nCr1
2°) Calculer

2 3 n
S2=21C, +32C +..+ n(n-1) C,

Exercice 13:
Simplifier les expressions suivantes:

n! (n+ 1! n! (n+1)!
m—1!" n! "(m—=2)!" (n-3)V"
(n+ 1)! n! (n—1)! n
m—2)Tm=—DI" o ~“(+1)!

Exercice 14 :
1) Démontrer la formule suivante :

p_.p p—1
A=A _{+pA,_7-

2) En déduire la construction d'un triangle
analogue au triangle de PASCAL dans lequel on

fera apparaitre les valeurs de AE pour 1<n<

8

Exercice 15:

1) Trouver une relation simple entre :
p p—1

n+1¢t Cn

2) En déduire la somme S(n) =Erreur .
Exercice 16:

C

. . .p__,p—1
Démontrer les relations : A =nA _ 4, et
P _ p—1
ALy 1=@+DA,

Exercice 17 :
Résoudre les équations :

3 2

1) Cn +Cn=3n(n—1) ;
2 3

2)2C, +6C, =9n.

1 2
3) C

m + C2n+ C2n =387n



Chapitre 08 : Probabilité et variables aléatoires

EXERCICE :1
Une urne contient 5 boules blanches
numeérotées de 1 a5, 3 boules bleues
numérotées de 6 a 8 et 2 boules vertes
numeérotées 9 et 10. On tire deux boules
simultanément de l'urne.

1. Calculer la probabilité des événements

suivants :

A: < les deux boules ont des numéros
impairs>>
B :« les deux boules ont la méme couleur>
C :<les deux boules ont des numéros impairs
et sont de la méme couleur>>
Les événements A et B sont —ils
indépendants ?
2. Quelle est la probabilité des
événements :
D :< les deux boules sont de couleurs
différentes>
E :<les deux boules sont de couleurs
différentes et portent des numéros impairs>>
3. On vient de tirer deux boules de
couleurs différentes ; quelle est la probabilité
pour qu’elles portent des numéros impairs ?
EXERCICE :2
Une porte-monnaie contient 2 pieces de 50 F
et n piece de 100 F.
1. Un enfant prend une piece au hasard
puis la remet dans la porte-monnaie .Qu’elle
est la probabilité pour qu’il ait tiré une piece
de 100 F?
2. L’enfant prend 2 piece au hasard puis
les remet .Qu’elle estla probabilité pour qu'il
ait extrait 2 pieces de 100 F ?
3. L’ enfant tire 4 pieces simultanément
puis les remet .Qu’elle valeur faut-il donner a
n pour que la probabilité pour qu'il ait tiré
exactement 300 F soit 11—1 ?

4., Dans cette question on pose n =10.
L’enfant tire simultanément 4 pieces
.Soit X la variables aléatoire égale a la
somme tirée .Qu’elle est la loi de

probabilité de X ainsi que son
espérance mathématique ?
EXERCICE :3
On dispose de deux urnes U; et U, .L'urne U,
contient 3 boules noires et 1 boule blanche,
I'urne U, contient 1 boule noire et deux
blanches.
On jette un dé cubique, parfaitement équilibré
.Sile dé donne 6, on tire au hasard une boule
dans l'urne U, , sinon on tire au hasard une
boule dans 'urne U; .On désigne par :
ST'événement :<< On obtient 6 avec le dé>>
N I’événement :<<On tire une boule noire>>

1. Calculer la probabilité des événements
suivants SNNetSNN.

2. Calculer la probabilité de tirer une
boule noire .

3. Calculer la probabilité d’avoir obtenu 6
avec le dé sachant que I'on a tiré une
boule blanche

EXERCICE :4

On dispose de deux dés tétraédriques notés A
et B .Les quatre faces de chacun d’eux sont
numérotés de 1 a 4.Lorsqu’on jette un dé, on
note le numéro de la face cachée du dé (on
suppose que le dé ne peut tomber que sur une
face ) .Pourle dé A, les quatre numérotés ont
tous la méme probabilité d’étre cachés . Pour
le dé B, la probabilité P, de noter le numéro
est proportionnel a i.

1. Calculer les probabilités P; , P, ,

P; et P, pour les quatre faces du dé B.

2. Onlance les deux dés .On noteile
numéro caché du dé A et j le numéro
caché dé B. On suppose les lancers
indépendants .On note P(i, j) la
probabilité de noter i pour le dé A et
pour le dé B.

a. Montrer que

P(1,1)=P(2,1)=P(3,1)=P(4,1)=i



b. Déterminer les probabilités P(i, j)
pour les nombres i etj compris
entre 1 et 4.

3. Onappelle Z la variable aléatoire
définie par Z(i,j) est le plus grand des
nombresietj
a. Quelles sont les valeurs prises par

77
b. Déterminer la loi de probabilité de
Z et son espérance mathématique
E(Z).
EXERCICE :5
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
Dans une classe de 10 éleves, 2 éléves ont
triché pendant un devoir.

1. Un professeur choisit n éléve dans
cette classe. Calculer la valeur
minimale de n pour que la probabilité
d’avoir au moins un tricheur parmi ces
n éleves soit supérieure ou égale a 0,9.

2. Chacun des tricheurs porte le N°1,
chaque autre éléve porte le N°0.0n
choisit 3 éleves dans la classe. Soit X la
variable aléatoire égale a la somme des
numéros portés par les 3 éleves.

a. Donner la loi de probabilité de X.

b. Calculer I'espérance mathématique de
X.

c. Déterminer et représenter la fonction
de répartition de X.

EXERCICE :6

Un sac contient quatre jetons rouges
numérotés 1, 2, 3 ,et 4 et quatre jetons noirs
numérotés 1, 2, 3, et 4. Deux jetons de

1. Unjoueur tire au hasard et
simultanément deux jetons de 'urne
du sac. On convient de la regle
suivante.

- S'il tire les deux jetons numéroteés 1
, il gagne 600 F.

- S’il tire deux jetons de méme
couleur, il gagne 200 F.

- Dans les autres cas il perd 200 F.

a. Qu’elle estla probabilité pour qu'’il tire
deux jetons numérotés 1 ?

b. Qu’elle est la probabilité pour qu'’il tire
deux jetons de méme couleur ?

c. Qu’elle estla probabilité pour qu'’il
perd 200 F ?

2. Apres le premier tirage, le joueur
remet les deux jetons tirés dans le sac
et procédé a un deuxieme tirage, en
convenant de la méme regle.

Soit X la variable qui a deux tirages
successifs associe le gain algébrique du
joueur.

a. Déterminer laloi de probabilité de X.

b. En déduire la probabilité pour que le
gain algébrique du joueur soit au
moins égale a 400 F.

EXERCICE :6

Dans un jeu de 32 cartes on a quatre «
couleurs > : pique, tréefle, carreau et coeur ;
Chaque « couleur > comprend huit cartes
dont une carte as.

1. On simultanément 3 cartes d’un jeu de
32 cartes bien battu. Calculer la probabilité
des événements suivants :

A :K< les trois cartes sont des as>>

B :« il y a au moins 2 « couleurs » parmi ces 3
cartes >

C:«iln’y a pas d’as parmi les 3 cartes >

2. On tire successivement avec remise 3
cartes d'un jeu de 32 cartes .Le nombre de
coeurs tiré définit une variable aléatoire X
.Déterminer I'ensemble des valeurs prises par
X ; laloi de probabilité de X et son espérance
mathématique.

EXERCICE :7

Une boite contient 5 jetons : 2 jetons

blancs et 3 jetons blancs, indiscernables au

toucher.

1. On extrait simultanément au hasard 2
jetons de la bofte.

a. Calculer la probabilité des événements
suivants.

E= « on extrait 2 jetons noirs »
F= « on extrait 2 jetons de méme
couleur »



b. On désigne par X la variable aléatoire
égale au nombre de jetons noirs
obtenus.

Définir la loi de probabilité de X et calculer

son espérance mathématique.

2. On effectue la un tirage successif de 2
jetons de la boite ; de la maniere
suivante :

On titre un jeton de la boite ; on note sa

couleur et on le remet dans la boite en

ajoutant en plus dans la boite un autre
jeton de la méme que celui qu'on a tiré ;
on considére suivants :

N; = « on obtient un jeton noir au

premier tirage ».

N, = « on obtient un jeton noir au second

tirage ».

B; = « on obtient un jeton blanc au

premier tirage ».

a. Calculer la probabilité de N, sachant
N; : P(N,/N;) puis la probabilité de
N, sachant B, : P(N,/B;)

b. En déduire P(N,).

EXERCICE :8

Dans pays donné , la maladie du Sida touche
cinq pour mille de sa population. Des études
statistiques montrent que la probabilité pour
un individu d’avoir un test positif a cette
maladie sachant qu’il est malade est 0,8 et
celle d’avoir un test négatif sachant qu’il n’est
pas atteint par la maladie est 0,9.

On note ; T I'événement « avoir un test positif
a cette maladie »

M I’événement « étre malade »

M I'événement « contraire de M »

On rappelle que pour tout événements A et B
ona:

(*) A=(AN B)U(A N B) et Py(B) désigne la
probabilité de B sachant A.

1. a.Réécrire la relation (*) pour A=T et
B=M puis pour A=M et B=T.

b. En déduire que PIMNT)=
P(M)[1 — P (T)] .
2. Calculer la probabilité pour qu'un individu
ait un test positif a cette maladie.

3. a. Calculer la probabilité pour qu'un
individu soit malade sachant qu'il a un test
positif a cette maladie.

b. Calculer la probabilité pour qu’un individu
soit malade sachant qu'il a un test négatif a
cette maladie.

On donnera les résultats sous forme de
fraction irréductible.

EXERCICE :9

Pendant I'année scolaire, la cantine d'un lycée
propose souvent du riz.
Le premier jour de 'année, il y’a 2 chances sur
5 qu’elle propose du riz.
Si elle en propose un jour, il y’a une chance
sur 3 qu’elle en propose le lendemain.
Si elle n’en propose pas un jour, il y’a une
chance sur 3 qu’elle n’en propose pas le
lendemain.
On appelle J,, I'événement « la cantine
propose du riz au n'*™€ jour » et K,
I’évenement « la cantine n’en propose pas le
n'®™€ jour ».
Soit p,, la probabilité de I'événement J,,.

1. Déterminer p(J,/]J1) et p(Jo/K;1)- En

déduire p, .
2. Montrer que p, = —gpn_l + § .

3. Soit (uy) la suite définie par u, = p, —
1
2
a. Montrer que (u,) est une suite

géométrique dont on donnera le

premier terme et la raison.

b. Calculer u, puis p,, en fonction de
n.

c. Un éleve de I'établissement, fin
mathématicien ne mange les jours
pairs.

Montrer que a chaque fois qu'il se rend

a la cantine la probabilité qu’il a de

manger du riz est comprise entre % et

8
15

EXERCICE :11.

Dans un magasin d’électroménager, on
s’'intéresse au comportement d'un acheteur
potentiel d'un téléviseur et d’'un
magnétoscope. La probabilité pour qu'’il



achete un téléviseur est de 0,6. La probabilité
pour qu’il achéte un magnétoscope quand il a
acheté un téléviseur est de 0,4.La probabilité
pour qu’il achéte un magnétoscope quand il
n’a pas acheté de 0,2.

1) Quelle est la probabilité pour qu’il achéte
un téléviseur et un magnétoscope ?

2) Quelle est la probabilité pour qu’il achete
un magnétoscope ?

3) Le client achete un magnétoscope. Quelle
est la probabilité qu’il achéte un téléviseur ?
4) Compléter I'arbre de probabilité suivant :
Exercice n°12.

On dispose de deux urnes u iet u 2. L'urne u1
contient trois boules blanches et une boule
noire. L’'urne uz contient une boule blanche et
deux boules noires. On lance un dé non
truqué. Si le dé donne un numéro d inférieur
ou égal a 2, on tire une boule dans I'urne u:.
Sinon on tire une boule dans I'urne uz.

(On suppose que les boules sont
indiscernables au toucher)

1) Calculer la probabilité de tirer une boule
blanche.

2) On a tiré une boule blanche. Calculer la
probabilité qu’elle provienne de I'urne us .
Exercice n°13.

Le quart d’'une population a été vacciné contre
une maladie contagieuse. Au cours d’'une
épidémie, on constate qu’il y a parmi les
malades un vacciné pour quatre non vaccinés.
On sait de plus qu’au cours de cette épidémie,
il y avait un malade sur douze parmi les
vaccinés.

a) Démontrer que la probabilité de tomber
malade est égale a 5/48

b) Quelle était la probabilité de tomber
malade pour un individu non-vacciné ?

¢) Le vaccin est-il efficace ?

Exercice n°14.

Une urne contient sept boules : une rouge,
deux jaunes et quatre vertes. Un joueur tire au
hasard une boule

Si elle est rouge, il gagne 10 €, si elle est
jaune, il perd 5 €, si elle est verte, il tire une
deuxieme boule de 1'urne sans avoir replacé la
premiere boule tirée. Si cette deuxieme boule
est rouge, il gagne 8 €, sinon il perd 4 €.

1) Construire un arbre pondéré représentant
I'ensemble des éventualités de ce jeu.

2) Soit X la variable aléatoire associant a
chaque tirage le gain algébrique du joueur
(une perte est comptée

négativement).

a) Etablir la loi de probabilité de la variable X
b) Calculer I'espérance de X

3) Les conditions de jeu restent identiques.
Indiquer le montant du gain algébrique qu'il
faut attribuer a un joueur lorsque

la boule tirée au deuxiéme tirage est rouge,
pour que l'espérance de X soit nulle.

Exercice n°15.

On considére un dé rouge et un dé vert,
cubiques, éqmilibrés.

Le dé rouge comporte : deux faces
numérotées 1 ; deux faces numérotées O ; -
deux faces numérotées 1.

Le dé vert comporte : une face numérotée
0;trois faces numérotées 1;deux faces
numeérotées 2.

On lance simultanément les deux dés. On note
X la somme des points obtenus.

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Définir F, fonction de répartition de X et
construire sa représentation graphique.
Exercice n°17

Dans une académie, les éléves candidats au
baccalauréat série ES se répartissent en 2003
selon les trois enseignements de spécialité :
mathématiques, sciences économiques et
sociales et langue vivante. Nous savons de
plus que : 37% des candidats ont choisi
I'enseignement de spécialité mathématiques.
25% des candidats ont choisi 'enseignement
de spécialité langue vivante. 21% des
candidats ont choisi 'enseignement de
spécialité mathématique et ont obtenu le
baccalauréat. 32,5% des candidats ont choisi
I'enseignement de spécialité SES et ont obtenu
le baccalauréat. De plus, parmi les candidats
ayant choisi I'enseignement de spécialité
langue vivante, 72,5% ont obtenu le
baccalauréat.

On interroge un candidat pris au hasard. On
note :

M I’événement « le candidat a choisi
I'enseignement de spécialité mathématiques »
S I'événement « le candidat a choisi
I'enseignement de spécialité sciences
économiques et sociales » ;



L I'événement « le candidat a choisi
I'enseignement de spécialité langue vivante » ;
RT'événement « le candidat a obtenu le
baccalauréat ».

On pourra faire un arbre pour faciliter la
réponse aux questions. Les résultats seront
arrondis au millieme.

1) Traduire en termes de probabilités les
informations numériques données ci-dessus.
2) a) Déterminer la probabilité pour que ce
candidat ait choisi I'enseignement de SES.

b) Déterminer la probabilité pour que ce
candidat ait choisi 'enseignement de
spécialité langue vivante et ait réussi aux
épreuves du baccalauréat.

3) Quelle est la probabilité pour que ce
candidat ait choisi I'enseignement de
spécialité langue vivante et ait échoué au
baccalauréat ?

4) Ce candidat a choisi 'enseignement de
spécialité mathématiques. Quelle est la
probabilité qu’il n’ait pas obtenu le
baccalauréat ?

5) Montrer que le pourcentage de réussite au
baccalauréat pour les candidats de ES dans
cette académie est 71,6%.

6) On interroge successivement au hasard et
de facon indépendante trois candidats.

a) Quelle est la probabilité qu’au moins I'un
d’entre eux soit recu ?

b) Quelle est la probabilité que deux candidats
sur trois exactement soient regus ?

Exercice n°18.

On utilise deux pieces de monnaie : 'une
pipée, de sorte que lorsqu’on la lance, la
probabilité d’obtenir pile soitl/ 4 ; 'autre
normale dont la probabilité d’obtenir pile est
1/ 2 a chaque lancer.

1) On prend une piece au hasard (chacune des
deux pieces a une probabilité 1/ 2 d’étre
prise)

a) Quelle est la probabilité d’obtenir pile ?

b) On a obtenu pile : quelle est la probabilité
d’avoir utilisé la piece pipée.

c) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins
une fois pile en faisant trois lancers avec la
piece choisie ?

2) Trois fois on choisit 'une des pieces au
hasard qu’on lance (chacune des deux pieces a
donc a chaque fois une probabilité 1/ 2 d’étre

lancée) : déterminer la probabilité d’obtenir
au moins une fois pile

3) On lance les deux pieces ensembles : quelle
est la probabilité d’obtenir le méme résultat
pour les deux pieces ?

Exercice n°19.

On sélectionne les candidats a un jeu télévisé
en les faisant répondre a dix questions. Ils
devront choisir, pour chacune des questions,
parmi quatre affirmations, celle qui est exacte.
Un candidat se présente et répond a toutes les
questions au hasard. On appelle X la variable
aléatoire désignant le nombre de réponses
exactes données par ce candidat a I'issue du
questionnaire.

1) Quelle est la loi de probabilité de X ?

2) Calculer la probabilité pour qu'’il fournisse
au moins 8 bonnes réponses, et soit ainsi
sélectionné.

Exercice n°20.

Une urne contient 3 pieces équilibrées. Deux
d'entre elles sont normales : elles possédent
un coté « Pile » et un coté « Face ». La
troisieme est truquée et possede deux cotés «
Face ».

On prend une piece au hasard dans l'urne et
on effectue de maniere indépendante des
lancers successifs de cette piece. On considere
les événements suivants:

B : la piece prise est normale. B : la piece prise
est truquée.

P : on obtient « Pile » au premier lancer ; Fn:
on obtient « Face » pour les n premiers
lancers.

1) a) Quelle est la probabilité de I'événement
B?

b) Quelle est la probabilité de I'évenement P
sachant que B est réalisé ?

2) Calculer la probabilité de I'événement N B,
puis de I'évenement P / B .

En déduire la probabilité de I'événement P.

3) Calculer la probabilité de I'’événement

F,, N B puis de I'évenement F, / B.

En déduire la probabilité de I'événement Fn.
Exercice 21

On dispose de deux urnes U1 et U2 contenant
des boules indiscernables au toucher.

U1 contient k boules blanches (k entier
naturel supérieur ou égal a 1) et 3 boules
noires.



Uz contient 2 boules blanches et une boule
noire.
On tire une boule au hasard dansU1 et on la
place dansUz. On tire ensuite, au hasard, une
boule dansUz. L’ensemble de ces opérations
constitue une épreuve.
On note B1 (respectivement N1) I'évenement
«on a tiré une boule blanche (resp. noire)
dans l'urneU1 ».
On note B2 (respectivement N2) I'’événement «
on a tiré une boule blanche (resp. noire)
dans l'urneUz ».

1. a.Donner la probabilité de I'’événement

Bz..

Dans la suite on considere que k = 12.
Les questions 2 et 3 sont indépendantes 'une
de l'autre et peuvent étre traitées
dans n'importe quel ordre.
2.Un joueur mise 8 euros et effectue une
épreuve.
Si, a la fin de I'’épreuve, le joueur tire une
boule blanche de la deuxiéme urne, le
joueur recoit 12 euros.
Sinon, il ne recoit rien et perd sa mise. Soit X
la variable aléatoire égale au gain du
joueur, c’est-a-dire la différence entre la
somme regue et la mise.
a. Montrer que les valeurs possibles de X sont
4 et —8.
b. Déterminer la loi de probabilité de la
variable X.
c. Calculer I'espérance mathématique de X.
d. Le jeu est-il favorable au joueur ?
3. Un joueur participe n fois de suite a ce jeu.
Au début de chaque épreuve, 'urne U1
contient 12 boules blanches et 3 noires, et
I'urneU: contient 2 boules blanches et 1 noire.
Ainsi, les épreuves successives sont
indépendantes.
Déterminer le plus petit entier n pour que la
probabilité de réaliser au moins une
fois I’évenement B2 soit supérieure ou égale a
0,99.
Exercice 22
Les trois parties de cet exercice sont
indépendantes. Une urne contient 15 boules
identiques indiscernables au toucher de
couleur noire, blanche, ou rouge. On sait de
plus qu’il y au moins deux boules de chaque
couleur dans I'urne. On tire au hasard
simultanément 2 boules dans I'urne et on note

leur couleur. Soit I'évenement G : « obtenir
deux boules de méme couleur ».

Partie A

On suppose que l'urne contient 3 boules
noires et 7 boules banches.

Calculer la probabilité de I'évenement G.
Partie B

On note n, b et r le nombre de boules
respectivement noires, blanches et rouges
figurant dans 'urne.

1. On note g (n, b, r ) la probabilité en fonction
den, b etrdel’évenement G.

Démontrer que g (n, b, r )=2—10[n(n —1)+b(b
—1)+r (r—-1)].

2. Le but de cette question est de déterminer
n, b et r afin que la probabilité g (n, b, r) soit
minimale.

L’espace est muni d'un repére (0,7,]) ortho
normal. Soient les points N, B et R de
coordonnées respectives (15; 0; 0), (0; 15;
0) et (0; 0;15) et soit M le point de
coordonnées (n, b, r ). On pourra se rapporter
a la figure ci-dessous.

a. Justifier qu'une équation cartésienne du
plan (NBR) est x+y+z—15=0.

b. En déduire que le point M est un point du
plan (NBR).

¢. Démontrer que g (n, b, r) =1/210[ OM?
—15].

d. Soit H le projeté orthogonal du point O sur
le plan (NBR).Déterminer les coordonnées du
point H.

e. En déduire tes valeurs de n, b et r afin que la
probabilité g (n, b, r ) soit minimale. Justifier
que cette probabilité minimale est égalea 2/7.
Partie C

On suppose que les nombres de boules de
chaque couleur ont été choisis par
'organisateur

d’un jeu, de telle sorte que la probabilité de
I'évenement G soit 2/7.

Un joueur mise x euros, avec x entier naturel
non nul, puis tire simultanément au hasard
deux boules de I'urne. Dans tous les cas, il
perd sa mise de départ.

S’il obtient deux boules de la méme couleur, il
recoit k fois le montant de sa mise, avec k
nombre décimal strictement supérieur a 1.
Sinon, il ne regoit rien.



On note X la variable aléatoire égale au gain
algébrique du joueur.

1. Calculer I'espérance E(X) de la variable X en
fonction de x et de k.

2. Déterminer la valeur de k pour laquelle le
jeu est équitable.

Exercice 23

On considere plusieurs sacs de billes Sy, Sz, . ..
, Sn,...tels que:

- le premier, S1, contient 3 billes jaunes et 2
vertes ;

- chacun des suivants, Sz, S3, ..., Sy, ...
contient 2 billes jaunes et 2 vertes.

Le but de cet exercice est d’étudier I'évolution
des tirages successifs d’'une bille de ces sacs,
effectués de la maniére suivante :

- on tire au hasard une bille dans S1 ;

- on place la bille tirée de S1 dans Sz, puis on
tire au hasard une bille dans Sz ;

- on place la bille tirée de Sz dans S3, puis on
tire au hasard une bille dans S3 ;

- etc.

Pour tout entier n >1, on note En I'événement
: « la bille tirée dans Sn est verte » et on note p
(En) sa probabilité.

1. Mise en évidence d’une relation de
récurrence

a. D’apres I’énoncé, donner les valeurs de p
(E1), pE1 (E2) , pE; (E2). En déduire la valeur
de p (E2).

b. Al'aide d’un arbre pondéré, exprimer p
(En+1) en fonction de p (En).

2. Etude d’une suite

On consideére la suite (un) définie

u, =-
175

par: ; pour toutn >1.

Upge1 = %un + %
a. Démontrer que la suite (un) est majorée par
1.
b. Démontrer que (un) est croissante.
c. Justifier que la suite (un) est convergente et
préciser sa limite.
3. Evolution des probabilités p (En)
a. A l'aide des résultats précédents,
déterminer I'évolution des probabilités p (En).
b. Pour quelles valeurs de I'entier n a-t-on :
0,499996< p (En)<60,57?
Exercice 24
Tous les résultats seront arrondis a10—2pres.

Une entreprise produit en grande quantité
des stylos. La probabilité qu'un stylo présente
un défaut est égale a 0,1.
1. On préleve dans cette production,
successivement et avec remise huit stylos.
On note X la variable aléatoire qui compte le
nombre de stylos présentant un défaut parmi
les huit stylos prélevés.
a. On admet que X suit une loi binomiale.
Donner les parametres de cette loi.
b. Calculer la probabilité des événements
suivants :
A: «iln’'y aaucun stylo avec un défaut » ;
B: «il y aau moins un stylo avec un défaut » ;
C: «il y a exactement deux stylos avec un
défaut ».
2. En vue d’améliorer la qualité du produit
vendu, on décide de mettre en place un
controle qui accepte tous les stylos sans
défaut et 20 % des stylos avec défaut. On
prend au hasard un stylo dans la production.
On note D I'évenement « le stylo présente un
défaut », et E I'événement « le stylo est
accepté ».
a. Construire un arbre traduisant les données
de I'énoncé.
b. Calculer la probabilité qu’un stylo soit
accepté au controle.
c. Justifier que la probabilité qu’un stylo ait un
défaut sachant qu'’il a été accepté au contréle
est égale a 0,022 a 10—3 pres.
3. Apres le contrdle, on préleve,
successivement et avec remise, huit stylos
parmi les stylos acceptés.
Calculer la probabilité qu'’il n’y ait aucun stylo
avec un défaut dans ce prélevement de huit
stylos.
Comparer ce résultat avec la probabilité de
I'évenement A calculée a la question

1. b.. Quel commentaire peut-on faire ?
Exercice 25
Une urne A contient quatre boules rouges et
six boules noires. Une urne B contient une
boule rouge et neuf boules noires.
Les boules sont indiscernables au toucher.
Partie A
Un joueur dispose d’'un dé a six faces,
parfaitement équilibré, numéroté de 1 a 6. 11
le lance une fois :



s’il obtient 1, il tire au hasard une boule de
I'urne A, sinon il tire au hasard une boule de
I'urne B.

1. Soit RI’événement « le joueur obtient une
boule rouge ». Montrer que p(R) = 0,15.
2.Sile joueur obtient une boule rouge, la
probabilité qu’elle provienne de A es telle
supérieure ou égale a la probabilité qu’elle
provienne de B?

Partie B

Le joueur répete deux fois I'épreuve décrite
dans la partie A, dans des conditions
identiques et indépendantes (c’est-a-dire qu’a
l'issue de la premiére épreuve, les urnes
retrouvent leur composition initiale). Soit x
un entier naturel non nul. Lors de chacune des
deux épreuves, le joueur gagne x euros s’il
obtient une boule rouge et perd deux euros
s’il obtient une boule noire. On désigne par G
la variable aléatoire correspondant au gain
algébrique du joueur en euros au terme des
deux épreuves. La variable aléatoire G prend
donc les valeurs 2x,x —2 et —4.

1. Déterminer la loi de probabilité de G.

2. Exprimer I'espérance E(G) de la variable
aléatoire G en fonction de x.

3. Pour quelles valeurs de x a-t-on E(G) >07?
Exercice 26

Deux éleveurs produisent une race de
poissons d’ornement qui ne prennent leur
couleur définitive qu’a I'age de trois mois :
pour les alevins du premier élevage, entre
'age de deux mois et 'dge de trois

mois, 10 % n’ont pas survécu, 75 %
deviennent rouges et les 15 % restant
deviennent gris. pour les alevins du deuxiéme
élevage, entre I'age de deux mois et I'age de
trois mois, 5 % n’ont pas survécu, 65 %
deviennent rouges et les 30 % restant
deviennent gris. Une animalerie achete les
alevins, a I'age de deux mois : 60 % au
premier éleveur, 40 % au second.

1. Un enfant achete un poisson le lendemain
de son arrivée a I’animalerie, c’est a-dire a
'age de deux mois.

a. Montrer que la probabilité que le poisson
soit toujours vivant un mois plus tard est de
0,92.

b. Déterminer la probabilité qu'un mois plus
tard le poisson soit rouge.

¢. Sachant que le poisson est gris a I'age de
trois mois, quelle est la probabilité qu'’il
provienne du premier élevage ?

2. Une personne choisit au hasard et de fagcon
indépendante 5 alevins de deux mois. Quelle
est la probabilité qu'un mois plus tard,
seulement trois soient en vie ? On donnera
une valeur approchée a 10—2 pres.

3. L’animalerie décide de garder les alevins
jusqu’a I'age de trois mois, afin qu'’ils soient
vendus avec leur couleur définitive. Elle gagne
1 euro si le poisson est rouge, 0,25 euro s'il est
gris et perd 0,10 euro s’il ne survit pas. Soit X
la variable aléatoire égale au gain algébrique
de I'animalerie par poisson

acheté. Déterminer la loi de probabilité de X et
son espérance mathématique, arrondie au
centime.

Exercice 27

Un responsable de magasin achete des
composants électroniques aupres de deux
fournisseurs dans les proportions suivantes :
25 % au premier fournisseur et 75 % au
second.

La proportion de composants défectueux est
de 3% chez le premier fournisseur et de 2 %
chez le second.

On note :

-D I’évenement «le composant est
défectueux» ;

- F1 I’événement « le composant provient du
premier fournisseur » ;

- F2 I’évenement « le composant provient du
second fournisseur ».

1. a. Dessiner un arbre pondéré.

b. Calculer p (DNF1), puis démontrer que
p(D) =0,0225.

¢. Sachant qu’'un composant est défectueux,
quelle est la probabilité qu’il provienne du
premier fournisseur ?

Dans toute la suite de I'’exercice, on donnera
une valeur approchée des résultats a 10—3pres.
2. Le responsable commande 20 composants.
Quelle est la probabilité qu’au moins deux
d’entre eux soient défectueux ?

3. La durée de vie de I'un de ces composants
est une variable aléatoire notée X qui suit une
loi de durée de vie sans vieillissement ou loi
exponentielle de parametre A, avec A réel
strictement positif.



a. Sachant que p(X > 5) = 0,325, déterminer
A. Dans la suite, on prendra A= 0,225.

b. Quelle est la probabilité qu'un composant
dure moins de 8 ans ? Plus de 8 ans ?

c. Quelle est la probabilité qu'un composant
dure plus de 8 ans sachant qu’il a déja duré
plus de 3 ans ?

Exercice 28

La végétation d’un pays imaginaire est
composée initialement de trois types de
plantes : 40 % sont de type A, 41 % de type B
et 19 % de type C.

On admet qu’au début de chaque année :

e chaque plante de type A disparait et elle est
remplacée par une et une seule

nouvelle plante de type A, B ou C.

 chaque plante de type B disparait et elle est
remplacée par une et une seule

nouvelle plante de type A, B ou C.

e chaque plante de type C disparait et elle est
remplacée par une et une seule

nouvelle plante de type C.

La probabilité qu'une plante de type A soit
remplacée par une plante de méme type

est 0,6 et celle qu’elle le soit par une plante de
type B est 0,3.

La probabilité qu’une plante de type B soit
remplacée par une plante de méme type

est 0,6 et celle qu’elle le soit par une plante de
type A est0,3.

Au début de chaque année, on choisit au
hasard une plante dans la végétation et on
releve son type.

Pour tout entier naturel n non nul, on note :

e AnI'événement « la plante choisie la nieme
année est de type A »,

e BnI'événement « la plante choisie la nieme
année est de type B>.

e Cn I'évenement « la plante choisie la nieme
année est de type C ».

On désigne par pn, gn et rn les probabilités
respectives des évenements An, Bnet Cn.
Compte tenu de la composition initiale de la
végétation (début de I'année n - 0) on

pose : p0 =0,40,q0 =0,41 etr0 = 0,19.

1. Recopier sur la copie et compléter I'arbre
pondéré ci-contre, en remplacant chaque
point d'interrogation par la probabilité
correspondante. Aucune justification n’est
demandée pour cette

question.

2. a. Montrer que p1 = 0,363 puis calculer q1
etrl.

b. Montrer que, pour tout entier naturel n non
nul, %2 pn+1 = 0,6pn +0,3gn qn+1 = 0,3pn
+0,6qn

3. On définit les suites (Sn) et (Dn) sur N par
Sn =qn +pn et Dn = qn —pn.

a. Montrer que (Sn) est une suite géométrique
dont on précisera la raison. On admet que
(Dn) estune

suite géométrique de raison 0,3.

b. Déterminer les limites des suites(Sn) et
(Dn).

¢. En déduire les limites des suites j png¢, jqn¢
et (rn).Interpréter le résultat. Début de
I'année n ° 0 ,début de 'année n - 1



Chapitre 09 : Statistique Série double

Exercice 01 (Bac A3 1998 1er groupe)
Le tableau suivant donne I'évolution de cinq en
cinq ans d’équipement en informatique des
entreprises d'un pays (en pourcentage).

Ann |19 (19 |19 |19 (19 |19 |19
ée 65 |70 |75 [80 |85 |90 |95

Ran | 0 1 2 3 4 5 6
g xi

Tau [10 |25 |41 |60 |69 |80 |86
X yi

(%)

1-Représenter le nuage de points de la série
statistique (xi ;yi).

2-Calculer les coordonnées du point moyen G
et le placer sur la figure précédente.

3-Donner la valeur a 1072 prés par défaut du
coefficient de corrélation linéaire de la série
statistique.

4-Déterminer I'équation de la droite (A) de
régression de y en x par la méthode des
moindres carrés. Représenter (A) sur la figure
précédente.

5-Trouver I'ordonnée du point H de (A)
d’abscisse x=7. Que peut-on en déduire pour le
taux d’équipement en informatique des
entreprises du pays en 2000.

Exercice 02 (Bac L1 1999 1¢r groupe)
Les formules utilisées devront étre indiquées
et tous les calculs intermédiaires figurer sur la
copie.

On donne la série statistique double suivante :

x |35 [40 |35 |65 |65 |85 |90 |k

y |3 |4 5 10 |8 13 | 14 | 15

1) Déterminer l'entier naturel k sachant que la
droite de régression de x par rapport a y passe
par le point G d’abscisse 65.

2) Calculer le coefficient de corrélation linéaire
dexety.

3) Déterminer I'équation de la droite de
régression de x en y.

Exercice 03 (Bac L2 1999 1¢r groupe)
L’étude du commerce extérieur d’un pays de
1990 a 1996 pour les importations et les
exportations exprimées en milliards de francs
donne le tableau suivant :

Exportations y 2 2,6 3,2

1) Calculer:
a)Les moyennes X et Y.
b) Les variances V(X) et V(Y).
c) Les écart-types a(X)et o(Y)
e) Calculer le coefficient de corrélation enter X
etY.
Existe-t-il une corrélation entre les
importations et les exportations ?
Exercice 04 (Bac L1 2000 1er groupe)
Le tableau suivant donne I'age x et la moyenne
des maxima de tension artérielle relevée au
sein d'une population donnée en fonction de
'age.
Age x 36 |42 |48 54 | 60 66
Tension | 11,8 | 14 | 12,6 | 15 | 15,5 | 15,1
y
1-Représenter graphiquement le nuage de
points de la série.
Echelle :

1/2 cm pour 1lan; 3cm pour 1 unité de tension artérie

2-a) Calculer les moyennes et les variances
de x puis de y.
b) Calculer le coefficient de corrélation
linéaire entre x et y. La corrélation est-
elle forte ?
3- Déterminer I'équation de la droite de
régression de y en x, la tracer.
4)-Estimer la tension artérielle d'une
femme agée de 70ans.

Exercice 05

Les résultats des compositions d’Histoire et de
Géographie d’une classe de 10 éleves sont les
suivants : xi notes d’Histoire sur 20, yi notes de

Géographie sur 20.
X(1|1/0 |1 (10|01 (1 |0
i |4 (3 ]9|1]0]|5 |4 3|65
yl1]|11]0 |1 (0|1 |0 |1 |1 |1
i |5[3 |80 ]|]7]0]6]|5]6]0

On note par X et Y les moyennes respectives
d’Histoire et de Géographie de cette classe.
1-Représenter graphiquement le nuage de
points de cette série statistique dans un repere
orthonormé (O; T; 7) : unité 1cm.

2-Calculer X et Y puis placer le point G(X;Y)

dansle renére
danslerepere.

Importations x 2,8 3,2 3,8

é'-ltalculer lé'g‘oefficienéd% corrélat?o%l linéaire

deXetY.



4-Déterminer I'équation de la droite de
régression de y en x par la méthode des
moindres carrés.
Tracer cette droite dans le méme repere.
Exercice 06
Les formules utilisées devront, étre indiquées
et tous les calculs intermédiaires figurer sur la
copie dans un tableau.
On donne la série
statistique double :

d'affaires du onziéme mois.
Exercice 08
Le tableau suivant indique, pour chaque année,
le nombre d'accidents causés par les
automobilistes sur la circulation.

Année 1997 1998 1999
Rang de I'année xi 0 1 2
Nombre d'accidents : yi | 266 281 312

1°) a) Construire le nuage de points
associé a cette série statistique (xi

X 35 40 35 65 65 85 90 k
y 3 4 5 10 8 13 14 15
Vi)
1) - Déterminer I'entier naturel k sachant que b) Déterminer le point moyen
la droite de régression de x par rapportay G, puis le placer.
passe par le point moyen G d'abscisse 65. 2°) Calculer le coefficient de corrélation
2) - Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la série..
linéaire des caracteres x et y. 3°) Donner une équation de la droite de
3) - Déterminer une équation de la droite régression deyenx.
(D) de régression de x par rapportay. 4 °) Donner une estimation du nombre
Exercice 07 d'accidents commiis lors de I'année 2004.
Une société investit de maniere continue en 5°) Sil'évolution observée reste la méme
publicité. Le budget publicitaire (BP) et le chiffre au cours des années a venir, a partir
d'affaires (C A) sont connus sur dix (10) mois de quelle année constatera-t-on 2
consécutifs selon le tableau suivant : fois plus d’accidents qu'en 1997 ?
Mois i 1 2 3 4 5 . T | ' |
xXi 1,2 | 14| 16| 18 2
BP xi 10 12 15 13 10 ]
CAz 45 79 99 | 115 | 109 yi | 13| 12] 14]16 | a

Unité : milliers de francs CFA.

En fait, il faut prendre en compte le temps

nécessaire a la publicité pour produire son effet.

Ce temps est estimé a un mois.

On considere la série statistique (xi;yi) avec 1 < i

<9etyi=zi+1(parexempley1=z1+1=22;y2=

Z3..0)

1) Dresser le tableau de la nouvelle série (xi;
Vi).

2) a) Calculer la covariance cov (x;y) de x et
y.

b) Calculer le coefficient de corrélation

linéaire (r) dex ety a 10~ prés.

X a 1,3 b 1,5

Y 4 5 5 6

3) Déterminer une équation de la droite de
régression de y en x.
4) Donner une estimation du chiffre

Exercice 09
On donne la série statistique suivante a deux
variables :

Par la méthode des moindres carrés, on a obtenu
|'équation de la droite de régression de y en x, a
savoir: y=9x + 0,6.

1) -Calculer x.

2) -Exprimer y enfonctiondea.

3) -Enutilisant 1) et 2). Montrer que a = 20.
4) - Calculer le coefficient de corrélation
linéaire de x et y. La corrélation est-elle forte ?
- Estimer la valeur de y pour x = 3,2.
Exercice 10
On donne la série double (X, Y) suivante :
Déterminer a et b sachant que la droite de
régression de Y en X a pour équation :
y =5x—2.
Exercice 11




Le tableau ci-dessous donne I'age X et la
moyenne Y des maxima de tension artérielle
en fonction de I'age d’'une population féminine.

X 36 42 148 54 |60 66

Y 11,8 |14 128 |15 |155 |151

1) Représenter le nuage de point de la
série double (X, Y)

2) Peut-on effectuer un ajustement
linéaire du nuage de point ?

3) Déterminer la droite de régression de Y
en X.

4) Une personne de 70 ans a une tension
artérielle de 16,2. Cela vous parait-il
normal ?

Exercice 12

On fait une enquéte portant sur 100 familles
suivant le nombre d’enfants par famille X et le
nombre de piéces d’habitation par famille Y.
les résultats enregistrés sont les suivants :

X110 1 2 3 4 5

Y

1 6 4 1 0 0 0
2 3 11 10 5 1 0
3 1 3 16 13 4 1
4 4

0 1 3 5 8

1) a) Déterminer les séries marginales
associéesa XetY
b) Déterminer la série conditionnelle Y
sachant que X =2

2) Calculer les caractéristiques marginales de
XetY.

3) Représenter le nuage de point associé a la
série double (X, Y). Peut- on envisager un
ajustement linéaire ? Justifier.

4) trouver une équation de la droite des
moindres carrés de X en fonction de Y, puis
celle Y en fonction de X. Représenter ces deux
droites dans un méme repere que le nuage.

5) Etudier la corrélation entre X et Y. Peut-on
prévoir le nombre d’enfants d’'une famille dans
une villa de 6 pieces ? Quelle est la qualité de
cette prévision ?

Exercice 13

Le tableau suivant donne I'évolution du chiffre
d’affaire annuel (CA) réalisé par une
entreprise et ses dépenses annuelles
consacrées a la publicité(DP) de 1996 a 2005.

An |1 |1 |1 |1 |2 |2 |2 |2 |2 |2
né |99 (9{901|0(01{0|0]O0
es (91919190 1(0 (00|00
6 |7 1819011123 ]4]5
CAjf9 /19|11 {1 |11 1|1 1
2 |5/0(|0 1|11 |2 2|2
08408 ]0]|5]8

bp(7 |8 |18 19 (8 |1 |1 |1 |1 |1
0 0|1 |0 |2

Les données sont exprimées en millions de
francs. On pose X =CAetY =CP

1. Enfait, il faut un an pour mesurer I'effet
de la publicité sur le chiffre d’affaire.
Dresser la série tenant compte de I'effet
de la publicité sur un an.

2. Estimer alors le chiffre d’affaire de
I'entreprise pour 'année 2016 et
indiquer la qualité de I'estimation.

Exercice 14

La distribution des revenues d'une population
suit une loi de Paréto d’indexe a>0, c’est-a-
dire si N(x) représente le nombre d’individus
de la population qui ont un revenu supérieur a
x,on alarelation N(x) = Ax (-9, ou A est un
réel positif qui dépend des caractéristiques de
cette population.

Pour les observations suivantes, estimer les
parametres A et a en justifiant la méthode et
en indiquant la qualité de I'estimation.

Revenu x, 1 2 3
(x10.000)
Nombres 428561 53745 15923

d’individus N(x)

Exercice 15

Le tableau ci-dessous donne la charge
maximale yien tonnes qu’une grue peut lever
pour une longueur x;, en metre de la fleche.

Xi 16,5 18 19,8 22 25

yi 10 9 8 7 6

1) a) représenter le nuage de points
M(xi, yi) a l'aide d’un repere
orthogonal(unités : 1 cm pour 2 m en
abscisse et 1 cm pour 1 tonne en
ordonnées )
b) déterminer le coefficient de corrélation
linéaire entre X et Y.



c) déterminer une équation de la droite
de régression de Y en X par la méthode
des moindres carrés. Construire cette
droite sur le graphique précedent.
d) Utiliser cette équation pour déterminer
la charge maximale que peut lever la grue
avec une fleche de 26 m. Puis avec la
droite de mayer.
On pose zi = 1/yi
2) Trouver le coefficient de corrélation entre
Zetx.
Déterminer la droite des moindres carrés de z
en x. Utiliser cette droite pour déterminer la
charge maximale que peut lever la grue avec
une fleche de 26 metres.
Ce résultat parait-il plus satisfaisant celui de la
question 1.

Exercice 16
Soit (D) la droite de régression de y en x d'un
nuage de points A(xi,yi), pouri=1,2,.., n.
Soit S la somme des résidus.
On adjoint un point An+1(Xn+1, Yn+1), au nuage
précédent et on note (A) la droite de
régression de y en x correspondant au nuage
A1, A2, A3, ..., An, An+1.
1) Est-il possible que les droites (D) et (A)
soient confondues ?
2) Soit S’ la somme des résidus du
nouveau nuage. A -t-on toujours S’> S ?



Chapitre 10 : Arithmétique : Bézout, PGCD, PPCM,...

Diviseurs -Division euclidienne :
Exercice 1 :

1) Démontrer que a | b si et seulement si pour
toutk de Z, a| (b—ka).

2) Déterminer les entiers relatifs a, tels
que (a-5) | (a+7).

Exercice 2 :

Déterminer les entiers naturels n tels que : n
—1 divise n+3.

Exercice 3 :
1) Résoudre dans IN2 I’équation : x2 — y2 = 13.

2) Résoudre dans Z2 I'équation : 2x3+xy —11 =
0.

Exercice 4 :

Montrer que V n € N 25014 3n+3 est multiple
de 29.

Exercice 5:

On consideére la fraction gn= nn+_l79 ; N étant un

entier naturel strictement supérieur a 7.

1) Comment choisi n pour que gn soit
simplifiable ?

2) Déterminer n pour que gnsoit égale a un
entier naturel.

Exercice 6 :

Soit n un entier naturel non nul. Déterminer le
reste de la division euclidienne de :

1) n2+2n parn+ 1.

2) 7n +15 par 3n+ 2.

PGCD - PPCM
Exercice 1:

Calculer pour tout entier naturel n non nul :

1) PGCD(n, 2n+1) et PPCM(n, 2n+1) 2)
PGCD(2n+2,4n+2) et "'PPCM(2n+2,4n+2).

Exercice 2 :

Déterminer le plus petit entier naturel dont les
restes sont5; 13; 17 lorsqu’on le divise
respectivement par 15; 23 ; 27.

Exercice 3:

Le nombre d’éleves d'une classe est inférieur a
40. Si on les regroupe par 9 ou par 12, il en
reste 1 chaque fois. Quel est ce nombre ?

Exercice 4 :

Deux entiers a et b ont pour PGCD 8. Quel est le
PGCD des entiers x=13a+ 5b et y = 5a + 2b.

Equations diophantiennes du type : ax+by =c
Exercice 1 :

Résoudre dans Z? I'équation : 11x + 16y =0
Exercice 2 :

1) a) Montrer que I'équation 59x + 68y = 1
admet une solution dans Z2.

b) Résoudre dans Z2 I'équation 59x + 68y =
1.

2) Résoudre dans Z2 I'équation 59x + 68y = 2.

Congruence
Exercice 3 :

1) Vérifier que 1000 =1 [37] et en déduire que
pour tout entier naturel n,ona 103 =1 [37].

2) En déduire le reste de la division
euclidienne de 1 001 037 par 37.

Exercice 4 :
1) Montrer que 678%-1 est un multiple de 11.

2) Pour quelles valeurs de n entier naturel, 52»
+ 57+ 1 est un multiple de 3 ?



Exercice5:

Démontrer que le carré de tout entier naturel
est de la forme 5n—1 ou 5n ou 5n + 1, n entier
naturel.

Exercice 6 :

Résoudre dans Z :

1) 14x =3[4]; 2) {3){51 [5]
5x=21[7]

Exercices de synthese :
Exercice 1 :

Soit n un entier naturel non nul. On considére
deux nombres a et b définis par :

a=2n+3 etb =5n-2.
1) Démontrer que le PGCD de a et b divise 19.

2 Déterminer les entiers naturels n pour
lesquels le PGCD de a et b est 19.

Exercice 2 :

1) Trouver une solution particuliere dans 72
de I’équation (E1) : 15x+ 8y =1.

2) Résoudre dans Z2 I'équation (E2) : 15x + 8y
=1000;

3) De combien de facon peut-on obtenir
exactement 1000 points en langant des
fléchettes sur la cible ci-dessous. (le nombre
de fléchettes n’est pas limité et on suppose
qu’elles atteignent toutes les cibles.)

15 points pour une
fléchette qui atteint le
disque central.

8 points pour une
fléchette qui atteint la
couronne.

8 points

Exercice 3 :

On consideére la suite (un ) d’entiers naturels
définis par uo = 14 et un+1 =5un—6 ; n€lN

1) Calculer uz, uz, us, et us. Quelle conjecture
peut-on faire émettre concernant les derniers
chiffres de un ?

2)a)Montrer que V ne€lN, un+2 = un [4].

b) En déduire V keIN uzk = 2 [4] et uzk+1=0
[4].

3)a)Montrer par récurrence que :
VnelN 2un=5"*"243,
b) En déduire que V n € IN, 2un=28 [100].

4) Déterminer les deux derniers chiffres de
'écriture décimale de un suivant les valeurs de
n.

5) Montrer que le PGCD de deux termes
consécutifs de la suite (un) est constant.
Préciser sa valeur.

Exercice 4 :
V x € Z, on pose :

f() =-5x+ 1 etA={xel/f(x) €Z}.
1) Montrer que A n’est pas '’ensemble vide,

puis le déterminer.

2) Déterminer I'’ensemble

B = {xe A/ 4x2-9(f(x))? est divisible par 7 }.
Exercice 5 :

Un astronome a observé, au jour Jo, le corps
céleste A, qui apparait périodiquement tous les
105 jours. 6 jours plus tard (Jo + 6), il observe
le corps B, dont la période d’apparition est de
81 jours.

On appelle J1 le jour de la prochaine apparition
simultanée des deux objets aux yeux de
I'astronomie. Le but de I'exercice est de
déterminer la date de ce jour J1.



1) Soit u et vle nombre de périodes effectuées
respectivement par A et B entre Jo et J1.

Montrer que le couple (u ;v) est solution de
I'équation (E1) : 35x — 27y = 2.

2)a)Donner un couple d’entiers relatifs (o ;yo)
solution particuliere de (E2) : 35x 27y = 1.

b) En déduire une solution particuliere (uo ;vo)
de (E1)

c) Déterminer toutes les solutions de (E1).

d) Déterminer la solution (u ;v) permettant de
donner J1.

3)a)Combien de jours s’écouleront entre Jo et
J1?

b) Le jour Jo était le mardi 7 décembre 1999,
quelle est la date exacte du jour J1 ?

c) L’année 2000 était bissextile. Si 'astronome
a manqué ce rendez-vous, combien de jours
devra-t-il attendre jusqu’a la prochaine
conjonction des deux astres ?

Problémes
Exercice 1

Partie A

1. Enoncer le théoreme de Bézout et le
théoréeme de Gauss.

2. Démontrer le théoréeme de Gauss en utilisant
le théoréme de Bézout.

Partie B

Il s’agit de résoudre dans Z le systeme :

n=13[19]
(S){n =412

1. Démontrer qu'’il existe couple (u,v) d’entiers
d’entier relatifs tel que : T2u+12=1(on ne
demande pas cette question de donner un
exemple de couple). Vérifier que, pour un tel
couple, le nombre N =13x12v+6x19v est
solution de (S).

2. a. Soit no une solution de (S), vérifier que le
systéme équivaut a :

n=ny[19]
{”E%Uﬂ'

n=no[19]

b. Démontrer que le systéme .
n=ny[12]

équivauta n=npy[12x19].

3. a. Démontrer que le couple (u ;v) solution
19u + 12 v =1 et calculer la valeur de N
correspondante.

b. Déterminer I'’ensemble des solutions de (S) (
on pourra utiliser la question 2.b).

4. Un entier naturel n est tel que lorsqu’on le
divise par 19 le reste est 13.

On divise n par 228 =12x19. Quel est le reste r
de cette division ?

Exercice 2
Partie A

Soit N un entier naturel, impair non premier.

On suppose que N = a?—b?. ot aetb sont
deux entiers naturels.

1. Montrer que a et b n’'ont pas la méme parité.

2. Montrer que N peut s’écrire comme produit
de deux entiers naturels p et g.

3. Quelle estla parité depetq?
Partie B
On admet que 250507 n’est pas premier.

On se propose de chercher des couples
d’entiers naturels (a ;b) vérifiant la relation

(E):a® —250507 =h?.

1. Soit X un entier naturel.
a. Donner dans un tableau, les restes possibles
de X modulo 9 ; puis les restes possibles de

X 2modulo 9.



b. Sachant que (E): a? —250507 =b?. ; en

déduire les restes possibles modulo 9 de a’.

. Montrer que les restes possibles modulo 9 de
asont1et8.

2. Justifier que si le couple (a ;b) vérifie la
relation (E), alors a>501.Montrer qu'il
n’existe pas de solution du type (501;b).

3. On suppose que le couple (a ;b) vérifie la
relation (E).

a. Démontrer que a est congru a 501 ou a 5005
modulo 9.

b. Déterminer le plus petit entier naturel k tel
que le couple (505+ 9k;b) soit solution de (E),

puis donner le couple de solution
correspondant.

Partie C

1. Déduire des parties précédentes une
écriture de 250507 en un produit de deux
facteurs.

2. Les deux facteurs sont-ils premiers entre
eux ?

3. Cette écriture est-elle unique ?
Exercice 3

1. On considére I'équation (E):109x—226y =1
ou x et y sont des entiers relatifs.

a. Déterminer le PGCD de 109 et 226. Que
peut-on en conclure pour I’équation.(E) ?

b. Résoudre (E). En déduire qu'il existe un
unique entier naturel non nul d inférieur ou
égal a 226 et un unique entier naturel non nul
e tel que 1109d =1 + 226¢. (On
précisera les valeurs des entiers d et e).

2. Démontrer que 227 est un nombre premier.

3. 0n note Al'ensemble des 227 entiers
naturels a tels a <226. On considere les
fonctions f et g de A dans A définies de la
maniére suivante : A tout entier ade A, f
associe le reste de la division euclidienne de

a'%” par 227. A tout entier a de A, g associe le
reste de la division euclidienne de
a'*! par227.

a. vérifier que g[ f(0)]=0.

On rappel le résultat suivant appelé petit
théoreme de Fermat : Si p est un nombre
premier et a un entier non divisible par p alors

-1
aP" =T1pl.
b. Montrer que, quel que soit I'entier non nul a

de A, a?%° =1[227].

c. En utilisant 1.b, en déduire que, quel que soit
I'entier non nulade A, g[ f (a)]=a. Que peut-

ondire de f[g(a)]=a?
Exercice 4

1. Soient a et b des entiers naturels non nuls
tels que PGCD(a+b;ab)=p, oup estun

nombre premier.

a. Démontrer que p divise a’. (on remarque
a® =a(a+b)—ab)

b. En déduire que p divise b.

On constate donc, de méme, que d divise b.
c. Démontrer que PGCD(a ;b) = p.

2. 0On désigne par a et b des entiers naturels
tels que a<h.

a. Résoudre le systéme :
PGCD(a,b)=5
PPCM (a,b) =170

b. En déduire les solutions du systéme :
PGCD(a+b,ab)=5
PPCM (a,b) =170

Exercice 5

On appelle (E) 'ensemble des entiers naturels
qui peuvent s’écrire sous la forme 9+a2 ou a
est un entier



naturel non nul ; par exemple 10 = 9+12; 13=
9+ 22 etc.

On se propose dans cet exercice d’étudier
'existence d’éléments de (E) qui sont des
puissances de 2, 3 ou 5.

1. étude de I'’équation d’'inconnue a: a2 +9 = 2n
ouaelIN;nelIN,n>4.

a. Montrer que si a existe, a est impair.

b. En raisonnant modulo 4, montrer que
I’équation proposée n’a pas de solution.

2. étude de I'équation d'inconnue a : a2 49 =
3naelIN;nelIN,n>3.

a. Montrer que sin >3, 3" est congrual oua 3
modulo 4.

b. Montrer que si a existe, il est pair et en
déduire que nécessairement n est pair.

c. On pose n = 2p ou p est un entier naturel, p
> 2. Déduire d’une factorisation de 3» — a?,
que I’équation

proposée n’a pas de solution.

3. étude de I'équation d'inconnue a : a2 +9 =
5. aelIN;nelIN,n>2.

a. En raisonnant modulo 3, montrer que
I’équation n’a pas de solution si n est impair.

b. On pose n = 2p, en s’'inspirant de 2. c.
démontrer qu'’il existe un unique entier naturel
atelqueaz+9

soit une puissance entiere de 5.

Exercice 6

Pour tout entier naturel n, non nul, on
considere les nombres

a, =4x10" =1 b, =2x10" —Tetc, =2x10" +1.

1. a. Calculer ai, b, c1, az, bz, c2, a3, bz et c3.

b. Combien les écritures décimales des
nombres an et cn ont-elles de chiffres ? Montrer
que an et cn sont divisibles par 3.

c. Montrer, en utilisant la liste des nombres
premiers inférieurs a100 donné ci-dessous
que bs est premier.

d. Montrer que pour tout entier naturel non
nul n, b, x¢, =ay,.

e. Montrer que PGCD (b,,,C,) = PGCD( cn, 2)
En déduire que b, etc, sont premiers entre

eux.

2. 0n considere I'équation (1) :bsx + c3y =1
d’inconnues les entiers relatifs x et y.

a. Justifier le fait que (1) a au moins une
solution.

b. Appliquer I'algorithme d’Euclide aux
nombres c3 et b3 ; en déduire une solution
particuliere de (1).

c. Résoudre I'équation (1).

Liste des nombres premiers inférieurs a 100 :
2:;3:;5:7;11;13;17:19;23;29;31;37;
41;43;47;

53;59:;61:;67:71;73;79;83:;89;97.
Exercice 7

1. On considere I'équation (E) : 6x + 7y = 57
ou x et y sont des entiers relatifs.
a. Déterminer un couple d'entiers relatifs (u,
v) telque 6u + 7v=1.

En déduire une solution particuliére (xo, yo)
de I'équation (E).
b. Déterminer les couples d'entiers relatifs
solutions de I'équation (E).2. Soit (0;1i,j, k)
un repere orthonormal de I'espace. On
considere le plan P d'équation : 6x + 7y + 8z =
57.

On considere les points du plan P qui
appartiennent aussi au plan (0; i, j).

Monter qu'un seul de ces points a pour
coordonnées des entiers naturels.

Déterminer les coordonnées de ce point.



3. On considere un point M du plan P dont les

coordonnées x, y et zZ sont des entiers naturels.

a. Montrer que l'entier y est impair.
b. On pose y = 2p + 1 ou p est un entier
naturel.
Monter que le reste dans la division
euclidienne de p + z par 3 est égal a 1.
c. On pose p +z = 3q + 1 ou q est un entier

naturel.
Montrer que les entiers naturels x, p et q
vérifient larelation: x+p +4q=7
En déduire que q prend les valeurs 0 ou 1.
d. En déduire les coordonnées de tous les
points de P dont les coordonnées sont des
entiers naturels.



Chapitre 11 : Le corps des nombres COMPLEXES : C

Exercice n°0
Montrer que I'ensemble :

C = {(a,b)/a € R,b € R } muni des deux
opérations +¢ et X¢ est un corps,avec :

(a, b)Y +-(a, bV=(a+a',b+ b")
(a, b) x_(a',b")=(aa’— bb’, ab"+ a'b)
Exercice n°1

Les trois parties I), IT) et III) sont
Indépendantes.

Partie I

1)a)On pose j = —%+ i73 ; calculer j. En

déduire le calcul de : 1+ j+ j*; j° E
J

b) Démontrer que, V(a,b,c)eC3ona:

2(a+bj+cj? fa+bj? +q)

(@a=b)’ +(b-c) +(c-a)

Partie II

2) a) Déterminer le module et un argument

7, =—1+i/3; 2z, =1+i; 2
de. ZZ

b) En déduire les valeurs exactes de

S5r Y
coS— etsin—
12

c) Comment choisir I'entier naturel n pour
que z; soitun réel? un imaginaire? :

d) Résoudre I'équation dans IR
(\/6 +\/§)cosx+(\/€ —\/E)sinx =2

Partie III

Soit ©® un nombre réel de I'intervalle

7.z

On considére le nombre complexe z, tel que :
2z =-sin20+2icos* @
1) Déterminer le module et un argument
de z lorsqu'’il existe, en fonction de 6.
2) Déterminer 0 pour que z et 1-z

aient méme module.

Exercice n°2

Les trois questions 1), 2) et 3) sont
indépendantes.

1) a)Démontrer que V(z, Z')e C?
ezl +fe-2f =2 + ')
b) Interpréter géométriquement I'égalité
Ci-dessus et en déduire une propriété du
Parallélogramme.

2) Démontrer que V(Z, z')e C? ladouble
inégalité triangulaire :

Hz| —|z'” <|z+z]<|7+|z].

3) Démontrer que, si les nombres
complexes

z1 et Z2 ont pour module 1 et tels que
2,2, #—1, le nombre complexe:

z, +2 )
=1 ™2 astréel
1+2zz,

Exercice n°3 :

Soit z, ', u des nombres complexes tels que
uz =zz.

Montrer que

+ 2 ‘ zZ+2
—u

el




Exercice n°4 :

Soit a et b deux nombres complexes non
nuls, A et B leurs images respectives.

1) Démontrer que les points O, A, B sont
alignés si seulement si : ab e IR

(a+b)’
ab

est nécessaire et suffisant que O, A et B
soient alignes ou que OA = OB.

Montrer que pour que soit réel, il

2) On suppose dans cette question que les
points O, A et B ne sont pas alignes et que
o] =[of =1.

(a+by
ab
strictement positif.

Démontrer que est un réel

3) Application

Soit M1 et M2 deux points d’affixes
respectives z1 et z2 ,tels que les points O M1
et M2 ne sont pas alignés.

a) Calculer en fonction de z1 et z2 'affixe Z
du point G barycentre de (M1 ,|zl|) et

(M2’|22|)

b) Démontrer que

c¢) En déduire que OG est un vecteur

directeur de la bissectrice de I'angle

M .OM, .
Exercicen°4: Lieux géométriques

Déterminer et construire I'ensemble des
points M(z) tels que :

a) Re(z3)= Im(z3)

b)(z—-1-i)z—1+i)=25

e) arg(z? —4)=arg(z +2) [27]
f) Le triangle MM'M" soit rectangle
en M avec M’(zz) et M"(z3).
Exercice n°5
Calculer la somme :
S(z)=1+z2+z% .......... +z202,72¢eC
a) Résoudre dans C, I'équation définie par:
z2n-1=0,nelN*.

b) Démontrer que
S(z)= ﬁ(zz -2z Cosk—ﬂ +1j
n

k=1

¢) En considérant S (1), démontrer que

n-1 k
d) En considérant S (i), calculer | | cos 2~
k=1 n

EXERCICE 06 :

Le plan est muni d’'un repere complexe
(0, u, v). On consideére les points A, B, I et
F d’affixes respectives i, 1-i,

2 et 241
1. Soitrlarotation de centre A et
T
d’angle —
& 2

a- Déterminer 'affixe du point E
antécédent de F par la rotation r.
b- Soit (A) :x-y + 1 = 0. Déterminer
I’équation cartésienne de la droite
(A”) image de (A) parr.
2. SoitT:P » P; M(z) » M(2)
telle que :
z =az+baveca€C*etb€C.



a- Déterminer a et b sachant que T
laisse invariant I et transforme B en
0.

b- Montrerquez -2 =(1-1i)z (z- 2).

c- En déduire une relation entre IM’ et
IM et un mesure de I'angle (IM; IM")

d- Déduire du c) la nature de T et
préciser ses éléments
caractéristiques.

3. Soit S = Tor et Mn(zn), Mo(zo) avec zo
= 2i et Mn+1 image de Mn par S.

a- Montrer que zn+1 = (1+1)zn + 2 +
2i

b- Placer les points Mo, M1, M2, M3 et Ma.

c- Onpose Zn=zn+ 2 - 2i. Démontrer

que Zn+1= (1 +1)Zn.
d- Démontrer par récurrence que pour
toutn € IN, Zn = 2(14+i)n

4. On pose Un = MnMn+1

a- Montrerque Vn€IN, U = (\/E)M.

Préciser la nature de la suite Un.
n-1
b- Soit L, =) MM, . Exprimer Ln en
k=0
fonction de n.
EXERCICE 07 :

Le plan complexe est muni d'un repére
orthonormé (O,L]),on
considere I'application fqui a M(x; y)
associe M’(x"; y’) telles que :

J2 2

X'=—X+—Yy+1
2 2

_ 2 2

A

1. Soit z I'affixe de M et z’ celle de M".
Exprimer z’ en fonction de z.

2. En déduire la nature de f et ses
éléments caractéristiques.

3. Soit R larotation de centre A(i)

d’angle % et H ’homothétie de

centre B(1 + 3i) de rapport %

a- Donner les écritures complexes de R
et de H.

b- En déduire I'écriture complexe de
RoH et Hof

c- Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de RoH et de Hof.

d- Soit B’ = R(B), déterminer la nature
de ABB'.

Les Complexes aux bacs sénégalais
Exercice 01 Extrait BAC S12001)

Dans le plan orienté, on considere un
carré MNPQ de centre O.

Soit I un point de [NP] distinct de N.

On note | le point d’intersection de (MI) et
(PQ). La perpendiculaire (A) a (MI)
passant par M coupe (NP) en K et (PQ) en
L.

1) Faire une figure avec NP=5 cm ;
NI= 2 cm (On placera (NP) «
verticalement > c'est-a-dire
parallelement au grand coté de la
feuille)

2) SoitR le quart de tour direct de
centre M.

a) Déterminer I'image de la droite
(NP) par R.

b) Déterminer les images de K et I
par R.

c) Quelle estla nature des
triangles KM] et IML ?

3) On note E le milieu du segment
[IL], F celui de [JK] ; soit s la
similitude directe de centre M
d’angle g et de rapport ‘/Z—E
a) Préciser lesimages de Ketdel

pars.

b) Quel est le lieu géométrique du
point E quand I décrit [NP]
privé de N.

c) Déduire de ce qui précede que
les points O, N, E et Q sont
alignés.



EXERCICE : 02 ( Extrait BAC S12002)

On pose

EXERCICE : 03 (Extrait BAC S1 2003)

Soit ABCD un losange de centre ().Le

Q(z) =z°—(i+2icosa)z® — (L+cosa)’z +i(1+cos”egxcle (I') de centre O circonscrit au

ou z désigne nombre complexe, i I'unité
imaginaire pure, @ un nombre réel tel
que O< o < z.

Les trois racines de Q(z)
sont désignées sont désignées para, b et c
respectivement. On veut déterminer les
racines de Q(z) de deux fagons
différentes.

lere facon

1. Sans calculer a, b et c, calculer
(a+b+c), (ab+ca+cb) et abc.

2. Sachant que la somme de deux
de ses racines est égale a
2icosa ; Utiliser les résultats
précédents pour résoudre |
équation Q(z)=0.

2ieme facon

3. Montrer que Q(z) a une racine
imaginaire pure que I'on
déterminera.

4. En déduire les autres racines de
Q).

5. Aétantlaracine de Q(z) dontla
partie réelle est positive, donner
son module et son argument en
fonction de a.

6. Le plan est rapporté a un repéré

(G;uv) ; Soit f la
orthonormé
similitude directe de centre w
d’affixe c, c étant la racine
imaginaire pure de Q(z) et qui
transforme le point B d’affixe b
en A d’affixe a. Donner I'écriture
complexe de f.Déduire de cette
écriture que f est une rotation de
centre w

triangle BCD recoupe (OC) en E. Soit G
I'isobarycentre des points A, B,C,D et E ;
et ] celui des points O et Q.

1.a) Démontrer que G est le barycentre de
chacun des systemes {(Q; 4); (E; 1)}
et{(J;4); (A; D}

b) Soit f I'application du plan dans lui-
méme associant a tout point M le point M’
défini par:
4MM' = MA +MB + MC + MD + ME.
Déterminer la nature de f et préciser ses
éléments caractéristiques. Quelles sont
les images de E et de A par f?

2.) Soitr la rotation de centre O et d’angle
0= (&EE)) et s=rof

a.) Démontrer que s est une similitude
directe plane. Préciser son angle et son
rapport.

b.) Construire H=s(G) et L=s(A).

c.) Démontrer que les centre [ de la
similitude s appartient aux cercles
circonscrits aux triangles OGH et OAL.
Construire le point I.

EXERCICE : 04 (Extrait BAC S1 2006)

Le plan est orienté, PQR est un triangle
équilatéral de sens direct du plan. I et]
sont les milieux respectifs de [QR] et [RP].
Q, est. le symétrique de Q par rapportaJ.

1.) Soit t la translation transformant ]
en Q et r la rotation de centre P
transformant Q en R. On pose
f=tor.

a.) Faire une figure. Définir et
construire les points P’ et Q’
images respectives par f des
points P et Q.



b.) Déterminer la nature du
triangle JIR et préciser 'image
par f du point R.

c.) Donner la nature et ses
éléments caractéristiques.

En déduire la nature du
triangle IPP’.
2.) Soit s la similitude directe telle que
s()=P ets(R)=LI.

a.) Déterminer I'angle et le
rapport de s.Montrer que
s(D=P".

b.) Soit Q le centre de s .Montrer
que les points ), I, Ret P d’'une
part et les points , P,J et Q,

sont cocycliques. En déduire la
position de Q puis construire ce
point.

Exercice 04 ( Extrait BAC S12006)

Dans le plan euclidien orienté, on
considére un rectangle direct ABCD de
centre O tel que

AB =3 aetBC=a+/3;o0uaestunréel
strictement positif donné.

1) Déterminer la nature du triangle
BCO.

2) SoitE le point du segment [BD] tel

que BE BD . Donner une

construction géométrique du
centre  de la similitude directe s
telleques (B)=0ets(E)=C

3) On suppose dans la suite quea =1
et on pose U = L AB et V= —AD

AB AD

et on munit le plan d'un repere
orthonormé direct (A,U,V).

a) Déterminer les affixes des points
BetdeO.

b) En déduire I'écriture complege de
I'application s .

4) Déterminer I'affixe du point et
du point A'=s(A).

5) On considere la suite de points Mn
d’affixe zn définie par Mo=A et
pour tout n Mn+1=s(Mn).

a) Démontrer que la suite (ay)
définie par oy, = z41 — Zp €st
une suite géométrique dont on
précisera le premier terme o
et la raison.

b) Exprimer en fonction de n la
longueur de la ligne polygonale
MoM; M, ... M3, et déterminer
la limite de cette longueur
quand n tend vers +oo.

EXERCICE : 05 (Extrait BAC S1 2007)

Soient a et 3 deux nombres complexes

L2TC

donnés. On pose j = e'3 et pour tout
complexe z : f(z) = z3 + az? + Bz

1. Montrer que f(1) + f(j) + f(j3) =
3 (On pourra utiliser 1 +j+j2 =0
eti®=1)
2. a.Endéduire que |f(1)| + [f()| + |f
G2 = 3.
b. En utilisant a), montrer que I'un au
moins des nombres réels |f(1)[; |f(j)] et
|f(j2)| est supérieur ou égal a 1.

3. Le plan complexe est muni d’'un
repére orthonormé direct (O;1,7)ABC
est un triangle équilatéral direct de
centre de gravité O et tel que I'affixe de A
soit un réel r strictement positif fixe. [ et ]
sont deux points quelconques du plan
d’affixes respectives a et b. Dans cette
question on prend a = —? et B = ?—E .

a. Montrer que les affixes respectives
de B et C sontrj et rj2.

b. Montrer que BO.BL.B] = r3|f(j)]|.
Calculer de la méme maniere CO.CI.C]
et AO.ALAJ

c. Montrer que le triangle ABC a au
moins un sommet S vérifiant : SO.SL.S] >
r3.



Les Classiques des COMPLEXES

Exercice 01 : [le théoreme de VON AUBEL :
des carrés autour d’'un quadrilatére]

On considére un quadrilatere ABCD de
sens direct. On construit quatre carrés de
centre respectifs P, Q, R et S qui
s’appuient extérieurement sur les cotés
[AB], [BC], [CD] et [DC] (voir figure).

Le but du probléme est de démontrer
que les diagonales du quadrilatere
PQRS sont perpendiculaires et de méme
longueur.

On notre a, b, ¢, d, p, q, r et s les
affixes respectives des points A, B, C, D,
P,Q, R et S dans un repere orthonormé
(0,7, e;) de sens direct.

1) Démontrer que dans le carré

a—ib
1-i’
Etablir des relations analogues
pour g, r et s en raisonnant dans

les trois autres carrés.

construit sur [AB],ona:p =

2) Calculer E et cconclure.

Exercice 02 : [le théoreme du POINT DE
VECTEN : des carrés autour d’'un triangle]
On considéere un triangle ABC de sens
direct.

On construit trois carrés de centres
respectifs P, Q et R qui s'appuient
extérieurement sur les cotés [AB], [BC] et

[CA] du triangle ABC. (Voir figure)

On notre a, b, ¢, p, q et r les affixes
respectives des points A, B,C,P,Q etR
dans un repeére orthonormé (0, €7, e, )
de sens direct.

1) Démontrer que les triangles ABC et
PQR ont le méme centre de gravité.

2) Démontrer que dans le carré
construit sur [AB],ona:p = %.
Etablir des relations analogues
pour g et r en raisonnant dans les
deux autres carrés.

3) Démontrer que les droites (AQ) et
(PR) sont perpendiculaires. En
déduire que les droites (AQ), (BR)
et (CP) sont concourantes.

Information : ce point de concours
s'appelle "point de Vecten" du triangle
ABC.

Exercice 03 : [le théoréme de NAPOLEON ]
On munit le plan d'un repere orthonormé
(0, e7,€,) de sens direct.

PARTIE A : des caractérisations du
triangle équilatéral



2im
onnotej = es .SoientU, VetW trois
points du plan d'affixes respectives u, v et

W.

1) Démontrer I'équivalence suivante :
UVW est équilatéral de sens direct
u—v=—-jF(w-v)

2) Démontrer I'équivalence suivante :
UVW est équilatéral de sens direct
u+jv +j*w = 0

PARTIE B : démonstration du théoréme

de Napoléon

ABC est un triangle quelconque de sens
direct. On construit les points P, Q et R
tels que BPC, CQA et ARB

soient des triangles équilatéraux de sens
direct.

On note U, Vet W les centres de gravité de
BPC, CQA et ARB respectivement.

Démontrer que UVW est équilatéral de
méme centre de gravité que ABC.




Chapitre 12 : Barycentre et Application Affines

Exercice : 01 [Cours]

A.

D

2)

C.
D.

E.
Exerci

Etant donné trois points du plan A, B, C non alignés on considére I'application f qui a
tout point M associe le vecteur

F(M) = —5MA + MB + 2MC.

Démontrer que pour tout points M et N du plan, ona: ]TMj - m = —2MN.En
déduire que s'il existe un point G tel que m =0, pour tout point M le vecteur
]TMj s’exprime sous la forme réduite —2MG.

Démontrer I'existence et I'unicité d’'un point G tel que f(G) = 0. Préciser la position
de G.

Etant donnés les réels a;, a5, ..., a, et les points Ay, 4,, ..., A, du plan, on définit
'application g qui a tout point M associe le vecteur m =y, aimi. Etablir que

quels que soient les points M et N :
n

Q) = g(V) + (Z m)W
i=0
Démontrer que la fonction vectorielle de Leibniz et bijective
En déduire une définition rigoureuse de la notion de barycentre et énoncez puis
démontrez toutes les propriétés qui vont avec.
Quelle est I'utilité de la fonction scalaire de Leibniz ?

ce: 02 [Applications]

a)

b)

Trouv

Soit ABC un triangle du plan . Trouver I'ensemble (7°) des points M du plan tel
que:2W—2W+3W=T§.
Soit ABCD un parallélogramme dans le plan(P).
er I'ensemble (7;) des points M du plan tel que : MA — 2MB + EFC + %W = CB
ce:03

Exerci
a) Soit ABCD un rectangle avec AB = 2 et BC = 1. Déterminer et construire 'ensemble (E)

défini par: (E) = {M € P/ MA* + MB? + MC? + MD? = 10}
b) Soit ABC un triangle isocéle en C tels que AB = 4, CA = CB= 6. Déterminer et construire
I'ensemble (F) défini par :

: € + - =
(F):{M € P/ MA* + MB* — 2M(C?* = 0}

Exercice : 04
On donne trois points A, B, C distincts non alignés du plan et on désigne par a, b, et c les
longueurs BC, CA et AB.

On se
a2+b?
1.

propose d’étudier I'’ensemble E des points M du plan tels que : MA2+MB2+MC(C2 =
+c2.

Soit G l'isobarycentre du triangle ABC et soit I le milieu du segment [BC] .

a. Calculer AB2+AC2 en fonction de Al 2 et BC2. En déduire que :

AG2 =% (2b24-2c2-a2).Ecrire de méme les expressions GBZ2 et GC2.
b. Montrer que :
GA2+GB2+GC2= (a2+b2+c2)

Déterminer '’ensemble E .



3. Ondonne a=5, b=4 et c= 3.Placer trois points A, B, C et déterminer '’ensemble E
dans ce cas .
Exercice : 05
Soit ABC un triangle quelconque.
1) Démontrer que tanA + tanB + tanC # 0
2) En déduire que 'orthocentre H du triangle ABC est le barycentre
{(A, tan /i), (B, tan F?), (C, tan é) }
Exercice : 06
Dans le plan P, on considére un triangle Abc isocele de sommet A tel que AB =AC =3a et
BC=2a ( a étant un réel strictement positif ).On appelle G le barycentre des points A, B, C
affectés des coefficients 2, 3 et 3.
Soit I le milieu de [BC], ] le milieu de [AI].
1. Montrer que G est le milieu de [I]].
2. M étant un pointde P, calculer la somme : ZMA2 +3MB2+3MC2 en fonction de MG et
a.
3. Déterminer I'ensemble E1 des points M de P tels que : 2ZMA2 +3MB2+3MC(C2 = 18a2.
4. Déterminer I'’ensemble Ez des points M de P tels que :
2MA?2 +3MB2+3M(C2 = 22a2.
Exercice : 07
Dans le plan P, on considére trois point A, B, C tels que ||AB||=||AC||=4d et ||BC||=2d, ou d
est un réel strictement positif donné. On considere les points A, B et C affectés
respectivement des coefficients A, 1et 1 ouA € R — {—2}.
1. Déterminer 'ensemble A des barycentres G, de ces points lorsque A décrit R\{—2}.
2. DanslecasouA = —1, onappelle G le barycentre des points A,B et C affectés
respectivement des coefficients -1, 1 et 1.
a. Déterminer G.
b. Déterminer I'ensemble E des points M du plan vérifiant I'égalité :

— 2 — 2 — 2
MBI + [|MC][" = [[maA]|
3. a. Démontrer que pour tout point M du plan, MB + MC — 2MA est un vecteur

constant que I'on déterminera.
b. Déterminer 'ensemble A’ des points M du plan tels que :
IMB||” + ||MC||” — 2||MA||" =3242.
Exercice : 08
Soient A, B et C trois points du plan non alignés tels que le triangle ABC ne soit pas
équilatéral .On désigne par A’, B’ et C’ les milieux respectifs des segments [BC], [CA] et
[AB].On pose BC=a, CA=b et AB=c.
1. on considére le vecteur § = a?BC + b2CA + cAB. Montrer que :
U = (a2 — b2)AC + (c? — a?)AB.En déduire que U n’est pas le vecteur nul .
2. pour tout point M du plan, on pose : f(M)=a? BC. MA” + b? CA. MB'+c2 AB. MC.
a. soit O le centre du cercle circonscrit au triangle Abc ; calculer f(0).
b. soit G le centre de gravité du triangle ABC. Montrer que BC.GA = %(b2 —c2).

En déduire la valeur de f(G).



c. déterminer I'ensemble A des points M tels que f(M)=0.
Exercice : 09
Soit A, B et C trois points du plan tels que AB = 3a, AC = 4a et BC = 5a, ou a est un réel
positif non nul. On désigne par I le milieu de [BC].
1) Montrer que le triangle ABC est rectangle.

2) Soit m un réel de I'intervalle [0; %] et Gm le barycentre des trois points pondérés
(A, 1-2m), (B, m) et (C, m). Déterminer '’ensemble des points Gm lorsque m
décrit[O; %]
3) Montrer que ( 1-2m)GmA2 + mGmB?2 + mGmC2 = 25a2(m-m?2).
4) Déterminer suivant les valeurs de m et k, '’ensemble E des points M du plan tels
que : Montrer que ( 1-2Zm)MA? + mMB? + mMC? = 25a2k?.
5) Peut -on déterminer m et k pour que les points A, B et C appartiennent a 'ensemble
(E)?
Exercice: 10
ABC est un triangle rectangle en A tel que AB = a et AC = 2a.
[ désigne le milieu de [AC] et G est le barycentre du systeme {(A; 3); (B;-2); (C; 1}
1. Construire le point G et préciser la nature du quadrilatere ABIG. Exprimer en
fonction de a les distances GA, GB et GC.
2. Atout point M du plan, on associe le nombre réel : f (M) = 3MAZ2 - 2MB2 + MC2.
a. Exprimer f (M) en fonction de MG et de a.
b. Déterminer et construire I'ensemble (T ) des points M du plan tels que :
f(M) = 2a2.
3. A tout point M du plan, on associe maintenant le nombre réel :
h(M) = 3MAZ - 2MB? - MC2.
a. Démontrer qu'il existe un vecteur U non nul tel que : h(M) = MBU - 2a2.
b. On désigne par (A) I'ensemble des points M du plan tels que : h(M) = -2a2.
Vérifier que les points I et B appartiennent a (A), préciser la nature de cet
ensemble. Construire (A).

APPLICATIONS AFFINES

Exercice :01

xX'=ax+by+c
Démontrer que si f admet une expression analytique de la forme : {y' a4+ b’}; e
alors f est une application affine.

Exercice :02

1) Considérons, dans le plan P, un point A. Soit k un réel non nul et h 'homothétie de
centre A et de rapport k. Montrer que h conserve le barycentre de deux points
quelconques.



2) Le plan P est rapporté a un repére cartésien (0,7, J). Soit f 'application de P dans lui
méme défini analytiquement dans ce repere par {;, _:;2
a) Soient les points A (-2; 3), B (2; 3) et A’, B’ leurs images respectives par f. On note K
I'isobarycentre de A, B et K'=f(K). Vérifier que K’ est I'isobarycentre de A’, B’.
b) Soient les points C, D de coordonnées respectives (2; 3 )et (4,; 7) et soit G le
barycentre du systéeme {(C, —2), (D, 1)}. Le point G’=f(G) est-il le barycentre du
systeme {(C',—2), (D', 1)}
Exercice :03
Le plan P est muni d'un repére (0, 1,]). On donne les points A(3,2), B(1,1),C(2,1) etleurs
images respectives A'(6,6),B'(3,3),C'(2,1) par une application affine f. Soit M(x,y) un
point d'image M'(x', y") par f. Déterminer I’expression analytique de f dans le
repére (0,1,]).

Exercice :04
Soit ABC un triangle.
1. Construire le barycentre des points pondérés (A, 1), (B,-1) et (C, 1).
2. Soit (I') 'ensemble des points M du plan tels que :
|M4 — MB + MC||=||M4 — 2MB + MC||
a) Vérifier que B appartient a (I).
b) Déterminer et construire (I").
Exercice :05
Soit ABC un triangle équilatéral de cote a.
Soit f(M) = MA%*+ MB?*+ M(C?
Etudier les lignes de niveau de I'application scalaire f.
a) Pour quelle valeur de k, 1a ligne de niveau I est- elle le cercle circonscrit au
triangle ABC?
b) Pour quelle valeur de k, la ligne de niveau I, est- elle le cercle inscrit au triangle
ABC?

Exercice : 06

X' =x+2y—-2
y' =-y+2

M(x,y) et M'(x',y") et s(M) = M’. Montrer que s est une symétrie, préciser ses élément

caractéristiques.

Exercice : 07

Le plan est muni d'un repére(0, 7, J). L’application affine f qui a tout point avec M(x,y) on

Le plan est muni d’'un repeére (0, 1, J). L’application s est définie par : { , avec

X' =ix+ ly +1

associe le point M'(x’,y") tel que : , 2 2

y =Jx+Iy-— 2

1. f a-t-elle des points invariants ? est-elle bijective ? démontrer que 'ensemble image de f
est une droite (D).

2. Démontrer que, 'application linéaire ¢ associée a f, est une projection vectorielle sur une
droite vectorielle (D) que I'on précisera, ainsi que la direction de ¢.

3. Soit (A) une droite du plan dirigée par les vecteurs de (D).



a. Soit (g) la projection orthogonal sur (A). Montrer qu'il existe une seule translation t
telleque=tog.
b. Donner les formules analytiques de g et tlorsque (A) a pour équation y = x.



Chapitre 13 : Cocyclicité, Isométrie et Similitude plane directe

COCYCLICITES
Exercice 01
Soient (C) e(C") deux cercles sécants en A
et B, A et A’ deux droites passant
respectivement par A et B distinctes de la
droite (AB). La droite A (respectivement
A") recoupe (C) et (C') en P et P’
(respectivement Q en Q).
On suppose les points A, B, P, Q, P’ et Q
tous distincts.

!

Montrer que les droites (PQ) et (P'Q")
sont paralleles.

Exercice 02

Placer deux points A et B tels que AB = 4
cm.

Construire 'ensemble (E) des points M du

plan tels que (m, ﬁ) = g[Zn]et
I'ensemble (E") des points M tels
que(m, Wﬁ) = %ﬂ [m].

Exercice 03

Montrer a I'aide des angles orientés que
les symeétriques de I'orthocentre d’'un

triangle par rapport a ses cotes appartient
au cercle circonscrit a ce triangle.
A

Exercice 04:

Soient A et B deux points dans le plan
orienté.

Déterminer et construire le lieu P des
points M et le lieu P’ des points N tels que
AMN soit un triangle isocéle, rectangle en
A, ettels que M, N, B soient alignés.

On se limitera au cas ou (MA, MN) =
T

S [2m]

Exercice 05

On considere un triangle ABC tel que
T

(AB, AC) = — et (BA, BC) = ©

2 3
1) Faire une figure .
2) En utilisant la relation de Chasles,
prouver que :

(CA, CB) = (AC, AB) + (BA, BC) .
3) En déduire la mesure principale de
I'angle orienté (CA, CB) .

Exercice 06
On donne un triangle ABC et le point F
diamétralement opposé a A sur le cercle
passant par ABC .Pour un point M du plan,
la droite passant par M et orthogonale a
(MF) coupe (AB) en P et (AC) en Q.
1-) Démontrer que : M, F, C et Q d’'une
part et B, P, F et M d’autre part sont
cocycliques.

En déduire que :

(P, Q) + (MB, MC) = (AB, AC)[r].
2-) Déterminer 'ensemble des points M
pour lesquels F, P et Q sont alignés.

3-) Déterminer '’ensemble des points M

tels que : (ﬁ’: W)) = (ﬁ, A_C))[T[] .

Exercice 07

ABC est un triangle non rectangle, O est le
centre de son cercle circonscrit (C) et H
son orthocentre .Les droites (AH) et (BC)
se coupent en Q ; les droites (BH) et (AC)
se coupent en R ; les droites (CH) et (AB)
se coupenten P.



1-)a-)Montrer que les points A ,B,Q etR
sont cocycliques .
En déduire que :
(B4 BC) = (RA,RQ)[
b-) On note T un point quelconque de la
droite tangente en C au cercle(C).
Montrer que (fA: ﬁa) = (C_A), E’f) [1]
puis en déduire que les droites (RQ) et
(CT) sont paralleles.
c-) Montrer que les droites (RQ) et
(0C) sont perpendiculaires.
2-)a-)En utilisant la cocyclicité des points
A, C P etQdune part;etQ,C R etH
d’autre part, montrer que :
(QP, Q&) = (@&, QR)[]
b-) En déduire que (AH) est une
bissectrice du triangle QRP.

Exercice 08

Soit (C) et (C') deux cercles sécants en A
et en B. Soit I un point de (C) distinct de A
et de B et soit ] un point de (C') distinct
de A et de B tels que I, ] et A ne soient pas
alignés Une droite passant par B coupe
(G)enMet(C") enN.

On suppose que les droites (IM) et(JN)
sont sécants en K.

Démontrer que les points A, I, ] et K sont
cocycliques.

Exercice 09

Les parties I-) , II-) et III-)sont
indépendantes

[-) Soit ABC un triangle ; P, Q, R sont des
points respectifs des droites (BC), (AC) et
(AB) tels que les cercles circonscrits aux
triangles AQR et CPQ soient sécants en
deux points Q et I.

Montrer que le cercle circonscrit au
triangle BRP passe parI.

II-) Soit ABC un triangle isocele de
sommet A, M un point du cercle
circonscrit au triangle ABC distinct des
sommets du triangle. La droite (AM)
coupe la droite (BC) en P.

Montrer que le cercle circonscrit au
triangle BMP est tangent a (AB) en B.
[1I-)On considere deux cercles sécants en
A et B.On mene par A une sécante

rencontrant respectivement les cercles en
M et N, par B une sécante les rencontrant
respectivement en M’ et N'.

Montrer que les droites (MM’) et (NN")
sont paralléles.

Exercice 10

Soit ABCD un quadrilatere convexe de

diagonales [AC] et [BD] se coupant en |

Soit P, Q, R et S les projetés orthogonaux

respectifs de I sur

(AB), (BC),(CD) et (DA) .

1-) Construire la configuration

précédente.

2-) Montrer que les points A, P,I et S sont

cocycliques. Citer trois autres cocyclicités

similaires.

3-)a-) Montrer que :

(7S, PQ) = (AD, AC) + (8D, BC)1nl.
b-) Montrer que :

(RQ, KS) = (CB, CA) + (DB, D) ] .

4-) En déduire que :

(7S, PG) + (RG. RS) = 2(DB, CK) .

5-) Montrer que les points

P,Q,R et S sont cocycliques si et

seulement si les diagonales [AC] et [BD]

sont perpendiculaires .Illustrer cette

situation sur une figure.

Exercice 11

Soit H I'orthocentre d’un triangle ABC
non aplati et non rectangle.
1-) Montrer que H est différent de A, Bet

C.
2-) Calculer (m,m?;) en fonction de
(cA.c8).
3-) Soit K. I'image de H par la réflexion
par rapport a la droite (AB).

Montrer que les points A,B,C et K.
sont cocycliques.
4-) Soit (C) le circonscrit au triangle ABC
et soit C,,C;,C. les images de (C) par les
réflexions par rapport respectivement
aux droites (BC), (CA) et (AB).

Montrer que H estl’'unique point
commun aux trois cercles C,,C;,C..



ISOMETRIES ET SIMILITUDES PLANES
DIRECTES

Exercice 01

1) Montrer qu’une isométrie conserve le

produit scalaire.

2) Montrer qu’'une isométrie est une

application affine.

Exercice 02

Soient A, B, A’ et B’ quatre points tels que
A #BetA'B' = AB.

On désigne par t la translation de vecteur
AA’ et on pose t(B) = B;.

1) Justifier qu'’il existe une rotation r de

centre A’ qui transforme B; en B'.

2)Onposef=rot.

Démontrer que fest un déplacement qui
vérifie f(A) = A’et f(B) = B'.

3) Soit g une isométrie vérifiant g(A) =

A'etg(B) = B'.

a) Démontrer que f! o g laisse invariant
les points A et B.
b) En déduire la nature de f! o g et que

fest unique.

4) Quelle conclusion peut-on tirer de
cette étude?

Exercice 03

A) Dans le plan orienté, on trace un
triangle non isocele MNP tel
que (W, W) = 2[21'[].

Soient les points A et B tels que :

v' Aestsurle segment [MN]

v Bestsurle segment [MP]

v AN=BP, A #N.

Justifier I'existence d’une rotation r telle
que r(A)=B et r(N)=P. Préciser son angle
et son centre.

B) Déterminer la nature de
'application f associé a
I'application complexe F définie
par:

1) F(z)=iz+1- i

2) F(z)=iz+ 1—i

Exercice 04

Soit  un point du plan et fI'application
du plan dans lui-méme définie par :

= f(Q)=Q.

= SiM=# Q,

M’ = f(M) est le milieu de [Q, M;], ou M;
est tel que AMM, est un triangle
équilatéral de sens direct.
1. Soit M un point distinct de ().
Montrer que M’ = f(M) est tel que :
OM' =—QM et (OM, OM’ =7,
2. Soit h 'homothétie de centre (), de
rapport% etr la rotation de

centre (), d’angle g

Prouverquef=hor=roh.
3. Montrer que f multiplie les

. 1
distances par 5 et conserve les

angles orientés.
Exercice 05
Le plan est muni d'un repére orthonormé
direct (0O, U, V). On considére la
transformation s, d’écriture
complexez' = (1 —iv3)z + 2.
1. Déterminer la nature de s et ses
éléments caractéristiques.
2. Déterminer I'affixe du point C image
par S du point A(Z - 1\/§)
3. Calculer I'affixe du point B tel que
S(B)=0.
4. Donner I'expression analytique de s.
Exercice 06
Le plan complexe est muni d'un repére
orthonormal (O, U, V).
On considéré la transformation S
d’écriture complexe z'= (1 + i)z + 4 — 2i,
les points A et B d’affixes respectives
2+4iet 1-i
1) Déterminer la nature de S et
déterminer ses éléments
caractéristiques.
2) Déterminer 'image de la droite
(AB) par une similitude S.
Exercice 07
Dans le plan orienté, on considere le carré
ABCD de centre O.
1. Déterminer la nature et les
éléments caractéristiques de la
similitude directe s de centre A qui

transforme Ben O.

2. Déterminer le rapport et I'angle de
la similitude directe s’ qui
transforme BenOetAenD.



Exercice 08

On dit qu’un triangle A'B’C’ est

directement semblable a un

triangle ABC s’il existe une similitude

directe s telle que A" = s(A),B’ =

s(B),C’ = s(C).

1. Démontrer que si A'B’C’ est
directement semblable au
triangle ABC, alors ABC est
directement semblable a A’'B'C’.

2. Démontrer que siles
triangles ABC et A'B'C’ sont
directement semblables, alors :

A'B" B'C" C'A

AB ~ BC__CA
(AB,AC) = (A'B/,A’C")[2m]
(BC,BA) = (B7C, B'A)[2n]
(CA,CB) = (C'A’,C'B')[2n]

3. Démontrer que deux

triangles ABC et A'B'C’ tels que
A'B" _A'C!
AB ~ AC sont
(AB,AC) = (A'B/,A'C’)[2n]
directement semblables.

4. Démontrer que deux
triangles ABC et A'B’C’ tels que :

(B, BA) -

(W, W) [21] et (@, ﬁ) =
(C'B7, C’A7)[2] sont directement
semblables.

Exercice 09

On considere les points A, B, C, P, Q et R

dont les affixes respectives sont :

a=1-i;b=2+4+3i;c=-2+1i;p=-1+
3i;q=2 - 2i; et r=4 + 4i.

Démontrer que les triangles ABC et PQR

sont directement semblables.

Exercice 10

Soit ABC un triangle équilatéral de sens
direct et G son centre de gravité.
Déterminer 'angle et le rapport de la
similitude s de centre A ,qui transforme G
enB.

Exercice 11

Soit ABC un triangle équilatéral de sens
direct et s la similitude directe de rapport

2 etd’angle —g , qui transforme Ben A .

Déterminer le centre de cette similitude
et construire 'image C’ de C pars.
Le centre O de la similitude est tel
{ 0OA = 20B

uei(AR A = _ ™
44¢1(0B,04) = — > [2n]
Exercice 12
Le plan est muni d’un repeére (0,1,7) .On
considere les points A(2,0), B(1,1), C(-
2,-1),A’(3,10),B’(4,10) et C'(-3,-1) .
Soit f 'application affine du plan telle que
f(A) =A", f(B) =B’ et f(C) =C'.
1-) Démontrer que f est bijective.
2-) Déterminer 'expression analytique de
f.
Exercice 13
Le plan est muni d’un repére orthonormé
(O;T; ]) et fI'application du plan dans lui-

méme qui a tout point M associe le
point M’ telle que :

1
'=—(5x-12 24
X 13( X Y+ )

1
'=—(-12x-5y+36
y 13( x=5y+36)

1-) Démontrer que fof =Id.

2-) Démontrer que I'’ensemble des points
invariant est une droite (D) que I'on
déterminer.

3-) Soit M un point du plan et M’ son
image par f

a-)Démontrer que le milieu de [MM’]
appartient a (D)

b-) Démontrer que le vecteur MM ‘a une
direction fixe orthogonale a celle de (D)
c-)En déduire la nature et les éléments
caractéristiques de f.

Exercice 14

On consideére trois points non alignés A, B
et C. Pour tout réel a on définit
I'application f, du plan dans lui-méme
qui a tout point M associe le point M' tel
que:

MM’ = 2aMA — oMB — MC

1-)Montrer que f1 est une translation que
'on précisera.



2-)a-) On suppose que o # 1. Montrer que
f, admet un unique point invariant Gyet
que: C—GOZ = k(ﬁ + _AE)) ou k est un réel
dépendant de o que I'on précisera.

b) Déterminer I'ensemble des points G,
lorsque o € [IRet a0 # 1.
3-)On suppose que a # 1 .Exprimer W
en fonction de G—O(T/l) puis en déduire la
nature de f, suivantles valeurs de a.On
précisera ses éléments caractéristiques.
Exercice 15
ABC est un triangle équilatéral de sens
direct .On désigne par I'le cercle
circonscrita ABC et O son centre .La
médiatrice de [BC]|coupe I"en A et D
.0On note A'le point d’intersection de des
droites (BD) et (AC).
1-) Démontrer que A'estle symétrique
de Aparrapporta C.
2-) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques des transformations
suivantes :

Se0)9S(pc) 5 S(caOS(as)

S(0)0S(cn)

2-) Onnote f = S (80)0S ¢ 0S (g).
a-)Déterminer f(A) puis la nature et les
éléments caractéristiques de f.

b-)En déduire la nature de la
transformation S )03 .

Exercice 16

Le plan est muni d’'un repere orthonormé
(O, i, j), f I'application du plan qui
associe a

tout point M(x; y)le point M'(x'; y')tel

N C |
X'=——X+=Yy
que: 2 2
Y——1X+i§y
2" "2

1-) Montrer que f est une isométrie.
2-) Montrer que f admet un unique point

invariant O.
3-)En déduire que la nature de f

4-)On pose I'=f(1) avec I(1,0) .

a-)Déterminer une mesure de I'angle

orienté fﬁ, O—I’? :
b-) En déduire les éléments
caractéristiques de f.
5-) Soit Sla symétrie orthogonale d’axe
(D):y=x.

Démontrer qu’il existe une symétrie
orthogonale S'telle que f =S'0S dont on

déterminera 'axe.

Exercice 17

On note H l'orthocentre du triangle
équilatéral ABC.On désigneparr,, I,

et r. les rotations de centres respectifs
A T
A,Bet C et de méme angle E eton

pose : f =r,0r; et g =r.0r,0r,.
1-)Calculer f(A), f(B)et g(B)eten

déduire la nature et les éléments
caractéristiques de f etde g.

2-)On désigne par S ,g, S(gc) €t Scp) les
réflexions d’axes respectifs (AB),(BC) et
(CA) et on pose h = S, 05,505 ) et
soit (d) la droite parallele & (AC)passant
par B.

Montrer que S,5)0Sgc) = S(4)0S g)
3-)Soit B'le milieu de [AC].Montrer que
h=t _-0S)-

Exercice 1
Dans le plan orienté, on considere ABC

est un triangle tel que (ﬁ?; E): % [27]

et AB < AC.
On note I'le cercle circonscrit au triangle
ABC et O son centre .Soit E le milieu de

[BC] et P le point du segment[AC] tel
que AB=CP.

La droite (OE)coupe Ienl et J,tels
que J et Asoient sur le méme arc de
corde [BC] du cercle T".

1)a)Faire une figure.
b) Déterminer '’ensemble des points M

du plan tels que : (W, W): % [27].



2)a)Justifier qu'il existe une unique
rotation R telle que: R(A)=P et
R(B)=C.
Déterminer son angle.

b) Démontrer que son centre est un
point de I que I'on précisera.

c)Quelle est la nature du triangle JAP ?
3)a)Déterminer I'image de C par
RoS¢ ou S; estla symétrie de centre E

b) Donner la nature et les éléments
caractéristiques de RoS,
Exercice 19 Bac C 1994
On considére un triangle ABC direct.On
appelle I, J, K les milieux respectifs des

cotés[BC],[CA] [AB] .Soit N I'image de C
par la rotation de centre J et d’angle de

mesure % et P 'mage de Aparla

rotation de centre K et d’angle de mesure
T

2
1) Montrer que KP = 1J.
2) On appelle r la rotation qui transforme
KenJetPenl.

Quelle est une mesure de 'angle de
cette rotation ?
3) Démontrer que les triangles IJN et
IKP sontisométriques.

En déduire I'image de | parr et que le
triangle PIN estisocele et rectangle en |.
4) On appelle r1 la rotation de centre N et

, % :
d’angle > et r2 la rotation de centre P et

T
d’angle —.
L

Déterminer I'image de B par riorz.
Donner la nature et les éléments
caractéristiques de la transformation
riorz.
Exercice 20
ABC est un triangle de sens direct,
ABED et ACGF sont des carrés
construits extérieurement a ABC sur les
cotés [AB] et [AC] .On désigne par H le
projeté orthogonal de Asur [BC]|, K le

milieu de [DF], I centre du carré ABED
et J centre du carré ACGF .
1) Soient les quarts de tours directs R et
R'de centres respectifs | et J.
Démontrer que ROR'=R"*oR™" =S,
(avec S, symétrie de centre K).
2) Déterminer I'image de la droite (AH )
par S, .En déduire que les points K, A/H
sont alignés.
3) Soit A'l'image de du point Apar S, .
a)Démontrer que R(C)= A'.En déduire
que (EC) L (A'B).
b) Démontrer que (BG) L (A'C).
4) En déduire des questions précédentes
que les droites (EC),(BG) et (AH )sont
concourantes.

Exercice 21
Dans le plan orienté, on considére le
triangle MPQ tel que :

(WP MG) = Z[2x] et (PQ.PM ) =% [2]

Soit Q le symétrique de M par rapport au
milieu de [PQ] et soit H le pied de la
hauteur issue de M dans le triangle MPQ.
S la similitude de centre M qui transforme
HenP.
1) Déterminer les éléments
caractéristiques de S.
2)a) Montrer que S(Q) = Q

b) En déduire I'image de la droite (PQ)

par S.
Exercice 22

Dans le plan orienté, on considére deux
points distincts A et B .Sur la figure, on
prendra 8 cm comme longueur du
segment[AB].

1-)Etudier et construire I'ensemble € des
points M du plan tels que x—g =3.
2-)Etudier et construire I'ensemble F des
points M tels que (m, W) = 2[211] :
3-)Soit C I'image de B par la rotation de
centre A et d’angle Z?T[ et D 'image de B
par 'homothétie de centre A et de rapport
% .0On désigne par S la similitude directe
transformant A en B et C en D.



a-)Déterminer le rapport et I'angle de .
b-) On note I le centre de la similitude S
.Exprimer IB en fonction de IA et donner
une mesure de I'angle (ﬁ, ﬁﬁ) .En déduire
la position du point I et le placer sur la
figure.

c-) Démontrer que I appartient au cercle
circonscrit au triangle ACD .

Exercice 23

Dans le plan orienté, on considére un
triangle ABC tel que (Kﬁ, Ké) = 3[211] et

(ﬁi ﬁ) = 2[211] Soit I le symétrique de
A par rapport au milieu de [BC] et H le
pied de la hauteur issue de A dans le
triangle ABC.
1-)Soit S, la similitude directe de centre A
qui transforme H en B.

a-)Déterminer les éléments
caractéristiques de S;.

b-) Montrer que S; (C) = L.En déduire
I'image de la droite (BC) par S1.
2-)Soit S, la similitude directe de centre A
qui transforme Ben C.

a-)Déterminer I'image de la droite (BI)
par S,.

b-) Soit M un point de (BI), M’ son
image par S,.0n suppose que M et M’ sont
distincts de I. Montrer que les quatre
points A, M, I, M’ sont cocycliques.
Exercice 24
Dans le plan orienté on considere un
carré direct MNPQ de centre O .Soit I un
point de [NP] distinct de N .On note J le
point d’'intersection de (MI) et (PQ).La
perpendiculaire (A) a (MI) passant par M
coupe (NP) enK et (PQ) en L.
1-)Faire une figure avec NP = 5cm et
NI = 2cm (On placera (NP)

« verticalement 3 » c’est-a-dire
parallelement au grand coté de la feuille).
2-)Soit R le quart de tour de direct de
centre M.

a-)Préciser I'image de la droite (NP) par R
b-) Déterminer les images de KetI parR.
c-) Quelle est la nature des triangles KM]
et IML.

2-)0n note E le milieu du segment [IL] ; F
celui de [JK].Soit S la similitude directe de

centre M, d'angle ; et de rapport g .
a-)Préciser les images de Ketde I par S.
b-) Quel est le lieu géométrique du point
E quand I décritle segment [NP] privé de
N

c-) Déduire de ce qui précede que les
points O, N, E et Q sont alignés.

Exercice 25

Dans le plan orienté, on considere un
triangle équilatéral ABC tel que

(AB,AC) = g [2m] On désigne parr, la
rotation de centre A et d’angle E ;rgla
rotation de centre B et d’angle g ;Te la
rotation de centre C et d’angle E et par D

et E les points tels que :

rg(A) = Detrc(D) =E.

1-)Montrer que rcorgory estla symétrie
de centreB.Préciser la position du point B

2-)On admet qu'il existe une seule
similitude plane directe S de rapport% et

) 2 :
d’angle — ?n qui transforme A en
BD . . ,

B.Calculer le rapport ~g dinsi qu'une

mesure de I'angle (E, ﬁ))) .En déduire

que S(E) = D.

3-)Soit (1 le centre de la similitude S.
Montrer que () appartient aux cercles

circonscrits aux triangles ABC et DE.
Construire le point Q.

4-)a-)Démontrer que S transforme la

droite (AC) en (CB).

b-) Démontrer que 'image par S du
cercle circonscrit au triangle ACE est le
cercle de diameétre [BD] . En déduire que
I'image de C par la similitude S est le
point I, milieu segment [DE] .

Exercice 2
Soit S la similitude directe d’écriture
complexe: z'=(1+i)z+2.

1) Déterminer les éléments
caractéristiques de S.



2) Soit Qle centre de S. Quelle est la
nature du triangle MOM ', ou M ' est
I'image de M parS.

3) Déterminer et construire I'ensemble
des points M tels que OM =0OM .

4) Déterminer et construire I'’ensemble
des points M tels que OM.OM =0
Exercice 27

Soit

o e}%%{ et f :M(z) > M'(Z)tel

quez'=(-l+itana)z—itana + 2.

1) Déterminer le module et un argument
de —1+itanc.

2) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de f .

3) Soit h, 'homothétie de centre Q

. Donner

(d’affixe 1) et de rapport
COSx

une écriture complexe de la rotation r,
telle que f, =r_ oh,

Exercice 2
Le plan est rapporte au repére

orthonormal direct (O, 6\7) .On appelle T

'application du plan dans lui-méme qui
au point M(x,y) associe le point M’(x,y’)

X'=X+
tel que :{ y

1-) On appelle z I'affixe du point M et 7’
celle de M'image de M par T. Ecrire z’ en
fonction de z
2-)Montrer que T est une similitude
directe dont on précisera les éléments
caractéristiques, on notera son centre Q
et o l'affixe de Q2.
3-)Montrer que pour M= Q ona:

7'-2

y'=—-x+y-1

=i.En déduire une construction

-1
géométrique de M'=T(M)
4-)Donner une équation cartésienne de la
droite (D"), image de (D) :2x-y+1=0 par
T.
5-)Soit A le point d’affixe -1+i et soit R la
rotation de centre A et d’angle de mesure
3

7

Pour M un point du plan, on pose
M’'=T(M), M”=RoT(M) et on appelle g
'application du plan dans lui-méme qui
au point M associe le point G barycentre
des points pondérés (M,1) , (M’,-2) et
(M”,-1).Ecrire une expression complexe
de g .En déduire la nature et les éléments
caractéristiques de g.

Exercice 29

dans le plan complexe rapporté au repére
orthonormal direct (O,U,V), on considére
I'application f qui a tout point M d’affixe z
associe le point M’ d’affixe z' définie par :
z' = u?z+u— 1;ouudésigne un
nombre complexe.

1) Déterminer 'ensemble des valeurs de
u pour lesquels f est une translation ;
caractériser f chacune des valeurs
trouvées.

2) Déterminer '’ensemble des valeurs de
u pour lesquels f est une rotation d’angle

s s .
de mesure > caractériser f.

3) Déterminer '’ensemble des valeurs de
u pour lesquels f est une homothétie de
rapport —2; caractériser f.

4) Caractériser florsqueu =1 —i.
Exercice 30

Pour tout nombre réel a non nul, on
désigne par f, I'application de C dans C
qui associe a tout nombre complexe z le
nombre complexe Z — ia = i(z —ia)
Dans le plan muni d'un repere
orthonormé (0,1,7) , on note F, qui
associe a tout point m d’affixe z, le point
M d’affixe f,(z) .

1-)Montrer que F, admet un unique point
invariant S, dont on déterminera I'affixe.
2-)a-)Pour m # S, , exprimer en fonction

SaM . .,
de ale rapport S ainsiqu'une mesure
a

de I'angle (ﬁ, W)

b-)En déduire la nature de I'application
F, et préciser ses éléments
caractéristiques .
3-)Montrer que F,-10F_, est une
translation.
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Chapitre 14 : Produit vectoriel, produit mixte, transformations élémentaires
de I'espace

Exercice 00

Répondez par Vrai(V) ou Faux(F) en mettant une croix dans les cases V ou F. Rectifiez quand c’est faux en

donnant dans la case(R) un contre-exemple sur le dessin en perspective cavaliere d’un cube. |V |F |R

1- Par deux points de I'espace il passe une infinité de plans.

2- Par trois points non alignés de I’espace, il passe un plan et un seul.

3- Par un point de I'espace, il passe un plan et un seul paralléle a un plan donné.

4- Par un point de I'espace, il passe un plan et un seul perpendiculaire a un plan donné.

5- Par un point de 'espace, il passe un plan et un seul perpendiculaire a une droite donnée.

6- Une droite est perpendiculaire a un plan si et seulement si elle est perpendiculaire a deux
droites de ce plan.

7- Si deux droites sont paralléles dans I'espace, alors toute droite sécante a I'une est sécante a
'autre.

8- Si deux droites sont perpendiculaires a une méme troisieme droite dans I'espace, alors elles
sont paralléles.

9- Si deux plans sont paralleles dans I'espace, alors toute droite sécante a I'un est sécante a
I'autre.

10- Si deux plans sont perpendiculaires a une méme droite, alors ils sont paralleéles.

11- Si deux plans sont perpendiculaires a un méme plan, alors ils sont paralléles.

12- Si deux plans sont paralléles dans I'espace, alors toute droite de I'un est paralléle a toute
droite de l'autre.

13- Si deux plans sont perpendiculaires dans l'espace, alors toute droite de l'un est
perpendiculaire a toute droite de I'autre.

14- Si deux plans sont paralléles a un méme troisiéme plan, alors ils sont paralléles.

15- Si une droite est paralléle a un plan (P), alors il existe un seul plan (Q) parallele a (P) et
contenant cette droite.

16- Si deux droites (D) et (D’) sont paralleles, alors il existe un seul plan (P) parallele a (D) et
contenant (D).

17- Si trois plans sont deux a deux perpendiculaires, alors I'intersection de deux d’entre eux
est perpendiculaire au troisiéme.

18- Si deux plans sont perpendiculaires, toute droite perpendiculaire a 'un est paralléle a
I'autre.

19- Si une droite (D) est perpendiculaire a une droite (D’) et si (D") est paralléle a (D) alors
(D) est perpendiculaire a (D)

20- Si deux plans sont paralleles, alors tout plan perpendiculaire a I'un est perpendiculaire a
'autre.
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Exercice 01: [Recherche de rotations laissant
invariant un cube]

On considére un cube ABCDEFGH.

(BDE) et (CFH) aux centres des triangles
équilatéraux BDE et CFH.

b. Trouver deux rotations du cube autour de
I'axe (AG).

c. En déduire 8 autres rotations laissant
invariant le cube.

Exercice 02 : [Tétraedre orthocentrique]
Soit ABCD un tétraedre tel que les droites
(AB) et (AC) sont respectivement
orthogonales aux droites (CD) et (BD). On
appelle H l'orthocentre du triangle BCD.

a) Démontrer que les plans ABH et ACH
sont perpendiculaire au plan (BCD).

b) En déduire que la droite (AD) est
orthogonale a la droite (BC).

Exercice 03: [Théoreme des trois
perpendiculaires]

Soit (D) une droite perpendiculaire en (O) a
un plan (P) et (A) une droite incluse dans(P)
et ne contenant pas 0. Soit A un point
quelconque de (D) distinct de O et B un point
quelconque de (A).
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a) Démontrer que la droite (AB) est
orthogonale a (A) si et seulement (OB) est
orthogonale a (A).

Exercice 04 :

Sur un tétraedre EFGH on considére les
points L], et K respectivement sur les arétes
[EF], [EG], [EH]. Déterminer les intersections
du plan (IJK) et du tétraedre EFGH suivant
chacune des conditions ci-dessous :

1- (JK) est parallele a (GH) et (IJ) non
parallele a (FG).

2- (JK) est parallele a (GH) et (I]) est
parallele a (FG).

3- Dans la condition (2-) donner la
nature du contour de 'intersection.

EXERCICE 05

Un coéne de révolution a pour hauteur 4m
.Le rayon du cercle de base est 2,5m.

a) Faire un dessin .

b) Calculer l'aire latérale du cone .
c) Calculer le volume du cone .
EXERCICE 06

Un cone de révolution a pour base un cercle
de rayon 1,89m .La longueur d'une
génératrice est de 6,5m .

a) Faire un dessin.

b) Calculer la hauteur du cone.
c) Calculer le volume du cone.
EXERCICE 07

Un coéne de révolution a pour hauteur
3,5cm .La longueur d'une génératrice est
S5cm.

a) Faire un dessin.
b) Calculer le rayon du cercle de base.
c) Calculer I'aire latérale du cone.

d) Calculer le volume du cone.
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EXERCICE 08 Un cone de révolution a un
demi - angle au sommet de 60°. La longueur
d'une génératrice est de 8,4cm.

a) Faire un dessin.
b) Calculer la hauteur du cone .
c) Calculer le volume du cone .

EXERCICE 09

1°/ Un octogone régulier ABCDEFGH est
inscrit dans un cercle de centre O de rayon
6cm.

a) Faire un dessin en vraie grandeur .

b) Calculer AB et OM, ou M est le milieu de
[AB]

2°/ Une pyramide réguliere de sommet S a
pour base cet octogone .

On donne SM=12cm.

a) Faire un dessin .

b) Calculer la hauteur de la pyramide .

c) Calculer la longueur d'une aréte latérale .

d) Calculer I'aire latérale de la pyramide .

e) Calculer le volume de la pyramide.
EXERCICE 10

On découpe un cone de révolution
parallelement a sa base en trois morceaux
comme indiqué sur le dessin ci-dessous.
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Les sections ont pour diametres 6¢cm et
10cm.

a) Calculer x .

b) Quelle est l'aire de la base du cone
initial ?

EXERCICE 11:

L’espace orienté E est rapporté a un repere
orthonormé direct (0; 1,7, E) Soit f
'application de E dans E qui a tout point M
de coordonnées (x, y, z) associe le point M’
de coordonnées (x',y',z") tel que :

x'=y

y =z+1

z'=x—-1
1) a) Montrer que f est une isométrie
(C’est-a-dire que f conserve la distance).
b) Montrer que I'ensemble des points

invariants par f est la droite (A) passant par
le point A de coordonnées (0,0, —1) et de
vecteur directeur :

U=71+]+k.
2) Soit P le plan perpendiculaire a (A)
en A.
a) Montrer que le point 7 (—1,0,0)
appartienta P.
b) Prouver que I' = f(I) appartient a P.

3) Déterminer la nature de f et ses
éléments caractéristiques.
4) Déterminer I'’ensemble des points M

de E d'images M' tels que le milieu J de
[MM'] appartient :
a) au plan Q d’équation cartésienne :
2x+y—z=0.
b) a la droite (D) dont un systéme
d’équations cartésiennesest: x =y = z.
c)
EXERCICE 12 : [Recherche de rotations
(Terracher TCE)]

On désigne par (C) et (C’) les cercles
inscrits dans les faces EFGH et BCGF du cube,
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par Q et O’ leurs centres et par (P) le plan
(ADQG).

1- Démontrer que Scp) (C) = (C).
2- Analyse
Soit R une rotation d’axe (A) transformant

(C) en (C).

a. Démontrer que (A) est contenu
dans le plan (P).
b. Démontrer que R peut s’écrire R

= S 0 Sp) ou Q est un plan de symétrie de
(©).

C. En déduire que (A) = (FG) ou
que (A) est une droite de (P) passant par le
centre du cube.

3- Synthese

a. Prouver que (FG) est I'axe d’'une
rotation transformant (C) en (C").Préciser
son angle.

b. Soit (A) une droite de (P) parle
centre du cube et (Q) le plan défini par (A) et
Q.

Démontrer que Scp) 0 S(q) est une rotation
d’axe (A) transformant (C) en (C’).

Exercice: 13

A, B et C sont trois points non alignés de
'espace, I le point défini par Al = AB + %E

1. De quels coefficients a, b , ¢ faut -il
affecter les points A, B, C, respectivement,
pour que I soit leur barycentre ?

2. Dans un repére orthonormé (0 ;71,7
, E), soient les points A, B, C ont pour
coordonnées respectives (-1;0;0), (0 ;-
V3;1) et (5;V3;2).

a. Vérifier que les points A, B et C ne
pas sont alignés .Déterminer les
coordonnées de |

b. Montrer que le triangle ABC est
rectangle en B.
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C. Déterminer I'’ensemble des points
M(x;y;z) del'espace tels que
MA?—-2MB%—M(C? = —12.Donner les
éléments caractéristiques de I'ensemble E.

Exercice : 14

L’espace est orienté par le repere ortho

normal direct (O ; 3 , 6]) ﬁ).On considére
le cube OIRJNKLM.

A est le milieu de [IL] et B le point définit
par:

KB = gﬁ\f.P désigne le plan (OAB).

1. a) Précisez les coordonnées des points
AetB.
b) Déterminez les coordonnées du vecteur
i=0ANOB..
c) Déduisez -en que l'aire du triangle OAB

Via
est T

d) Le point C(1 % ;1) appartient -ila P ?

2. On considere le tétraedre OABK.

1
Montrer que son volume est 5"

Déduisez - en la distance du point K
au plan P.

Exercice 15

Soit ABCD un tétraedre régulier. G son
centre de gravité et H celui du triangle BCD.

Onnotel, ], K, et L les milieux respectifs
des segments [AB], [BC], [AC] et [BD].

1. a) Démontrer que les droites (I]) et
(KL) se coupent en G.

-b) Démontrer que la droite (CG) perce le
plan (ABD) en H.

-c) Placer sur une figure les données
précédentes.
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2. Soient S;la réflexion par rapport au plan
(BIC) et S, laréflexion par rapport au plan
(ALC).On poser=S, o §S; .

a. Montrer que (BIC) est le plan médiateur
du segment du segment [AD]; en déduire
les images de A et de D par S;.Déterminer de
méme les images de Betde D par S, .

b. Déterminer les images des points A, B, C
et G parr.

c. Démontrer quer est une rotation dont
on déterminera l’axe et ’angle.

Exercice: 16
ABCDEFGH estle cube ci-dessous.

O est son centre, [ est le milieu de [AB], ] le
centre de gravité de la face DCGH.

1. a) Montrer que (ABG) est le plan
médiateur des segments [ED] et [FC].

b) Onnote S;, S, etS; les réflexions dont
les plans respectifs sont (ABG) , (BCH) et
(10J) .Vérifier que ces réflexions laissent
invariant le cube ABCDEFGH.

2. On considere I'application f telle que
f=51 o Sz .

a. Prouver que f est une rotation d’axe (BH).

b. En orientant le plan (ACF) par BH,
déterminer la restriction de f a ce plan. En
déduire 'angle de f.

3. Soitr le demi -tour d’axe (OI) et g
I'application ro f

a. En décrivant r comme la composée de
deux réflexions judicieusement choisies
déterminer la nature de g.

b. Déterminer les éléments caractéristiques
de g.

Exercice 17
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On considére le cube ABCDEFGH.

1. Soit L, le centre du carré ABFE et ] le
milieu de [AL].Soit la similitude directe du
plan (ABF) telle que f(A)=L et f(B)=].

a. Déterminer l'angle et le rapport de f.
b. Construire E’=f(E).Montrer que f(F)
est le milieu du segment [AB] .

C. Soit Q le centre de la similitude f.
Montrer que les points 0, A, L etE d'une
partet Q, A, Bet] d’autre part sont
cocycliques . En déduire une construction de
Q.

d. Montrer que les droites (A) et (QE)
sont orthogonales.

2. On désigne par [ le milieu du segment
[FG] et toujours L le centre du carré ABFE.

a. Vérifier que CL =IHAIB. En déduire
l'aire du triangle IHB.

b. Calculer le volume du tétraedre BCIH
et en déduire la distance du point C au plan
(BIH).

EXERCICE 18

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1, I le centre
de ABCD.

1) a) Determiner DC A BA.

b) En déduire I'ensemble (E1) des points M
de I'espace tels que (@ A B—A) ABM = 0.

) En déduire 'ensemble (E1) des points M
de I'espace tels que (ﬁf A ﬁ) .BM =0.

2° a) Soit P =bary {(A;2),(C;-1)}.

Montrer que P est le symétrique de C par
rapporta A.
b) Soit (I')I'ensemble des points M de

I'espace tels que
|oA - G| = |34 + 28 - 3C|.
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Déterminer I'ensemble (F) Montrer que
Ae (F)

C. 3° Déterminer '’ensemble des points
M de I’espace tels que

|8MA — 4MC| = |MA + MB + MC + MD|.

EXERCICE 19

On considére le cube ABCDEFGH, et 11e
centre de gravité du triangle EBD. Soit m un
nombre réel et Gm le barycentre du systeme
de points pondérés :
{(E)1),(B,1-m),(G;2m-1),(D;1-m)}.
Partie A

1. Justifier I'existence du point Gm.

2. Préciser la position de G1.

3. Vérifier que Go =A. En déduire que les
points A, I et G sont alignés.

4. Démontrer que AG,, = MAO,.En déduire

I’ensemble des points Gm lorsque m parcourt
I'ensemble des nombres réels.

5. a. Vérifier que les points A, Gm, E et O1 sont
coplanaires.

b. Déterminer la valeur de m pour laquelle
Gm se trouve sur la droite (EI).

Partie B

Dans cette question, ’'espace est rapporté au
repére orthonormal (A, AB, AD, E)
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1. Démontrer que la droite (AG) est
orthonormal au plan (EBD). En déduire une
équation cartésienne du plan (ABD).

2. Déterminer les coordonnées du point Gm.

3. Pour quelles valeurs de u la distance de Gm

au plan (EBD) est égale a g?

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1, I le centre
de ABCD.

1) a) Determiner DC A BA.

b) En déduire I'’ensemble (E1) des points M
de I'espace tels que (@ A ﬁ) ABM = 0.

¢) En déduire 'ensemble (E1) des points M
de I'espace tels que (B—C A Q)B—M =0.

2° a) Soit P =bary {(A;2),(C;—1)}. Montrer
que P est le symétrique de C par rapport a A.

b) Soit (I') I'ensemble des points M de

I'espace tels que
|2MA - MC| = |-MA + 2MB - MC|.

Déterminer 'ensemble(T"). Montrer que
Ae (F)

3° Déterminer I'ensemble des points M de
I'espace tels que

HSMA - 4MCH - HMA + MB + MC + 1@”
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Chapitre 15 : Transformations du plan

Exercice: 1

Le plan est rapporté a un repere
orthonormé (0,71,7) on considere
I'application f du plan dans lui-méme qui
au point M , de coordonnées (x,y) associe
le point coordonnées (x',y’) telles que :

x'=%(\/§x—y+2)

y':%(x+\/§y+4—2\/§)

1. Exprimer xet y en fonction de x’
et y' .En déduire que f est une
transformation

2. Soit M; et M, deux points d'images
respectives M'; et M, parf.
Exprimer M'; M', en fonction de
M; M, , en déduire que fest une
isométrie .

3. Montrer que f possede un unique
point invariant I. En déduire la
nature de f.

4. O’ désigne I'image de O par f,
déterminer une mesure de I'angle
(i0,10").

En déduire la nature de f
Exercice : 2
Soit A, B et C trois points non alignés du
planet A’, B’ et C’ trois autres points tels
que A’B'=AB, A'C=ACetBC=BC.On
suppose qu'il existe deux isométries fet g
vérifiant f(A)=g(A)=A’, f{(B)=g(B)=B'et
f(C)=g(C)=C".
Montrer que g~ lof = idp ; en déduire que
f=g.
Soit A et B deux points distincts du plan et
A’ et B’deux autres points tels que A'B’ =
AB.

1. Onpose (ﬁ,ﬁ) =a[2n]etf
=R(a’ «)Otzz; -Montrer que f(A) =A",
f(B)=B".

2°) a) déterminer la nature de la
transformation gof .
b) Chercher I'image de A par gof !
et caractériser alors cette application .
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2. Soient g et f deux déplacements qui
transforment Aen A’ et Ben B’.
Montrer que g~ o fest un
déplacement qui posséde deux
points invariants distincts .

En déduire que f= g.Conclure.

3. On suppose que AB =
A'B Caractériser le déplacement f.

4. On suppose que AB # A'B eton
pose (ﬁ,ﬁ) = a [2m] .Montrer
que f est une rotation d’angle a dont
le centre O appartient aux
médiatrices (si elles existent) de
[AA’] et [BB’].

5. Les données sont les méme qu’au 2.
a. f étantl'unique déplacement tel

que f(A) =A’etf(B)=B’; on pose
h = foS(4p). Quelle est la nature
de h ?Montrer que h(A)=A'’ et
h(B)=B’.

b. Soit hetkdeux
antidéplacements qui
transforment Aen A’ et B en
B’.En considérant k~1oh,
montrer que h = k.

Exercice : 3

Dans le plan orienté on considére un
triangle ABCD tel que : AB=AC et
(AB,AC) =2 [2m].

SoitI, ] et K les milieux respectifs de
[BC], [CA] et [AB]. On appelle R la
rotation de centre I et d’angle g .tla

translation de vecteur %ﬁ et on pose

f=Rot et g=toR.
1) Déterminer I'image de K par f et
I'image de ] par g
Préciser la nature et les éléments
caractéristiques de fetg.

¢) Soit M un point du plan , M;
I'image de M par f et M, I'image de M
parg.
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Quelle estla nature du quadrilatéere AC
MM, ?

Exercice : 4
Dans le plan orienté on considére un
triangle ABCD tel que : AB=AC et
(ﬁ, Ké) =§ [2m] ; on désigne par Ile
milieu de [BC] . On note Rg la rotation
de centre B et d’angle g, Rcla

rotation de centre C et d’angle g ett

la translation de vecteur BC.

1. Déterminer f = RcotoRg.

2. Préciser I'image par fdu pointB.
Caractériser f .

TRANSFORMATIONS AU BAC
Exercice 1 Bac 93
Tous les points considérés dans cet
exercice appartiennent a un plan
euclidien orienté IP. Soit D une droite de
IP, O un point de D et C un cercle de
centre O. C coupe D en A et B.
Soient H le milieu de [OB] et I le point de

C tel que (@,m)z %

Soient K et ] les symétriques de H et I par
rapporta 0.

1. Montrer que les triangles KAJ et
HIA sont directement semblables (
on pourra utiliser le triangle HBI).

2. Soit S la similitude directe
transformant K, A,Jen H, [, A
respectivement. Déterminer son
angle « et son rapport k.

3. prouver que les trois cercles de
diametre [KH], [Al] et [JA]
respectivement passent par le
centre Q de la similitude S.

4. Déterminer I'image du point O par
la similitude S.

Exercice 2 Bac 89
Dans le plan IP, on considere un triangle

équilatérale ABC tel que (@, AC )= %

[27].Soit I le milieu de [BC].
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On note rs la rotation de centre B et
T
d’angle —.
&€ 3

rc la rotation de centre C et d’angle

E .
Si la symétrie de centre 1.
te la translation de vecteur BC.

Onposef=rcosiors etg=rco tﬁors

Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques des applications fet g

Exercice 3 Bac 94
Dans le plan IP orienté, on considere un
triangle ABC rectangle et isocéle en A tel

qu’'une mesure de (E,A—C) = %

On appelle R la rotation de centre A qui
transforme B en C, et T la translation de

vecteur AB.
On note I le milieu du segment [BC].

1. Construire ] = R(I).

2. Onnote F1 =RoTetF2=ToR;
déterminer Fi(]) et F2(I) puis en
déduire la nature et lesz éléments
caractéristiques Fiet F2.

3. Soit M un point du plan, M1 son
image par F1 et M2 son image par
F2. Quelle est la nature du
quadrilatére BCM1M2?

Exercice 4 Bac 96
Dans le plan orienté on considere deux
points A et B. On prendra AB = 6cm pour
la figure.
1. Déterminer et représenter
I'ensemble € des points M du plan

tel que m:&
MB

2. Déterminer et représenter
I'ensemble s des points M du plan

tels que ( m, WB) :%[272'] .

3. a. Placer le point C image de B par
la rotation r de centre A et d’angle
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de mesure 2?”, puis le point D tel

que ﬁz%ﬁ@

b. On désigne par S la
similitude directe
transformant A en B et C en
D. déterminer le rapport et
I'angle de S.

c. Onnote Q le centre de S.
Exprimer Q B en fonction
de QA et donner une
mesure de 'angle (QA, Q2B
)-

d. En déduire la position de Q
et le placer sur la figure.

e. Démontrer que les points
Q,A CetDsont
cocycliques.

a (MI) passant par M coupe (NP) en K
et (PQ) en L.
1. Faire une figure avec NP = 5cm ;
NI = 2cm (on placera (NP)
« verticalement » c'est-a-dire
parrélement au grand coté de la
feuille).
2. Soit R le quart de touir direct de
centre M.
a. Préciser I'image de la droite
(NP) par R.
b. Déterminer les images de K
et par R.
c. Quelle est la nature des
triangles KM] et IML.
3. Onnote E le milieu[IL], F celui
[JK] ; soit S la similitude directe de

centre M d’angle % et de rapport

Exercice 5 Bac 99

On considére dans le plan euclidien
orienté, un triangle ABC équilatéral
direct ; on note H le pied dela hauteur
issue de C, Hi1 le projeté orthogonal de H
sur [AC].

a. Préciser lesimages de K, et
de I parS.

b. Quel est le lieu géometrique
du point E quand I décrit
[NP] privé de N.

1
H,A
b. Déterminer les centre des
simlitudes plane directes
d’angle nul ou plat
transformant A en C.
2. Déterminer I'ensemble des points
M du *plan tel que MC = 3MA
3. Construire le centre Q de la
similitude plane directe S de

1. a. Calculer le rapport

rapport 3 et d’angle -% telle que
S(A)=C

Exercice 6 Bac 01

Dans un plan orienté, on considére un
carré direct MNPQ de centre O.

Soit I un point de [NP] distinct de N.
On note ] le point d’'intersection de
(MI) et (PQ). La perpendiculaire (A)
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c. Déduire de ce qui précede
que les points O,N, E et Q
sont alignés.

Exercice 7 Bac 03

Soit ABCD un losange de centre Q. Le
cercle (I') de centre O circonscrit au
triangle BCD recoupe (OC) en E. Soit G
I'isobarycentre des points A, B,C,D et E ;
et ] celuit despoints O et Q.

1. a. Démontrer que G est barycentre
de chacun des systémes
{(Qa)ED}et {(0.4):(AD)]

b. Soit fl'application du plan
dans lui-méme associant a
tout point M le point M’
défini par: 4

—_— — —

.Déterminer la nature de f
et ses élééments
caractéristiques. Quelles
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sont les images de E etde A
par f?
2. Soitr larotation de centre O et
d’angle 6 = (OC,0D) et s rof.

a. Démontrer que s est une
similitude directe plane.
Préciser son angle et son
rapport.

b. Construire H=s(G) etL =
s(A).

c. Démontrer que le centre I de la
similitude s appartient aux
cercles circonscrits aux
triangles OGH et OAL.
Construire le point I.

Exercice 8
Dans le plan orienté on considére un
carré ABCD de centre O tel que (

DA, DC)=Z .
2

1. Faire une figure soignée avec AB =
6cm.

2. Soit s la similitude directe de
centre D qui transforme A en B..

a. Déterminer les éléments
caractéristiques de s. Préciser
I'image de E par s. En déduire
I'angle ( AE,BF).

b. Onnote I' le cercle circonscrit au
carré ABCD et le point
d’intersection des droites (AE) et
(BF). Placer I" et I sur la figure.
Montrer que [ appartienta I".

c. Montrer que les droites (ID) et
(BF) sont orthogonales.

3. Soit I'’ le cercle circonscrit au
carré DEFG. Placer I'’ sur la figure.
Montrer que [ appartienta I"’.

Etablir que les points C, G et | sont alignés
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