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Préface 2018

Louanges O ALLAH seul, et bénédiction et Salut soient sur son

prophete MOHAMED.

Ce document vient pour combler une des lacunes que connait la
fliere SM en matiere de rareté des livres traitant les sujets
d'examens de Maths en terminale. Je I'ai congu, et rédigé,
volontairement dans le but d'aider les éleves du Maroc et
d'ailleurs O concevoir une image approximative sur les attendus
du programme.

Avant de partir passer cet examen national, vous étes censés
connditre tfoutes les techniques, les astuces, les trucs, les
méthodes, les algorithmes, les procédures et les réponses typiques
d toutes les questions typiques que vous allez apercevoir tout au
long de ce document. La-bas, le jour de I'examen en salle, vous
n'avez rien 4 faire que de choisir la bonne méthode comme
réponse a la question adéquate qui convient. Malheureusement, il
y en a encore beaucoup d’'éléeves qui ne croient absolument en
cette stratégie « d'apprendre par cceur » les procédés classiques
et les méthodes typiques. la vérité c'est que vous aurez 240
minutes comme masse horaire pour répondre a pres de 40
questions, soit 6 minutes en chaque question ®.

En poursuivant mon soutien aux éléves, me voild prét a vous
proposer ma méthodologie de préparation pour s'enfrainer bien,
et pour répondre aisément aux questions de I'examen national.
J'ai proposé quelques sujets pour la préparation comme
plateforme de fravail. Et je crois que c’est tant suffisant. Mais si
vous en voulez plus, consultez les éditions précédentes. Par la
suite, voici quelques conseils a suivre pendant vos révisions, et
pour vous aider & aborder sereinement les épreuves écrites de juin
2019, et ainsi metire foutes les chances de voire cb6té pour
décrocher votre précieux Bac ©.
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Pour réussir cet examen, il faut aimer travailler les maths au
premier abord. Et ce n'est pas du tout banal que quelgqu’'un
débute toujours I'année avec motivation. Faire des fiches qui
récapitulent |'essentiel du cours et Ufliliser des moyens
mnémotechniques afin d’en faire un vrai capital mémoire.

Savoir  bien gérer son temps en se fixant des délais et en
s’accordant des pauses. On ne retient bien que ce qu'on aime.
Et généralement, On aime bien les matieres ou on a eu de bonnes
notes ©. Partant de ce principe, |'estime qu'll faut se motiver
d’'autant plus pour les matieres ou I'on se sent moins & |'aise
(les arithmétiques comme exemple ®). Il s'agit d’installer un cercle
vertueux des le début de I'année si I'on se plonge dans une
matiere avec passion, alors on va mieux retenir, mieux restituer et
avoir de bons résultats. Ce qui permet d’associer une image
positive d I'examen tout entier ©.

Un bon étudiant est celui qui connait sa grille d'évaluation et les
cadres référentiels des examens. Savoir ce que I'on atftend de
vous en Maths (connaissances et compétences), vous aidera &
voir quoi mettre en avant, & anticiper les questions.
Et c'est d'ailleurs mon premier but derriere ces documents.

Dans un examen, il y a une part de stratégie puisqu'il faut
convaincre |'examinateur (ou directement le correcteur).
Comprendre ce gqu'on attend de vous est tres primordial, car dans
I'examen du baccalauréat vous étes amenés, sans qu'on le dit
institutionnellement, vous étes censés recracher le cours sous
diverses formes : algorithmes, théoremes, applications, méthodes,
procédeés etc....

Certains éleves commencent 4 réviser dés le mois de Mars, alors
que d’autres attendent le mois de Mai pour se plonger dans leurs
livres en prévision des examens de fin d’année. Mais peu importe
la stratégie, il faut savoir que la réussite a ces épreuves ne dépend
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que de la qualité du travail de révision. La préparation mentale y
joue également un grand réle. Savoir chasser le stress et gérer son
temps est aussi important que d'arriver a assimiler le cours des
mathématiques tout entier.

Souvent, les sujets des examens, notfamment a I'écrif, sont liés de
pres ou de loin a l'actualité. En plus de vous donner des
indications claires sur les éventuels sujets. Travailler les sujets des
années précédentes permet d’enrichir vos connaissances, de
confirmer que vous étes curieux et que vous avez déjd une
expérience cumulée.

Un examen, c’'est comme une épreuve sportive | sil'on arrive sans
énergie, alors on est sOr de rater son départ ou de ne pas arriver
jusqu’'au bout. Le moral c’est qu'il est important de bien manger
de bonnes Msimnates de la chére maman et de bien dormir,
notamment dans les derniers jours précédents les épreuves ©.
L'alimentation permet de fournir de I'énergie, le sommeil aussi, en
plus de permettre au cerveau de récupérer et d'enregistrer toutes
les informations acquises dans la journée. Je vous conseil aussi de
s'aérer I'esprit en faisant du sport.

Enfin, il importe d'aborder I'épreuve de facon positive, de se
présenter a I'examen prét a faire de son mieux tout en étant
conscient que la partie ne sera pas facile ®. Il faut savoir que
visualiser la réussite peut influencer et programmer le succes dans
I'inconscient, autant metire toutes les chances de son coété ©.
Je souhaite que ce document aide d achever tous vos buts.
Louanges a ALLAH seul et bénédiction et salut soient sur son
prophete MOHAMED.

Bon courage ©.

©Professeur Badr Eddine El FATIHI.
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Ci-apres quelques notes, indispensables a lire et & reconnaitre, sur
la nature de la filiere SM. Je les ai proposées pour que vous puissiez
se rendre compte de ce qui se passe reellement autour de vous :

Le stress est un mécanisme normal, déclenché par le cerveau
pour déclarer un état d’'urgence du corps tout entier. C'est-a-dire
que vous ne devriez surtout pas étre mal a I'aise quand cela se
produirait ou quand on apercoit ce sentiment dans un examen.
Le stress vous permettriez de mobiliser toute I'énergie et de la
focaliser sur la feuille ou les questions auraient été énoncées. C'est
un facteur catalyseur comme un chien rageur qui frague un
coureur fainéant.

Lisez aftentivement chaque question. Souvent, l'idée de la
réponse vient immeédiatement a travers le fravail pénible que vous
auriez fait en classe, sur les livres ou encore au cours des heures de
soutien scolaire. Je fais d’'abord mes esquisses de calcul sur le
brouillon ensuite je passe immeéediatement pour noter ma réponse
sur la copie soigneusement en utilisant éventuellement des
phrases courtes pour guider le correcteur.

Parfois il arrive qu'on se plante deux ou ftrois fois devant une
question qu’'on a bien compris, mais qu'on n'arrive pas a dénicher
la stratégie de réponse qui va avec. Essayez de relier cette
question avec celles d'avant. Il faudrait s'interroger & tfout
moment sur la relation qui pourrait exister entre cette question et
I'exercice tout entier.

Dans le cas ou I'échec persiste, dépassez cette défaillance en y
retournant de temps a autre. Signalons qu’'on pourra utiliser le
résultat de la question qui a foirée dans d’'autres questions qui
viendraient au fur et @ mesure de I'exercice.



N'ayez pas peur a propos de quelgques questions auxguelles vous
n'avez pas pu repondre rigoureusement, il se peut que la notation
adoptée sur quelques-unes soit de 0,25 ou 0,50. Ca ne mérite pas
de gaspiller du temps précieux la-dessus. Ce type de questions
ambigUes et rhétoriques sont rares dans un examen dans la
session ordinaire. Les questions que vous verriez sonft littéralement
typiques et classiques et admettent une ou deux méthodes de
résolution au plus.

Parfois on se rend compte que la réponse retrouvée est
insuffisante et ca manque de rigueur et de pertinence. Ne jamais
abandonner une tentative de résolution, qui n'a pas abouti, aussi
male soit elle. Il se peut que le correcteur prenne ton tfravail en
considération.

Pour le management du temps, je vous propose cet emploi du
temps pour bien gérer les quatre heures et pour éviter le
gaspillage autour des questions ambigUes de type 0,25.

e Structures Algébriques : 40 minutes
e Nombres complexes . 50 minutes
e Analyse réelle . 2heures

e Arithmétiques (proba) . 30 minutes

Il'y aurait toujours des gens fainéants et losers, leur job est de
pousser et provoquer les aufres d devenir comme eux. Quand ils
perdent, ils se meftent & rdler et a se plaindre confre tout le
monde. lls se réjouissent en faisant toujours la victime. Pour lui, le
pauvre, il est toujours innocent et opprimé. C'est les autres autour
de lui qui sont coupables et qui ont eu tord. C'est ce que j'appelle
le syndrome de I'échec de la victime innocente. Méfiez-vous |

Sachez que le but derriere le regime de I'école publique était, et
resterait toujours, I'acquisition d’'une formation solide pour vous
faciliter une intégratfion flexible et rapide dans le fissu
economique. Bref, acquérir un job. Autrement-dit on vous dit que
I’enseignement publique ou privé est la clé a l'intéegration



economique quelle que soit I'amour que I'on fournit & ce qu’'on
fait. Mais dire que I'école publique contribuerait a la promotion
de I'éthique, des moceurs et de la moralité publique ; alors 1O |
don't think so! Ce que j'apercois est carrément le confraire,
parce que la majorité des tumeurs d'aftitude et de
comportement affectent ceux qui auraient recu une formation
au sein d'une école publique. Ca devient clair et remarquable
dans les populations du tiers monde. N'espérez jamais une
amélioration dans I'éthique et sur les moeurs des individus en
franchissant une école publique, aussi prestigieuse soit elle, dans
les pays en voie de développement.

Quand on performante un exploit ou lorsqu’on auradit un succes,
on ne s'attend jamais a ce que les autres soient fiers. Ca marche
aussi quand on est dans une compétition face a d’autres
concurrents de la méme classe et de la méme filiere. Et c’'est tout
a fait normal puisqu'on est des humains et la jalousie est un
sentiment inné. Donc ce ne serait pas la peine d'attendre des
applaudissements de la part de quelgu’'un. Comme celles qu'on
manifeste a I'égard de NADAL ou FEDERER.

Je peux méme dller tres loin en disant que tu pourrais en avoir de
I'ironie et de I'harcelement verbal comme simple feed-back.
Prends soin de tes projets personnels et ne surtout pas espérer de
la reconnaissance. Un exemple vivant m'a vraiment marqué
quant tout le monde se moquait d’'un jeune garcon prodigieux et
talentueux, originaire de TIZNIT et qui s'appelle Ider MOTII; en
disand gu'll se plante en parlant le dialecte marocain! C'est
ridicule parce que tout le monde omettait ses compétences en
programmation et son talent linguistique en parlant couramment
I’anglais, et on lui avait reproché d'avoir parlé mal une langue qui
n'était jamais la sienne. C'est ridicule et insensé, d'ailleurs cette
langue, méme soutenue, dans le monde technique, est une
arnaque technologique. La seule interprétation de I'harcelement
provoqué par ces groupes de losers est une jalousie et
méechancete.



Ider, tu n'aurais pas dU parler une longue, qui n'était jamais la
tienne, et faire de I'effort pour satisfaire le besoin d'un roturier.
T'aurais dU s'exprimer en langue AMAZIGH, et pour lao
compréhension je recommande des casques de traduction. ©

J'estime profondément que vous devriez, peut éfre, se mofiver
d’autant plus pour le travail individuel, personnel et autodidacte
chez-vous 4 la maison. Ef ce n'est pas de m'arréter de dire que
I'activité mathématique serait d'effectuer des taches de calcul
comme on I'entend souvent dans les controverses et les préjugees
a I'égard des matheux, en disant ainsi que nous ne serions que
des calculettes programmables. Non ! il suffit de penser a I'athlete
qui, comme vous le saviez, effectue dans son entrainement des
mouvements mécaniques, robotiques, parfois ennuyeux et parfois
honteux et ridicules. Il les fait, non pas pour idéaliser ces
mouvements et d'en faire |'objectif, ou parce qu'il en aurait
besoin pour son concert d'acrobatie, non ! Mais parce que ces
mouvements vont |'aider & avoir un physique flexible et
compatible avec d'aufre contextes et valables & d'autres
environnement Id ou on en aura besoin.

Ainsi, le mathématicien, si I'on peut établir une modélisation, serait
un athlete qui s'enfraine avec des exercices et des problemes
pour faire bouger les muscles de la raison, de la logique, de la
contradiction, de I'absurde, de I'implication, de I'induction, de la
déduction, de la manipulation de lois et de faire communiquer et
partager son raisonnement rigoureusement avec autrui.

Les éleves des années précédentes ont cordialement contribué &
la détection de quelques fautes, que j'ai reconnu étre graves
quant-méme. Ces étudiants, que je remercie infiniment, ont
travaillé beaucoup dans mes livres. Et ce fut vraiment un grand
plaisir pour moi d'avoir enseigné implicitement beaucoup
d'étudiants partout dans le Maroc et [|'Algérie, que je n’'auraqis
méme pas lI'occasion de les voir tous ensemble assis dans une
méme salle.



s aqient détecté ces quelques fautes que j'ai commises
inconsciemment et aient pu me contacter pour m'informer
volontairement.

La partie majeure des étudiants qui ont pu me contacter via
WhatsApp m'ont communiqué leurs appréeciatfions et leurs points de
vue a propos de cette expérience de soutien a travers des examens
corrigés des années précedentes que j'ai proposés. Et la majorité
d’'entre eux auraient pu exprimer leur satisfaction et leur joie en
décrivant ma méthode de résolution qui étfait claire et bien
détaillée, parfois simple mais élégante et profonde. Ce serait
toujours un plaisir pour moi de lire vos commentaires qui me
donneraient encore et toujours le courage et de I'adrénaline pour
confinuer d mener 4 bien cette honorable cause.

Parmi les remarques que j'‘avais recues le plus souvent sur
WhatsApp je cite la nature du contenu des questions qui étaient,
comme prévu pour 2019, classiques et typiques. Et pourtant je
considere cefte composition (2019N) comme I'une des meilleures
que j'ai vu jusqu'a maintenant. Je crois que c'est génial d'avoir
des questions classiues puisque ce serait en votre faveur.
D'ailleurs, ce qui est important ce n’est pas les mathématiques
comme matiere, mais plutdt d’avoir sélectionné, via les maths, des
éetudiants qui travaillent et pensent logiqguement pour les préparer
pour les métiers du monde réel: ingénierie, médecine,
architecture, économie, finances, réseaux, systemes informatiques
industrie, bdtiments et traveaux publiques. Je ne sais pas pour
VOUS, mais vous vous rendez compte qu'il n'existeraient jamais des
ingénieurs assis dans leurs bureaux et entrain de résoudre des
équations ®. Méme, si vous obtiendriez des doctorats en
électronique, rassurez-vous vous ne seriez jamais capable de
fabriguer une monftre. Et si vous arriviez & en manufacturer une,
vous devriez sGrement la vendre au kilo puisqu'il existent déja des
compagnies multinationales qui manufacturent des monftres
dépuis bien longtemps, 100 et 150 ans déja ®. Bon courage.

©Professeur Badr Eddine El FATIHI.



Preface 2021

Quand on examine le profil d'un bon étfudiant de spécialité
SM, on se rend compte que I'image répandue dans
I'imaginaire reconnu collectif est trop exigeante ; ils essaient
de nous faire croire que la filiere SM exige des capacités tres
particulieres et incarne les compétences les plus distinguées,
alors que c'est juste un programme chargé par des
techniques & maitriser , des algorithmes a metftre en marche
et des procédures a compiler. Je ne vois pas ou exactement
I'infelligence pourrait manifester dans un programme a la
tache comme l'indique clairement la forme des examens de
certification ou méme des concours d'admission. La
notification finale des éleves jouera par la suite le réle de la
ligne déterminante pour juger au finale est ce que cet éléve
est apte ou pas 4 intégrer une école prestigieuse.

Ce qu'il faudrait retenir ici c’'est que |'apprentissage par
coeur des procédures classiques de résolution serait utile pour
accomplir I'objectif attendu qui est une bonne note que ce
soit & I'examen national ou aux concours. D'abord I'étudiant
SM est le seul qui est capable d'obtenir une bonne note
sans avoir assisté a aucune séance en classe, parce que une
part importante des apprentissages sont acquises hors classe.

Les éleves inscrits au programme de la fiiere SM ont un
objectif commun c’est la réussite avec une bonne note qui
leurs permettra d’intégrer les classes préparatoires, et par la
suite suivre la phase finale des études au sein d'une école
d'ingénierie ou de médecine de grande renommée au
Maroc ou ailleurs. la filiere SM est I'occasion de filtrer ses
bons éleves qui fravaillent avec intelligence et avec économie
d'énergie. lls savent fres bien que les apprentissages qui ont
été acquises tout au long de leurs parcours se manifestent



Dans les notes et dans les dipldmes. lIs savent tres bien que
les carrieres dépendront de ces dipldbmes. Parfois on leurs
demande d'accomplir des taches dans des professions
totalement différentes de ce qu’'on leurs a appris en classe.
s savent trés bien qu'il est indispensable de maitriser une
méthode ou d'appliguer bétement un théoreme puisque
prochainement |'ordinateur le fera 4 leurs places, et ce ne
serait  absolument pas ufile de courir derriere  des
démonstrations difficiles et des exercices d'Olympiades sauf
pour la passion et pour le plaisir.

Les mathématiques appliqués représentent une part médiocre
de ce gu'on a vu au lycée , en supérieur et en spécial.
Parce que tout simplement la majeure partie des carrieres se
basent sur |'ordinateur comme outil de production. Et
I'intelligence artificiel assassine de plus en plus de professions.
Quand on quadlifie un examen de typique cela ne signifie pas
que la filiere vit une phase de décadence. Au contraire
c'est génial puisque c'est juste un outil pour sélectionner des
éleves capables de pratiquer des professions techniques et
sophistiquées. On n'a guerre besoin d'une promotion toute
capable de créer de nouvelles méthodes de calcul de
limites ou d'intégrales. Juste les plus rares passionnés le feront.
En confre partie, On aurait besoin  d'une promotion
d'ingénieurs qui développeraient des moteurs électromotrices
et des constructions industrielles , militaires et civiles.

Les éleves du Maroc, aprées avoir achevé leurs parcours de
formation, deviennent des cadres de haut niveau et la
majorité d’enfre eux développent de grandes compétences
au niveau professionnel partout dans le monde. Mais pourquoi
le Maroc ne développe pas une industrie automobile
indépendante 2 Est — ce 4 cause d'un mangque de
compétence ¢ la réponse est défavorable®. La compétence
est 10 , Mais la politique n'est plus au rendez-vous. ®
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[I Loi de composition interne

!'! L’élément neutre - Avertissement

x est une loi S est stable dans (E,*) ¢ U6lé ¢
e © V(ab)eE®; axbeE e est I élément neutre » | e es de cmen
interne dans E dans (E,*) neutre dans (S,%)

Avec E est un ensemble défini implicitement ou explicitement.
g! La Symétrie :
E La Stabilité
a = sym(a) - e e
S est une partie dans (E %) axa =a xa=e

2 .
Stable dans (E ) S Vxyest; xxyesS

Avec * est une loi de composition internedansEet S C F

E La stabilité conserve

La stabilité conserve I Associativité
La stabilité conserve la Commutativité
La stabilité conserve la Distributivité

QM

x est LCI dans E

SCE £23 S est stable dans (E,*)

5 L’associativité :

v (x,y,2) € E3

* est uneloi|
(x*xy)xz=xx(y=*2)

associative

Avec * est une loi de composition interne dans E .

La commutativiteé :

v (x,y,) € E?

* est uneloi|
X*y=y*X

commutative

E L’élément neutre :

e est l'élément
neutre dans (E,*)

(3'e€E),(VxeE)
exx=x*e=x

=1 |

Des Fiches mnémotechniques - Structures Algébriques - Résumé du cours - proposées par Badr Eddine El Fatihi — Ouarzazate 2020 -

Avec * est une LCl dans E.
e est I'élément neutre dans (E,*).
L’élément a’ est unique dans E.

!!" Le symétrique d’un composé :

sym(a * b) = sym(b) * sym(a)

(axb) =b +a

| oubien :
oubien :

Avec * est une loi de composition interne associative dans E.
e est I'élément neutre dans (E,*).
a et b sont deux éléments de E.

!!l L’élément réqulier d’'une LCI :

a est un élément |a*x:a*y =

xX=y
régulier dans (E,*) xxa=y*xa = X=Y

Quelques soient x et y dans E.
Pour toute LClI * dans E.

!g L’Homomorphisme :

vV (x,y) e E?:
fxxy)=f)Tf(y)

f est un homomorphisme
de (Ex*) vers (F,T)

!E! L’lsomorphisme :

f homomorphisme

f est un isomorphisme |
f est une bijection

de (Ex) vers (FT)

page 016




@ L’Homomorphisme conserve la stabilité : glj Le sous-groupe d’un groupe :

(H,x) est un
sous — groupe

f: (Ex) — (FD) | f(E) est une partie
du groupe (G,*)

| HCG; H+0
f est homomorphisme stable dans (F,T)

V(x,y)eH? ; x xsym(y) eH

!E L’Homomorphisme conserve _
I’associativiteé : g' L’Homomorphisme conserve

la structure de groupe :
f: (Ex) — (F)

f est un homomorphisme _, | est associative f: (Gx) — (F)
. dans (f(E),T)
* est associative dans (E,*)

f(G;=)=(G);1)

f est un homomorphisme =
est un groupe

(G,*) est un groupe

* associative dans G = T associative dans f(G)
!!i L’Homomorphisme conserve e=EN(Gx) = f(e) = EN(F(G)T)
la commutativite : x =sym(x) dans G = f(x") = sym(f(x)) dans f(G)

f 3 (E,*) = (F’T) i
_ T commutative
i 6 A TIOHIOTE | = | po o ean )

*x est commutative dans (E,*) z La structure d’Anneau :

(4,%) est un groupe abélien
T est associative dans A
T est distributive prp a * dans A

(A ,%,T) est
un Anneau

!E L’Homomorphisme et I’élément neutre :

f: (Ex) — (FT prp = par rapport

f est un homomorphisme = gc(l(;)sez]t’ (IE;?IT\;

e est 'EN dans (E,x) (A ,*,1) est
un Anneau - (TA J* éT) est un gnne;u p
Avec : L’EN =I'élément neutre. commutatif est commuative dans

L’Homomorphisme et la symétrie : g! Diviseurs de Zéro dans un anneau

f : (E!*) = (F!T) N . .
f est un homomorphisme| = f@&) = sym(f(x) a ?St un diviseur JN (3bed),(b+e)
x = sym(x) dans (Ex) dans (f(E),T) de Zéro dans (4 ,x,T) aTb=bTa=e

Avec (A ,*,T) estunanneau.
e estl’élément neutre de laloi * .
eta#e.

@ La structure de groupe :

* est associative dans G Q = b g .
(G%) est | * admet un EN e dans G Anneau integre :
AU A (Vae(6%))(3! sym(a) =a €(G))

V (a,b) € A% :

aTb=e = |

oubien a=-e

(A ,%7) est un |
oubien b=e¢

Anneau intégre

(G,x) est un groupe

* est commutative dans G
g La structure de corps :

(G,*) est un |
groupe abélien

Groupe abélien = Groupe commutatif

(K ,*,1) est (K ,*,T) est un anneau unitaire
un corps | (VxeK™), (El!x' = symT(x))
(G,*) est un groupe| N |a est un élément
ackE régulier dans (E,*) Le mot unitaire veut dire que T admet un élément neutre

(appelé souvent I'unité) dans K.
Avec e estI’élément neutre de * dans K. et K* = k\{e}
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Eg La dimension d’un esp vectoriel :

@ Caractérisation des corps :

(K +,T) est (K*’*) est i groupe abellen Le nombre d éléments d une base d un esp vect E
un corps | < (K*.1) e,St u.n groupe . s'appele la dimension de E. notée dimE = n e N*.
T est distributive prp a * dans K

Abélien signifie commutatif.
e est I'élément neutre de * dans K.

K* = K\{e}.

Espace vectoriel de dim fini E=R?:

La famille (x,y) = (%,y¥) est une base de E

Espace vectoriel réel : est libre

(E,x) est un groupe abélien
(axB)-x=a-x* B-x

(E ,x,") estun PR B _ ~
espace vectoriel (@p)-x=a-(B-x) La famille (%,5) o det3) # 0
a-(xxy)=a-xxa-y est libre
1-x=x

Avec a et f sont deux éléments de R.
et x et y sont deux éléments de E.

g‘! Famille génératrice :
el Eoy) G = (Z :ZE)X(E ;;'.I:,ER) E;! Calcul du Déterminant 4'une Matrice:

génératrice de E

La famille (X,y) - |@

est libre

Ig'fl

det(M) = |Z Z| =ab-cd

g’ Dépendance & indépendance :

a i g
. g 3 (a,B) €R* : ' | | | |
= b
La famille (x,y) est liée S |a-x+B-y —0 det(N) ]i ; i- 7o foc +k b
= (abc + efg + ijk) — (gbk + ajf + iec)
2,
La famille (x,y) AR Et a=0
est libre ax+fy=0= {Etﬁ=0 .le j a g a
=-ily d+ple sl
k ¢ k c e
. . _ e la i a i
KN caractérisation des SEV : ‘9|k f_’|k f|+“ ol
F est un sev - (VaeR),(Vx,yeF) : | e ]| tg | d|
de (E,+,) (ax+y)€eF f c f
sev = sous-espace vectoriel. =—e |i g| +b |a _]| |
avec (E, +,) est un R-espace vectoriel. foec k ¢ kf
et FCE.
_ g
k|b ]| f| ]'| +elg e b|
E!l Base d’un espace vectoriel :
La famille (x,y) est (VmeE), (3 a,BeR) : ot
Y o o=l Régle des signes : |- + -—
une base de E m = ax + By + - 3+

Avec E est un espace vectoriel.

Des Fiches mnémotechniques - Structures Algébriques - Résumé du cours - proposées par Badr Eddine El Fatihi - Ouarzazate 2020

- page 018




mParties réelle et imaginaire :

Z=z & zeR & Im(z)=0

Z=-7z & z€eiR & Re(z)=0

g Re(z) = Re(z)
Tm(z) = Im(z)

Re(z + Az") = Re(z) + A Re(2')

Tm(z + Az") = Tm(z) + ATm(z)

Avec A est un réel.

E!i affixe d’un vecteur dans le plan :

aff(4B) = aff(B) — aff(A)
af f(i + AV) = aff(@) + A af (V)

Ga s’écrit aussi sous : zzp = Zp — Z4.
Et encore: zy,ip = zz + 4 zZ3.
Avec A est un nombre réel.

Colinéarité de trois points :

Z.—Z
A B efC,s_ont - ( c A)ER
colinéaires

E!'! Affixe d’un Barycentre :

G = Bary{ (A;; a;) } = aff(G) =

i

Yia;aff(A;)

Eg Conjugué d’un_nombre complexe :

z=Re(z) +iTm(z) S Z=Re(z) —iTm(z)

@ Relations de conjugaison :

ZXZ= (Re(z))2 + (%m(z))2 € R*

z+z=2Re(z)

mDistribuer la conjugaison :

P@=0 < P@=0

Avec P est un polynome a coefficients réels.

;g Module d’'un hombre complexe :

|z| =VzxZz= J(Re(z))z + (%m(z))2

AB = ||ﬁ|| = |ZB _ZAl

|TMm(2)| < |z| et |Re(2)| <|z|

|z x z'| = |z| x |Z|
2 i ;2 #0
z'l |2’

|z +2'| < |z| + |Z/|

;g! Argument d’'un nombre complexe :

arg(—z) =w+ arg(z) [2n]
arg(z) = —arg(z) [2x]

arg(z)=0[n] & zeR

arg(z) Eg [fk] & ze€iR

arg (;) = —arg(z) [2m]

arg (;) =arg(z) —arg(z) [2nm]

arg(z") =n- arg(z) [2n] ; neN

_|A%B
>[2n]‘ C+D

— — ZD ZC

AB,CD) =

(5.69) = ara (22

- Z =2 o 7

(U, v) = arg (—) [2m] ; |g i 2
z v+0

N
v
u
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@ Forme trigonométrique - exponentielle :

@ Racines niemes d’un nombre complexe :

z = |z| - (cos(0) + i sin(0)) = |z| - '
_eif — pi(0+m)

(1' eie)n = riteind

Avec: arg(z) = 0[2r] et zeC*

lz| = |Z'|
arg(z) = arg(z') [2m]

@ Colinéarité de deux vecteurs :

— — Z=
Uu et v sont (v)elR

colinéaires Zg

Avec ##0 et B#0.

;!i Parallélisme :

(AB) Il (CD)

Zp —Zc
= (—) eR
Zp — Zy

Avec A#B et C #D.

Perpendicularité :

(AB) 1 (CD) & (

Avec A#B et C # D.

@ Points cocycliques :

(Zc - ZA) (ZB - ZD) { oubien A,B,C,D colinéaires
X eR & i B
Zp — Z, zZc— zp oubien A,B,C,D cocycliques

Avec A,B,C et D sont différents 2a2.

;g Formules d’Euler :

eix + e—ix

CoS\ X)) =——
@) =—7

eix _ e—ix

sin(x) = ———
21

; iy _ X—Yy i(E
e”‘+e’y—2cos( 2 ) e(z)

e — e = 2isin (XT) . el(5)

Des Fiches mnémotechniques - Nombres complexes - Résumé du cours -

. .(0+2km
Z"=a=|ale? o ze{",/|a|-e‘( n ); keN }

0<k<n-1

On dit que z est une racine nieme du nombre complexe a.

é' Zéros d’un polynéme :

z, et z, sont les zéros
du polynéme az’> +bz+c=0

| |
S

Zl+ZZ

Z1 X Zy

QN Q

Avec a,b,c sont des nombres complexes.

@ Translation :

T;(M)=M PN

Zy = ZM+Z'I7

é! Homothétie :

HopwM =M o

(zm — 2z9) = k(zy — 2q)

E¥l Rotation :

Ro(M) =M PR

(zw —z9) = eie(ZM —Zg)

@ La transformation ¢@(z)=az+b :

a=1

aeR\{0;1} = (pEH(Q(L)'a)

1-a/’

a=e" =

a=re® = @=R-H=HoR ;
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gi PGCD & PPCM

!i!Théoréme de Gauss :

|d divise a| ; |d divise b|

d=anrb] <

d divise a
: = -_<
d divise b| LEd

la divise m| ; |b divise m|

m=avb| <

a divise m'
b divise m'

‘ = m =m

(ac) A (bc) = |c| - (aAb)

(ac) v (bc) = |c| - (aV b)

a divise bc

= a divise b
anc=1

Avec a, b et c sont des éléments de Z*.

_!ﬂ Le produit diviseur :

a divise ¢
b divise c
anb=1

= ab divise c

fi! Nombres premiers entre eux :

(anb)-(aVvb) = |ab| _
‘;//\\IZ ~ i = aAbc=1
(aAb)™ =a™ ADb"
Avec a, b et c sont des éléments de Z.
et n estun élément de N*.
aANb=1 = a"Ab" =1
@ Réduction de anb=d :

2 . |et a=ad
T@B e i |o b _ ga

avec aANff=1

d=aAb =

Avec a et b sont deux éléments de Z*.

5'! Algorithme d’Euclide :

al|b
cld =

Avec a, b, cetd sont des élémentsde Z. Et b # 0.

[ PpGecD & PPCM

d=aAb = I(wv)eZ?; d=au+ bv

Avec a et b appartiennenta Z.

(X Théoreme de Bezout :

aAb=1 ¢ 3IWv)eZ? ; au+bv=1

Avec a et b appartiennent a Z*.

Avec a, b et c sont dans Z*. Et m et n sont dans N*.

L’équation ax +by=c :

ax + by =c est
solvable dans 7?

= (a A Db) divise ¢

Avec a, b et c sont dans Z*.

Division Euclidienne :

aceZ 2 . fa=qgb+rT
bez = 3mwert; {717
La relation modulo (=) :

a=b[n] = n divise (a — b)

Avec a, b deux entiers relatifs .
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modulo est une relation d’équivalence :

La relation modulo dans Z/nZ :

(aza[n] ; Vael

a=b[n] < b=aln]

l:[n] = a=c|n]

[n]

b

Avec a, b deux relatifs et n un entier naturel non nul.

Division Euclidienne vs modulo :

a et b ont le méme
reste quand on divise
a et b sur le nbr n

a=b[n] =

Avec a, b et n sont des entiers naturels non- nuls.

@ La relation modulo est compatible
avec P'addition et la multiplication

a=b[n] = a=>b

n,a,b e N*.

g! Certificat de primalité :

Avec :

Tous les nombres
n est un premiers dont le carré

nombre S t inférieur a n

premier S 0
ne divisentpas n
Avec : n € N*.
Nombres premiers entre eux dans P :
(», q) € P?
= ANg=1
p%q pPAq

Zis[[ﬂ = ac = bd [n]
a=b(n] = a® = b* [n]
‘Clig[[ﬂ = (a+c)=(b+d)[n]
a=b[n] = ka = kb [n]

Avec a, b, detd sontdans Z.
Et neN*; keN.

Réduire une égalité modulo n :

ac = bc [n] =

0= ]

Avec a,betc sontdans Z*. Et ne N* .

gl Réduire une égalité modulo :

[ | Z/nZ={6;I;f;---;m}
m 7T={x€Z ; x=r[n]}
Avec : neN*; reN; 0<r<n-1.
B Xx+ty=x+y
B XXy=xXYy
m n=0
B —XxXx=0—-x=n—%x
Avec : x,y € Z.

Des Fiches mnémotechniques - Arithmétiq

dans Z - Résumé du cours -

Le premier qui divise un produit :

p est premier |oubien p divise a
p divise ab oubien p divise b

Avec a et b sont deux entiers relatifs non nuls.

gi Théoréme de Fermat (Forme Générale) :

p est premier |

P =
ael = a’ = ap]

@ Théoréme de Fermat (Forme Réduite) 2

p est premier |

r—1 =
aAp=1 = @~ =1 [p]

gl! Décomposition en produit de facteurs

remiers :

s (pll rpk) € Pk

aeN = 3! (ayq, -, ) € N¥
a:plal X ees xpk“k

2 3 5 7 11 13

17 19 23 29 31 37

41 43 47 53 59 61

67 71 73 79 83 89

97 101 103 107 109 113
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PGCD & PPCM :

EE diviser le diviseur :

vi = inf(a;; By)
Avec o; = sup(a;; B;)
1<i<k

u (plal X eee X pkak) A (plﬁl X eee X pkﬂk) = (pIYI X oo X kak)

B (P X X Pp) V (p1ﬁ1 X oo X pkﬂk) = (P11 X - X Pg%k)

d divise a

d divise b = d divise (a A Db)

Avec a et b sont deux entiers relatifs.

!'!i Le produit exponentiel :

!'!" Nombres de diviseurs d’un entier:

l entier naturel a = p;* x - X p,*» admet exactement

1+a)A+ay)-(1+a, diviseurs positifs
dont on trouve les nombres 1 et a

a=a"
b=p"

ab = c"

2 .
aAb=1 = 3 (a,B) eN* ;

!!' L’équation ax =b [n] dans Z :

Avec a, b et n sont des entiers naturels. n # 0

_!'E La partie entiéere E(x)

ax = b [n] est
solvable dans Z

= (a An) divise b

Avec a,b e N et ne N*
et Sz{xo +(L)k ; keZ} .
aAn
X, est une solution particuliére de I'équation

!'g Généralisation du Théo de Gauss :

aANbc=d
= AcC=
aANb=1 BAESE
Avec: a,b,c € Z".
aNb=d _
¢ divise b = wiE=d

!E! Produit d’entiers consécutifs :

Le produit de k nombres entiers naturels
consécutifs est toujours divisible par
les nombres 1,2,3,4,5,6,7,-- - k.

B Ex)=n & n<x<n+1l ; VxeR
B E(x) <x<EX)+1 ; VxeR

VnezZ _
[ | vreR E(x+n)=E(x)+n

0 si xe€Z

. E(")+E(_x)={—1 si xg7Z

B Ex)+EQy)<Ex+y)<EX)+E()+1

B 0<E(nx)—nmE(x)<n—-1 ; VneN’

B nE(x) <nx<nEXx)+n ; VneN*
E(nx)
m E ~ =E(x) ; VxeR ; VneZ
E(nx)
m E(x) < n <x ; VxeR ; VneZ
n—1
(km) (m-1)(n-1) vm,neN*
n Fjp
n 2 mAn=1
k=1
n-1
km m-1(n-1)+maAn-1
[ | E(—)=
n 2
k=1 ; vm,neN*

Avec: a,beN et neN".

!!! La division au carreé :

a? divise b? = a divise b

~ Et a=b[m]
a = b [mn] = {EtaEb[n]
Et a = b [m]

Et a=b[n] = a = b [mn]

Et mAn=1

Avec a et b sont deux entiers relatifs.

Des Fiches mnémotechniques - Arithmétiq dans Z - Résumé du cours -

proposées par Badr Eddine El Fatihi — Ouarzazate 2020 - page 023




!'Q Hypothése d’équiprobabilité :

L'hypothése
d'équiprobabilité
est vérifiée

& V(A<is<sn) ; plw; = cte

Avec Q = {wq, -, w,} est I'univers de toutes les
éventualités possibles. Les expressions qui montrent
que I'hypothése d’équiprobabilité est vérifiée sont
souvent : dé non truqué, boules similaires, identiques,
boules indiscernables au toucher.

@ Probabilité d’un événement :

B card(A) _ nombre d issues vérifiant A
" card(Q) mnombre total de possibilités

p(4)

Avec : A est un événement dans une expérience
aléatoire et ) est I'univers de toutes les éventualités
possible. Et I'hypothése d’équiprobabilité est vérifiée.

Q Dénombrer le card(Q) :

Tirage au hasard spontané
de k boules parmi n autres
toutes identiques

= card(Q) = Cck

Tirage au hasard successif
sans remise de k boules parmi
n autres toutes identiques

= card(Q) = Ak

Tirage au hasard successif
avec remise de k boules parmi
n autres toutes identiques

= card(Q) = n*

Le nombre total
de combinaisons possibles
de n éléments.

= card(Q) =n!

gg Répétition d’un événement :

Quand on répete indépendamment une
expérience aléatoire n fois, Alors
la probabilité de vérification d'un
événement k fois est donnée par la formule:
— Ck k —k
Pk =Crxp*x(1-p)*

Avec: p = p(A) avant de répéter I'expérience n fois.

Des Fiches mnémotechniques - Calcul de Probabilités - Résumé du

_QE! Probabilités composées :

pa(C

©

B p(ANC) =p(A) xpu(0)
m p(ANnD)=p(A) X ps(D)
m p(BnC) =p(B)xpp(0)

m p(BnD)=p(B)xps(D)

B p(C)=pAnC)+p(BnNnC)

m p(D)=p(AnD)+p(BnD)

. P =L xpi(©
L pD(A)=%><pA(D)
OB NG
" 5B =2 xps)

E;! Triangle de Pascal - Bindme Newton

n
(a+b)"=ZC£‘l-a"-b""‘
I=0

cours -

(1)

(1 ])(1)
ERIERER
EBIERERIED
L1 )la])le]J(a (1]

1 )5 )(10])(10]( 5 ](1]
L1 J(e]J(15])(20](15]( e ][ 1]

L1 )7 J(21)(85])(35])(21] (7] (1]
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g& Variable aléatoire :

X: O — R

Toute application w; — X(®) = x;

est appelée variable aléatoire

Avec () est l'univers de toutes les éventualités possibles
dans une expérience aléatoire X(Q) = {xq,---,x,}.

g!i Loi de probabilité :

Py : X(@) — [0,1]

L application
P Xi — Px(x) = p[X = x,]

s appelle la loi de probabilité de la variable X.

EE Espérance Mathématique :

l espérance mathématique de la variable aléatoire X
est le nombre E(X) défini ainsi

X représente La valeur moyenne de X.

X: 00— R

soit la variable aléatoire _
w; — X(w) =x;

px : X(Q) — [01]

et la loi de proba
P x; — px(x) = plX = x]

E!'! Variance & Covariance:

La variance de la variable aléatoire X
est le nombre positif V(X) défini ainsi :

i=n

VOO = ) pi- (i~ 0? = EX?) - (EX)”
i=1

La covariance de lavariable aléatoire X est :

oX) =V(X)

V(X) mesure le rapprochement ou I'éloighement des
valeurs de X autour de lavaleur moyenne X.

Eg Fonction de répartition :

F: R — [01]

L application 7 1 T 21

s appelle la fonction de répartition de la var X.

Avec X est une variable aléatoire définie sur un espace
probabilisé (Q, Py).
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!!'!'1 Intersection et Réunion d’événements

m AUA=Q e ANA=0
m Au(BnC)=AuUuB)Nn(AuUuC)
m An(BUuC)=AnNnB)UANC)

m Au(BUC)=(AuB)UC=AUBUC

m An(BnC)=ANnB)NnC=AnBnC

m AUB=4ANnB e ANB=AUB

m A=ANnB)U(ANnB)

!!'!l Sommes classiques

k=n
nn+1)
[ | k=— ; neN*
2
k=0
nn+1)2n+1
m K? = ( X ) ; meN*
6
k=0
k=n 2
nn+1
n Zk3=(¥> ; neN
2
k=0
k=n
, nn+1)(2n+1)3n*+3n-1)
u Zk = ; neN*
30
k=0
=m0 2 2002
s n"(n+1)°2n"+2n-1) i
[ ] k> = ; meN
12
k=0
!!'g Quelques lois discréetes
e ~
Loi uniforme Py : {1,2,-,n} — ]0,1]
Um) k — pX=k)=—
\ n y,
e ~
Loi de Py : {0,1} — ]0,1]
Bernoulli B(p k — p(X — k) — pk x (1 _ p)l_"
\ y,
N
- - - PX : {Oﬂlizi”'!n} — ]0;1]
Loi Binomial .k .
B(n,p) k — pX=k)=Cp*(1—-p)"
y,
~
Py : N — ]o,1]
Loi de Poisso| 1 k
PQA) ,A>0 k — pX=k)=e*—
k! .
N
Loi Py : {0,1,2,-,n} — JoO,1] ,
Hypergéomeéfrique k — p(X =k)= Np CN—Np
Hn, N,p) Cy .
N
Py: N — ]0,1]
Loi Geogragtrl ue k —s p(X _ k) _ p(l _ p)k—l
y,
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Analyse reelle

!!E! L’exponentielle & Le logarithme

fx) e*

-

In(x)

!!'E La fonction In(x)/x :

lim e* = 0% lim e* = 4+ lim e* = x,
xX——00 x—+00 X=X
x9€R
,}l%!r In(x) = — xumo In(x) = 4o J!g}}) In(x) = In(x,)

x0€R%

f(x)
In(x)
X
x
. In(x) . In(x) In(x) In(xy)
lim = —oo| |lim =07 i =
x-0t X x-t0 X XoX0 x X9
x0€R}

N’apprenez surtout pas ces limites par coeur.
La mémorisation de I'allure de la courbe suffit pour

en tirer les limites que vous voulez ©

!!IZ! La fonction exp(x)/x :

X
f(x) ¢
X
X
e e e* e*
lim —=0" lim — =+ im—=—
x->—0 X x>+ X xX=X0 x Xp
xp€R*
- ex - ex
lim — = 4o lim —=—o
x-0t X x>0~ X

N’apprenez surtout pas ces limites par coeur.

La mémorisation de I'allure de la courbe suffit pour

en tirer les limites que vous voulez ©
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N’apprenez surtout pas ces limites par coeur.
La mémorisation de I'allure de la courbe suffit pour
en tirer les limites que vous voulez ©

f(x) xe*

lim xe* = +

lim xe* = x,e*°
x—+00 X=X0

xg€R

lim xe* =0~

X——00

N’apprenez surtout pas ces limites par coeur.
La mémorisation de I'allure de la courbe suffit pour
en tirer les limites que vous voulez ©
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!!E La fonction tan(x) :

tan(x) f(x) tan(x) tan(x)
/ _Tn 0 g x

lim tan(x) = lim _tan(x) = +o

x—% x— _Z—H

lim tan(x) = lim tan(x) = —x
t —m\*

X7 (5

N’apprenez surtout pas ces limites par coeur.
La mémorisation de I'allure de la courbe suffit pour
en tirer les limites que vous voulez ©

!!'!'! La fonction x*n:

f(x) x"

Vx

X

lim x" = 4+ lim Vx = 4+
x—+o0 X—+o
neN neN

lim n% = +o lim n“*=0
n—-+oo n—+oo

a>0 a<0

N’apprenez surtout pas ces limites par coeur.
La mémorisation de 'allure de la courbe suffit pour
en tirer les limites que vous voulez ©
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!!'Q La fonction xiIn(x) :

f(x) x In(x)

,}L‘(’,%x In(x)=0 xl_l)lgo xIn(x) = 4o

}g;}) x In(x) = xo In(xy)

x0€R%

N’apprenez surtout pas ces limites par coeur.
La mémorisation de I'allure de la courbe suffit pour
en tirer les limites que vous voulez ©

!!!" La fonction arctan(x) :

y
T
2
arctan(x
—T
2
- n - _n
lim arctan(x) = =| | lim arctan(x) = —
X—+co 2 X—>—00 2
(vxeR) ; (arctanz) = —
xXe ; (arctanx R

N’apprenez surtout pas ces limites par cceur.
La mémorisation de I'allure de la courbe suffit pour
en tirer les limites que vous voulez ©
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Formes indéterminées

(00
— o0 — CO
(00

!!g Regle de PHépital :

!!!'! Quelques fonctions usuelles :

f)

/ ><\ cos(x)

La forme = 1m!D Ly L

x—c g(x) x—c g’(x) - x—cC g”(x) =

(o]
Les autres formes valables sont : ;[0 0] 5 [+o0 — o]

Les formes non-valables sont : ; ;
!!E! Existence d’une primitive :

f admet des

f continue sur I = s
primitives sur I

!!!! Axe de Symétrie :

(C) est symétrique
par rapport a S
QA): x=a

VxeDs : (2a—x) €Dy
f2a—x) =f(x)

!!E Centre de Symétrie :

(C) est symetrlqu? VxeD, : (2a—x) €D,
par rapport a| <

Q(a, b) fQR2a—x)=2b— f(x)

E!!: Fonction périodique :
(x+T)eDy

f est T —périodique < vxeDy : {(x—T) € Dy

fx+T)=f(x-T) = f(x)

!!E convexité d’une courbe :

X a B b
£ + 0 -
I3
2
(Cf) convexe ‘§ §
SN concave
=
Des Fiches mnémotechniques - Analyse réelle - Résumé du cours -

—3‘71.' s T s X
2 4 2 .
& sin(x)

f(x)

N

\ 0 .
fx)
1
/ e_xz
X
0
cosh(x) fx)
X

sinh(x)
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ﬂE Branches infinies :

lim f(x) = +o0 s
x—-a

(A):x=a est une
asymptote verticale
a la courbe (C)

(A):y=b est une
asymptote horizontale
a la courbe (C)

lim f(x)=b &
x—+oo

lim f(x) =t

x—too
(=1
X
lim M =400
x>t X

(C) admet une branche
parabolique suivant
[ axe (0Y)

lim f(x) = too (C) admet une branche

x—too

Fx) S parabolique suivant
lim —= =0 l'axe (0X)
x—>too X

lim f(x) =t

x—+oo

[i6) A :y=ax+b
lim —=a+#0 (=" est une asymptote
x—too X

a la courbe (C)

Jim f(x)—ax)=b

lim f(x) =+

x—too

10 (C) admet une branche
lim ——=a+0 S parabolique suivant
xotw X

Ladroite (A):y=ax

Jim (f (x) — ax) = oo

m Continuité en un point :

f est continue|

en x, A b e =i (o)

f est continue

IE] Continuité d’une somme de fcts :

f est continue en x,
g est continue en x,

(f + g) est continue

| ﬁ
en Xx,

!Q Continuité d’un produit de fcts :

f est continue en x,
g est continue en x,

(f x g) est continue

| :
en Xx,

!g! Continuité d’un quotient de fcts :

f est continue en x, f
By

g est continue en x, e

g(xo) #0

en Xx,

!g! Continuité d’une composition :

f: 1 — R est continue
en x, . avec xgy €l
f :J] — R est continue

en f(x,) . avec f(I) €]

= gof est continue en x,

f continue sur I
g continue sur J =

fin<j

geof est continue sur I

!@ TVI - version générale :

f continue sur [a, b]

yelf(a); f(b)]

= 3dxelab] ; fxX)=y

[f(a); f(B)] ou [f(b);f(a)] Selon la monotonie de la fonction f.

!gi TVI - version particuliére :

f continue sur [a,b]

fla) f(b) <0

| = 3xela,b] ; f(x)=0

1V¥{ limites trigonométriques

e e | lim FCo = Jim £6O = f(xo)
X>Xx0 x<x0 P

. sinx ; tan x

m lim = lim =1
x>0 X x-071 X
li (1 = cosx) 1

B im\(———| ==
x>0+ x2 2
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B

Dérivabilité en un point :

IE Monotonie ( Variations ) :

f est dérivable|

en xO pand )] X — xO

lim<M>=,6R

v (x,y)el?:
& | oubien [x>y = f(x) > F(»)]
oubien|x<y =>f(x)<f(}’)|

f:I — f(I) estune
fonction croissante
sur lintervalle I

[PY Tableau des dérivées :

m VxeR ; (constante) =0

B VxeR ; (ax+b)'=a

B VxeR ; (@) =rx!

B (VxeR),(Va>0) ; (a¥) =a*ln(a)
B VxeR ; (e")lzex

w1
B VxeR} ; (ln(x)) =

B VxeR ; (sin(x))’ = cos(x)

B VxeR ; (cos(x))l = —sin(x)

m VX Eotk . (tan(x)) = =1+ tan®(x)
x #otkm ; (tan@) = —ors = an?(x
. ,=—=— 2
m Vx #kn ; (cotan(x)) ST (1+cotg (x))
vxel-11[ ; (Aresin(x)) !
m vVxel-1;1[ ; (Arcsin(x)) =
V1 — x2
S
m Vxel-1;1[ ; (Arccos(x)) =
1 — x2
VxeR ; (Arctan(x)) = 1
m VxeR ; (Arctan(x) =10

Dérivabilité » » continuité

f est continue

f est dérivable |
en x,

en Xx,

IE] Dérivée d’'une composition :

f:1 — f(I) dérivsurl
g9:J] — g() dérivsur f(I)| =

geof est dérivable
sur lintervalle I

fn<j

@Gef) =@eNxf

V(x,y)el*:
- oubien|x>y =>f(x)<f(}’)|
oubien |x <y = f(x) > f(y)]

f:I — f(I) estune
fct décroissante
sur lintervalle I

f:I — f(I) estune

fonction |croissante

sur lintervalle I

& Vxyelr: f(x)=0

f:1— f(I) estune

fonction |décroissante

sur lintervalle I

& Vyel?: f(x)<0

!E;! Extrémums :

| f admet un extrémum en a S

!Eg Fonction bijective :

f continue sur I
f est strictement
monotone sur I

f:1—f

est bijective

f:1—f

est bijective

f et f1 ont les
mémes variations

(¢s) et (C;-1) sont
= symétriques par
rapport a (A):y=x

f: 1 —fD

est bijective

IEE Dérivée de la fonction inverse :

EE Opérateur de dérivation :

B @ +g@) =f @0 +g®

B ) g@®) =f @) g@) +g @ f)
(288 ) _f® -g(zc; (;)g;’z(x) f@)

s (Fg)) =g @ Fgx)

f est dérivable f~! est dérivable sur f(I)
sur [ intervalle I = v 1
f #0 surl U NG

!Eﬂ Théoreme de ROLLE :

f continue sur [a,b]
f dérivable sur la,b| =

f(a) = f(b)

dcela,b[; f(c)=0
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EEY: TAF - Eqalité :

f cont sur [a,b]

f(b) - f(a) ,
f déri sur ]a,b[l = 3celabl; <ﬂ> =f (0

EEQ TAF - Inégalité :

f cont sur [a,b]
f déri sur ]la,b[

m<f@<M

mS(M>SM
b—a

!;H Monotonie d’une suite humérique :

|(VneN) ; Upq > u,| © |[Wpnen est une suite 7|

|(VneN) ; Upyq < un| S |(un)n6N est une suite \|

!;!l Suite arithmétique :

u,>a =
1
u,<a =
[
u, <v, =

!;:!Suite majorée ou minorée :

|(un)n est arithmétique| S

Upy = Uy +T

|(un)n est arithmétique| S | u, =u, +(n-— p)r‘

(u,), est croissante
(u,)n est majorée
(up < M)

= (u,), converge vers leR

(u,)n est décroissante
(u,), est minorée
(up, Zm)

= (u,), converge vers le R

n-p+1
& up+---+un=(T)(up+un) ;m=p
!;g Suite géométrique :
|(u,)n est géométrique| <
|(un)n est géométrique| s u, =u, q"°
1— qn—p+1 n> p
4 up+---+un=ﬁup ; q#1

[PE Suites & ordre:

u, <v, = lim(v,) = +x
/ =
u, <v, = lim(u,) = —»
nco

(u,), est croissante |
(u,), non —majorée

lim(u,) = +o
noo

(u,)n est décroissante|
(u,), non — minorée

lim(u,) = —©
noo

!!5 la suite (a™),y :

\ a>1 = lim(a™) = +o0
noo
a=1 = |lim(a™) =1
noo
Vo< U, <w = lim(u,) =1 p
/n ;Z}l noo ( n) -1<ax<l1 - llm(a") =0
noo
i i a<-1 = |lim(a™) = n existe pas
noo
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!;!5 la suite (n%),,y :

aeN* =

lim(n%*) = +o0
noo

ael, =

lim(n%) =0
noo

g 'Y convergence P P» bornée:

lim(u,) =leR = IMeR"; VneN : |u,|<M
noo

EPY La suite récurrente Upir = f(uy,) =

Uni1 = f(uy) |
f conti sur I € R
f(DCSI ; ugel =
ligl(u,) =lel

EPL La suite récurrente v, =f(u,) :

vp = f(uy)

f conti en 1

= |limf(u) = f(limu,)

Avec lim(u,) =lel
noo

@ Suites adjacentes :

(u,) est 7; (v,) est \
lim(v,, —u,) =0
noo

(Up)n et (V)
sont adjacentes

(Un)n et (Vn)n
sont adjacentes

= lim(u,) =lim(v,) =leR
noo noo

y =ay : aeR*
y=ay = Z’=a
y

= f<l>dx=fadx
y
= Inly|+c¢; =ax +c,

— eln|y|+c1 = extc2

= ecl . |y| — ecz . eax

ec2
= y= (+ —) e

+ et

= ly=2-e™ ; 1€R|

Inversement : Si y= A-e* ; 1€R

y'= ay
Finalement : les solutions de I équation dif fé
y =ay sont toutes les fonctions qui s'écrivent

Sous la forme y:x — Ae?” ; A€eR

Alors

Résolution de requation différentielle :
y =ay+b a,beR*

g , b
y =ay+b < (y—0)=a(y+a>
Y =ay Y ( +b)
f—3 = o = —_
a ; y a
S Y=a'e™ ; aelR

b
& |y+t=)=a-e”* ; aeR
a

b
= yz(ae‘”‘—a> ; a€R

Résolution de réquation différentielle :
y +ay +by=0 a,beR

|y" +ay'+by=0| ; a,beR

lr2+ar+b=0| ; a,beR

— [reR [— |y:(ax+ﬁ)e”‘|; a,feR

ri€R — T1X rax| .
— r, €R — |y—ae1 + B e | afeR

— [mzmee

|y = (a cos(nx) + B sin(nx))emx| ; a,feR

!g! Evaluation d’une intégrale :

b
[ r@ac=ro = F®) - F@

Avec: f est continue sur I.
F est une primitive de f sur I.
a,bel.

La fonction intégrale

3! @ = primitive(f) sur I :
o(x) :f fdt ; vxel
a

p(@) =0
o) =f(x) ;

f continue sur I
et soit ael

Vxel

Des Fiches mnémotechniques - Analyse réelle - Résumé du cours -

proposées par Badr Eddine El Fatihi - Ouarzazate 2020 page 032




!Qi Calcul d’aires :

(€)Y

N\

A

b
( f F (0l dx) 121l 1171

(Cq)

L

(¢y)

!é’ Intégration et Ordre :

f(x) <gx)

a<bhb

= fbf(x) dx < fbg(x) dx

Avec: f continue sur [ et aetb appartiennent a I.

b
< f If (o)l dx

fbf(x) dx

Avec: f continue sur [ et a < b appartiennent a I.

!!:'! valeur médiane d’une fonction :

f continue sur I
abel ; a<bhb
Vxela,b]; m< f(x) <M

b
= m(b—a)Sff(x)deM(b—a)

b .-
Le nombre ﬁfa f(t)dt est la valeur médiane de
la fonction f sur [a,b].

!!il Théoreme de la médiane :

dcela,b] :

1 b
[ r@ax=f©

f continue sur [a,b]

| E
avec a<b

Solide de révolution autour de (ox) :

f continue sur [a,b]
avec a<b

| = V= 1tf:(f(x))2 dx

b
cA=<f |f(x)—g(x)|dx) 121l 171

1 ¥4 Intégration par parties :

b b
[re-smax=1r@ g@it- [ r@- g ax

Il faut faire attention a I’existence et la continuité
des fonctions f et g’ sur l'intervalle [a, b] .

@ Changement de variable :

b u1(b)
f f(x)dx = f flu@®)-u'@®) dt

T

v i@ Ty d

f continue sur |

il e biiectt
Avec : t — x=u(t) est une bijection

u est continue sur I.

u(l) cJ

Des Fiches mnémotechniques - Analyse réelle - Résumé du cours -

Avec S est le solide de révolution de f autour de (OX).
Et I'unité de mesure est ||7]| x ||f]| x ||E||

!!i! Sommes de Riemann sur [a,b] :

55 )
k=1 @
b— k=n—-1 b— b
i (*54 S (a5 ) [0
k=0 @

Avec: f est continue sur [a,b], a<b et meN*.

Iﬂi Sommes de Riemann sur [0,1] :

(17 (8))- [ re0 o
k=1

Avec : f est continue sur [0,1].
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IIE Intégrales indéfinies immédiates :

[ | fldx=x+c

xn+1

] fx"dxz +c¢c ; n¥*-1
n+1
n

n f”xdxz—"x"+1+c
n+1

n fx‘1dx=ln|x|+c

a* a>0
X — .
. fa dx_ln(a)+c' a+1

] J-e"dxzex+c

fsin(x) dx = —cos(x) + ¢

J. cos(x) dx = sin(x) + ¢

1
fm dx =tan(x) + ¢

J‘ 1 dx = -1 +
sin?(x) x_tan(x) ¢

1
[ dx = arcsin(x) + ¢
f\/1 — x2

1
f 112 dx = arctan(x) + ¢

n
n j ! dx=ln|x+\/x2+1|+c
V1 + x2
1
dx=In|x++yx2—-1|+c ; |x|>1
f 1 d 1l |1+x|+ <1
[} -2 x_an—x c ; x|

f LI |x_1|+ >1
n x=znl— c ;x|

xz2 -1
(ax + b)**1 n+-1
n j— .
[ f(ax+b) dx = amt 1) b lazo
4 In|ax + b|
[ f(ax+b) dx:T+c ;o a#0
(ax + b)"*?  b(ax + b)™™! a+0
[ fx(ax+b)"dx= Imt2)  @mTi +c ;In# -1
a’(n+2)  a*(n+1) n+—2
1 x blnlax + b|
[ fx(ax+b) dx=——-——F5—+c
a a
j (ax+ b)? dx = b ln|ax+b|+
" xiax x_az(ax+b) a?
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[tz bal
x(ax + b) = bn

ax+b

|+

1 1 X
| | fm dxzaarctan(a)+c

J‘ X
x% + a?

1
dx =3 In(x*+a* +c

x?* x
ﬁdxzx—a-arctan(—)+c
X+ a a

f 1 dx = 1 ] x
x(x2 + a?) T2 "\t v a2

1 dx = 1 I X—a
| | fxiz—az x—ﬂ n(

x+a

J' x
. —
x2 — a2

2

)+c

1
dx=E In|x* —a?|+ ¢

3a?

>+c ;x> a

[ | J. X dx = 1 +c ; n#1
(x2—a?)" ~  2(n—-1)(x% —a?)"1! "llxl<a
f 1 d —11 |a+x|+
" -2 M a—A "¢
f Y dx="linla? -2+
] 7y dx = Inla® —x c
f X d 1 + *1
[ ] = ;
(aZ _ xZ)n x Z(n _ 1)(a2 _ xz)n—l ¢ n
2 . (Zax+b)+ A< 0
—— arctan|——— |+ ¢ ;
. Vi VA
j 2+ bx + dx =
ax xTc 1 2ax+ b — VA
l—ln7+c ; A>0
VA |2ax+b++A
f ad d—11|2+b+|bf dx +
ax? + bx +c¢ x—Zanax rre 2a) ax?+bx+c r e
f 1 d Z\/ax+b+
n x = c
vax + b a
X 2(ax — 2b)Vax+ b
[ | f dx = +c
Vvax+ b

[ ] f\/ax+b dx:M+c

3a

15a?

| J‘xmdxzz(Bax—Zb) (ax+b)3+c

1
[ ] 7dx:ln|x+\/a2+x2|+c
j Va? + a?
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x
| ———dx=+x*+a’+c
f\/x2+a2
x -1 |a+Vx%+a?
[ J-—dxz—ln—+c
xVx? + a? a x
f x d —\/a2+x2_|_2
| | X =
x2Vx? + a? a’x
xva? + x?
[ f\/x2+a2dx=#+—ln|x+\/x2+a2|+c

1
[ J-x\/x2+a2 dx=§(x2+a2) x2+a?+c

1

[ | J-—dlen|x+\/x2—a2|+c ;x| >a

VaZ — a2

f =4 p Ix] >

[ —————dx=+x2—a?+c ; |x|>a

,IxZ_aZ

xVx2 —a? a?

] f xz—azdxzf—71n|x+\/x2—az|+c; x| > a

(x? — a®)Vx2 — a? N

] fx x2 —a? dx =

c x| >a
2 2
f LI in () + x| <
[ ] ———dx=arcsin|—)+c ; |x|<a
vaz = x2 a
f 4 Z_xZtc ; |x <
[ ] ————dx=—Ja?—x2+c ; |x|<a
1/‘;,'Z_xZ
xa?—-x2 a? x
[ ] f\/az—xz dx=—+—arcsin(—)+c ;o xl<a
2 2 a
2 _ 22\ /A2 — «2
—(a* —x*)Va? — x
(] fx\/az—xzdx= ( 3) +c ; |x|<a
va? — x? a+Va? — x?
[ ] dex=\/a2—x2—alnf+c ;o xl<a
. —cos(ax)
[ Jsm(ax)dx: _
. sin(ax) xcos(ax)
[ x sin(ax) dx = 5
a a

1 1
J-isin(ax) dx = ln |tan (azx)| +c

f 1 d 1 ¢ (ax n) 4
[ | ——dx = — —_——
1+ sin(ax) . a an 2 4 ¢

1
] f —sm(ax) xzatan(%+g)+c
2
" J-1+sm(ax) - ztan(%—g)+?ln|cos(%—g)|+c
[ J —sm(ax) x:Zcotg(g—%)+22 ln|sm(§—%}|+c
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sin(ax)

=t L ran (B4
1+ sin(ax) * an 4 2 ¢
f sin(ax) B L1, (n N ax) N
" 1—sin(ax) * an 4 2 ¢
1
[ | J-cos(ax) dx = P sin(ax) + ¢
cos(ax) xsin(ax)
[ fxcos(ax) dx = >— +
a a
f 1 d —1l |t (ax+1r)|+
" cos(ax) Tty 7y ¢
J' 1 dx = 1 ¢ (ax) +
" 1+ cos(ax) T ¢
t ) s ()
— cos(ax) = cotg 2 ¢
x ax 2 ax
[ | f 1+cos(ax) —Etan(7)+¥ln|cos(7)|+c
—-X ax 2 . sax
[ | J. 1= cos(ax) dx = o cotg (7) + =z In |sm(7)| +c
cos(ax) ax
" J. 1+ cos(ax) x——tan(7)+c
cos(ax) 1 ax
- f 1 — cos(ax) X, tan (7) te
f 1 dx= =1 |t (ax+n)|+
sin(ax) + cos(ax) = a2 |tan 2 8 ¢
f 1 dx = 1 nle (ax Tl')| +
sin(ax) — cos(ax) = av2 e A ¢
J‘ cos(ax) X In|sin(ax) + cos(ax)| N
sin(ax) + cos(ax) *=2 2a ¢
J‘ cos(ax) X In|sin(ax) — cos(ax)| N
sin(ax) — cos(ax) =72 2a ¢
J‘ sin(ax) X In|sin(ax) + cos(ax)| N
sin(ax) + cos(ax) *=2 2a ¢
f sin(ax) X In|sin(ax) — cos(ax)l
sin(ax) — cos(ax) T2 2a
-1
[ f tan(ax) dx = o In|cos(ax)| + ¢
tan™(ax) tan™*1(ax)
f X = ;o n¥E -1
cos?(ax) a(n+1)

1 1 ]
J-m dx = a In|sin(ax)| + ¢

cotg™(ax) _ —cotg"*(ax)
j sin?(ax) ~ a(n+1)
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[ f =—e"+c
ax 1
. f “(x-g)+e
a
e 2x 2
n fxze —(xz——+—2)+c
a a a
e™ in(b b b
[ | J-e sin(bx) dx = (asm(ale b7 cos( x))
e bx)+b b
] fe cos(bx)dx— (acos(azx-)l_bz sin( x))
e (a cos(bx) + b sin(bx
[ fe“xcos(bx)dx ( (az-)l-bz ( ))
[ fln(x)dxlen(x)—x+c ; x>0
x? 1
[ fxln(x)dx=7<ln(x)—i)+c ;o x>0
fnl()d—n+1(l() 1)+ . x>0
O EmREEI A TR T e
In(x 1
f i)dxzf(ln(x))2+c ;x>0

In(x —In(x 1
f (2) dx = ()——+c ;0 x>0
X X X

[ (n@)" (@)™ x>0
tc ;
X n+1 n+-1

1 .
fxln( )dx—ln(ln(x))+c ;ox>1

x
u f In(x* + a®) dx = x In(x* + a?) — 2x + 2a Arctan (E) +c

. fln(xz—az)dx=xln(x2—az)—2x+aln(it—2)+c ;x> a
[ty ) et

n f cos(In(x)) dx = z (sm(ln(x)); cos(in(x)) +c 5 x>0

n fArcsin (Z) dx = xArcsm( )+az—x* +c

2

X Arcsm( ) dx = <x_ - az) Arcsin (2) + M +c

2

" f 2 4
x x
n fArcsin(—) dx:xArccos( ) a?—x2+c
a
x?2 a? xva? —x?
n forccos( )dx— 77 rccos T +c

Arctan (Z) dx = x Arctan (g) —; n(a?>+x*) +c

] J- x Arctan (a) dx = - (a + x?)Arctan (z) - % +c
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Enoncés des
Examens

2003 normale et de Rattrapage
2004 normale et de Rattrapage
2005 normale et de Rattrapage
2006 normale et de Rattrapage
2007 normale et de Rattrapage
2008 normale et de Rattrapage
2009 normale et de Rattrapage
2010 normale et de Rattrapage
2011 normale et de Rattrapage
2012 normale et de Rattrapage
2013 normale et de Rattrapage
2014 normale et de Rattrapage
2015 normale et de Rattrapage
2016 normale et de Rattrapage
2017 normale et de Rattrapage
2018 normale et de Rattrapage
2019 normale et de Rattrapage
2020 normale et de Rattrapage
Examens Blancs pour le soutien



ROYAUME DU MAROC

[4;3.4.\\ (i g

[Bac Publique] [3.*.41,3)3\ (UM\ m uald LFJQ] 1= Ge gel

Bac Prive
Bac Libre

(308 Aadh g ol Gue gen B |

/ allaia¥) g agsdll g bl puaeal dadd e BEELY) e
ol jall AL dand e Lgisadas B3Spe pamas (e SAELY) e

dh dagall clualldl) lo 58l 5 ool daalsa el Japl gl e
LS I G mad glade) 12 el g il el gl ugdoe

Ara) el cla gpad - Aol 30 R dodl el Bkl clelwdl s e

Loaaill cla gad - Aol 36 gl gdd B8l cleld) s o

QM Al 5 Abgll il age 2 L Ao sl e—u'-‘&y

(¥ (06 - 60-34 - 41 - 36) Sl

[W @mgui]

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
Ouarzazate 2020
Dimanche 20 Décembre 2020

e




* %k

Royanme ou Mavoc

Epreuve de Maths Examen National du

Filieres : SMA - SMB : ‘ BACCALAUREAT
——coeffiCient = 9 /hlnl.tténhl'éb:;a;ln /\’aaanale seSSion Prin‘:i;ale
Durée : 4 heures De o Fatmmacon probesionneli Juin 2003

& de la Recherche sclentifigue

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

][] On aimerait bien résoudre dans N* x N* I'équation (E) définie ainsi :
(E) : x*(x*+7)=yQ2x+y)
[ [Z][ ] Soit (x,y) un élément de N* x N* et soit 6 = PGCD(x,y).
Onpose : x=38a et y=56b.
On suppose que le couple (x,y) est une solution de I'équation (E).
0,50/ [ ][ J[a] Vérifier que : a?(8%a® +7) = b(2a + b).
050/ [ ][ ][b] En déduire I'existence d’'un entier naturel k tel que :

2a+b=ka* et &6%a%*+7=kb
050 [ ][ J[e] En déduire que : a = 1.

[ ]l ][d] En déduire que : (b +1)? =6% +8.
[ J[2][ ] Résoudre dans I'ensemble N* x N* I'équation (E).

’-O ’-O
~ N
gl o

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

[ L] Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0,1, 7).

On considere la courbe (E) d’équation: y = %m
075 [ |[Z][@] Montrer que (E) est une partie d'une ellipse qu'on déterminera.
050/ [ ][ |[b] Tracer la courbe (E).

[l ][] Soit A(4,0) et B(0,3) deux points du plan.
Soit M;(x;) un point de la courbe (E) tel que x; soit dans [0,4].
On pose x; = 4cos(ty) avec 0<t; <m/2.

s L . 3 (*
On considere l'integrale suivante : I(x;) = Zf 16 — x% dx

x1
1,00 [ ][2][@] Par le changement de variable x =4cos(t) ; 0<t; <m/2;
Monftrer que : I(x;) = 6t; — 3sin(2t,) .
L] Soit S(x;) I'aire de la portion du plan délimitée par la courbe (E) et les

droites (OA) et (OM;). Et soit S I'aire de la portion délimitée par les
droites (OA) et (OB) et la courbe (E).

025 [ ][ [b] Vérifier que I'ordonnée du point M; est 3sin(h).
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’_(D
N
a1

[ le] Calculer I'aire S(x;) en fonction de .
[ ]d] En déduire I'aire S.

[ ][ Ile] Montrer I'équivalence suivante : S(x) =S/2 < t, =mn/4

[ ][ 1[f] Déterminer les coordonnées du point M dans le repére (0, 04, 0B) dans
le cas ou t; =m/4.

N N N
a1 a1 a1

B Exercice Numéro 3 : (04,50 points)

[ 1[I ] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif: Og =0 ; 1z =1

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (0 0) D= (1 0)

0 O 0 1
(X[ ][ ] 1% partie : Soit E = {M(a,b) = (a+b _b) : (a,b) eRZ}
b a
0,75/ [ ][Z][ ] Montrer que E est une partie stable dans (M, (R),x) et dans (M, (R), +).

’_(D
N
a1

[ 1[2][ ] Montrer que (E, +,x) est un anneau commutatif et unitaire.

’_O
al
(=)

[ 3][@] Monter'équivalence suivante : x> +xy+y?=0 & x=y=0

’_O
N
a1

[ ][ 1[b] Déterminer les éléments inversibles de I'anneau (E, +,%).

’_(D
a1
o

[ _lle] En déduire que (E, +,x) est un corps communtatif.

X[ ][ ] 2¢me partie : Soit ¢ un élément de C\R.

0,25/ [_][Z][ ] Monter que (1, 0) est une base de I'espace vectoriel (C, +,7).
[ ][ ][] On considere I'application définie ainsi :

Y : (E,+) — (C+)
M(a,b) — a+ob

0,75/ [ ][2][ ] Montrer que I'application ¥ est un isomorphisme de (E,+) vers (C,+).
On considére dans C I'équation suivante : z2 —z+1 = 0.

0,75/ [_|[3][ ] Résoudre dans C cette équation et donner les solutions sous la forme

exponentielle.
050/ [ ][4][ ] On suppose dans cette question que ¢ = % + i‘/z—§ .

Montrer que I'application ¥ est un homomorphisme de (Ex) vers (C,x).
B Exercice Numéro 4 : (08,50 points)

[X][_ ][] Soit f lafonction numérique définie sur l'intervalle 10, +oo[ par:
4Inx 1

x2 2

f&x) =

L] soit (@) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j7) avec : |||l = |[jll = 2cm.
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0,50

’_(D
N
a1

’-O ’-o
~ [N
gl o

’p ’-O
~ |0
(S (=)

’_O
N
1

(o] N N
o o1 ol

’_O
(8]
(=)

’_C)
N
a1

’_C)
N
a1

’_O
N
o1

’_O
(8)
o

[ [Z][ ] Calculer les limites lir(1)1+f(x) et lim f(x)

[ ][ 1] Puis déterminer les branches infinies de la courbe (0).
. 1-21

[ _]i2][@] Montrerque : vxe]0,+0o ; f(x)= 4(x—3nx)

[ ][ I[b] Dresser le tableau de variations de la fonction f.

[ 3] ] Montrer que I'équation f(x) =0 admet exactement deux solutions
aetf telsque : 1<a<+e<pf<3.

[_|l4][ ] Déterminer I'équation de la tangente (T) de la courbe (C) en xo=1.
[ 18] ] Tracer la courbe (C) dans lerepére (0,1,7).

1
][] Montrerque : vre[0, 4] ; 1-t<——<1

2
[ ][2][ ] En déduire que : Vael0,+o[ ; a—%ﬁln(a+1)§a

I || | Soit £, la fonction numérique définie sur 'intervalle 10, +o[ par:

nlnx 1
=5 neN et n=>4
X 2

fux) =

Soit (¢,) la courbe représentative de la fonction f, dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : |lill = lIjll = 2cm.

[_J[®][_] Etudier les variations de la fonction f, .

[ |[2][ ] Etudier la concavité de la courbe (€,) et montrer qu'il admet un point
d'inflexion dont I'abscisse est e/s.

[ I[3][@l Comparer les quantités f,(x) et f,.1(x) selon les valeurs de la variable x.

[ [ ] En déduire la position relative de la courbe (€,) par rapport & (C,,1).

[ ][4l ] Montrer que I'équation f,(x) =0 admet exactement deux solutions

notées u, et v, tellesque : 1<u, <Je<w,.

[ |[8][ ] Montrer que la suite (u,),=s est strictement décroissante.

(un - 1)(3 - un)
2
(u,)? (u,)?

[ [ llb] En déduire que : (vn = 4) ; <(u,—-1)<—"—
2n Tl(3 - un)

[ ]el[a] Montrer que : (vn = 4) ;

<In(u,) < (u, — 1)

[ ][ Jle] Montrer que : (vn = 4) ; % < (u, — 1) S%

[ ][ [d] En déduire que la suite (u,),s4 est convergente et donner sa limite.
[ 7@l Montrerque : (vn>4) ; v, >e’s

[ ][ Ib] En déduire de la limite suivante : lim(v,) = +oo
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Durée : 4 heures De o Fammaton probesionneli juillet 2003

& de la Recherche sclentifigue

gl 00 O O
o O O o

’_O
(8]
(=)

’_O
($)
o

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

[ ][] On dispose de deux urnes: la premiére, notée U, contient 4 boules
rouges et 4 boules bleues. La 2¢me , notée V, contient 2 boules rouges et
4 boules bleues. On considere I'expérience aléatoire suivante : « On tire
au hasard une boule de l'ume U ; si elle est rouge on la range dans
I'urne V puis on tire une boule de I'urne V, sinon on la mit & part puis on
tire au hasard une boule de I'urne V » Soient les événements suivantes :

e Ri: « Laboule tirée de I'urne U est rouge »

e Bi: « Laboule tiree de I'urne U est bleue »

e R2: « Laboule tirée de I'urne V est rouge »

e B2: « Laboule tirée de l'urne V est bleue »
[ ][x][ ] Calculer les probabilités p(R1) et p(B1).
[ |[2][ ] Calculer la probabilité de I'événement B, sachant que Ry est vérifié.
[ [3][ ] Calculer la probabilité de I'événement B, sachant que By est Vérifié.

| |[4][ ] Calculer les probabilités p(Ba) et p(Ra).

B Exercice Numéro 2 : (04,50 points)

)] Soit : p=5cosf +3isind ; avec 0<6 <2m.

[ L[] SoitI'équation: (E) : z?>=2pz+16=0 ; zeC

[ l[x][a] Vérifier que : p* —(3cosO + 5isin6)* = 16 .

[ ][ lb] Résoudre dans € I'équation (E). On pose : |z;| < |z,|.

[l ][] Le plan complexe est rapporté & un repeére orthonormé direct (0,4, 9).
[ ] Soient M;(z)) et M,(z,) deux points du plan complexe.

[ ]z][@] Montrer que si @ varie sur [0,2n[ alors M varie sur un cercle qu’on
déterminera.

0] Soit @ () = { P = milieu[M;M,] ; 0<6 <2rm}.

[ [ ][b] Montrer que (I) est une ellipse de foyers F(4) et F'(—4).

b+4)_ (a+4

[ I[3][@] Montrer que : Va,beC\{4} : (m p—

) < ab =16
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050/ [_|[_]lb] En déduire que : (ZZ + 4) __ <Z1 + 4)

22_4 Zl_4

050/ [ ][ ][e] Montrer que : (MlF,MlF’) =+ (MZF,MZF’) [27]
[ ][4]] ] Soit la droite : (T) : 3xcos6 + 5ysinf = 15.

050/ [ ][ J[@] Montrer que (T) est tangente & (I') en P.
0,50| [ ][] Montrer que : (T) L (M;M,) .

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

[ L ][] Rappel : (Z,+,x) est un anneau unitaire commutatif : 0, =0 ; 1, =1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (0 0) D= (1 0)

0 0 0 1
] soit E={M(a,b)=(bi1/§ bf) ; az_szzl}
L] soient A=<23E 2\3/7) ot Bz(—23\/§ —23@)

025/ [ J[Z][ ] Vérifier que : A€E .
[ Jz][@] Montrer que E est une partie stable de (M, (R),x) .

’_O
(8]
(=)

Puis Monfrer que x est une loi commutative sur E .
050 [ ][ _][b] Montrer que toutes les matrices de E sont inversibles par la loi x.

0,50/ [_][_]l€] Montrer que (E,x) est un groupe abélien (commutatif).

L] Onpose: 4° = (é (1)) et A"l =A" XA ; VneN
[ ][] Soient : G={A"; neN} et H={M1e¢E ; MeG}.
[ l[3][@] Vérifier que : GCE.

[ ][b] Montrer que : H={B"; neN}.

050|[ ][ lle] Montrer que GUH estun sous-groupe de (E,x).

B Exercice Numéro 4 : (09,50 points)

[X][ ][] Soit g, lafonction numérique définie sur R par :

’-o ’-O
(8) N
o ol

gn(x)=x+e™ ; neN*

LI Soit (6,) la courbe représentative de la fonction g, dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : |||l = |[jll = 2cm.

0,50| [_[Z][@] Etudier les variations de la fonction g, .
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0,50

ol o0 ([ (]
o o o o

’_I—‘
o
(=)

’_(D
a1
(=]

’_O ’_O
(8] (8]
(=) (=)

’_O
(8]
(=)

[ [ 1lb] Montrer que la fonction g, admet une valeur minimale en un nombre
réel u, que I'on déterminera en fonction de n.

[_J[2][a] Calculer chacune des limites : lim g,(x) et  lim g,(x)
[ ][ _]b] Déterminer les branches infinies de la courbe (C,).
[_I3][a] Etudier la position relative des courbes (¢,) et (C,) .

[ 1] Tracer dans le mé&me repére les courbes (G,) et (C,) .

X

|_Jl4l[a] Calculer en fonction de x l'intégrale suivante : I(x) = f te 2t dt
0

[ ][ ]b] Calculer le volume du solide de révolution engendré par la rotation de
(¢,) autour de I'axe des abscisses un tour complet sur l'intervalle [0,1n 2] .

[ |[8][ ] Montrer que (u,)ens et (W)pent SONt adjacentes puis déterminer leur
limite. Avec : v, =g,(u,) ; VneN*.

I [ | Soit £, la fonction numérique définie sur R par

filx)=x+e™ ; neN
[ L[] Soit (T,) la courbe représentative de la fonction f, dans un repére
[ ][ 1[ ] orthonormé (0,%,j) avec : ||ill = lIjll = 2cm.
[_[Z][] Etudier les variations de la fonction f, .

[ ][2][ ] En déduire que I'équation f,(x) =0 admet une seule solution a, .

-1
[_I3][@] Montrer que : aj € ]—an; -
[ [ lb] Montrer que les quantités (x —a;) et (e* +a;) ont le méme signe.

[ ][ ][] Soit ¢ la fonction numérique définie sur 'intervalle ]—oo; _?1] par :

1
p(x) =e* ——x

Ve
[ ][4]la] Montrer que la fonction ¢ est décroissante sur l'intervalle ]—oo; _71] :
T 1
[ ][ ]b] En déduire que : |e* + oy < 7 lx — ay|
e

Boi1 = —ePn ; vneN
4
Bo= 2

[_lI8][a] Montrer I'existence d'un réel a tel que : (VneN); |B,+1 — 1] < alB, — ayl.

L0 Soit (B),en lasuite numérique définie ainsi :

[ [_Ilb] Montrer que la suite (B,)..n €St convergente puis déterminer sa limite.

Propositions de correction-2003 Rattrapage - 2BAC-SM -Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2020 - La page 046



* %k %
Royanme dn Maroc

Epreuve de Maths

, Examen National du
Filieres : SMA - SMB (G

Loy ¢ BACCALAUREAT
coeHiCient : 9 Ministire de ;i:;on /\’auanale %seSSion PrinCi ale
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& de la Recherche sclentifigue

B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)

DDD Soit n un entier naturel.

’VO
al
o

[ [Z][@] Montrer I'implication suivante : n impair = n?=1]8].

’VO
al
o

[ 1 lb] Montrer I'implication suivante : n pair = n?>=4[8] ou n>=0][8].

’p
a1
o

[_[2][a] Prouver : a,b,c impairs = (a%+ b%+ c?) n'est pas un carré parfait .

’p
a1
o

[ 1 _llb] Montrerque : a,b,c impairs = 2(ab + bc +ac) = 6[8].
On pourra remarquer : (a+b + c)? = a® + b? + ¢? + 2(ab + ac + bc).
050 [ ][ ][€] Prouver : a,b,c impairs = 2(ab + bc + ac) n'est pas un carré parfait

’p
a1
o

] Prouver : a,b,c impairs = (ab + bc + ac) n'est pas un carré parfait .

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

[ L ][] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1z =1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (0 0) I = (1 0)

0 0 0 1

o e
L] Soit : E=4{ M(a) = V3 o . aeR*

0 -

« e

L] Soit @ F={N(a) = 7 J) . oaere

—aV3 —a
[ L] On considere I'application suivante : ¢ : (R*,%x) +— (E,X)

X M(x)

’_O
~
(¢

[ ][z][@] Montrer que : V(a,b) e R* ; M(a) x M(b) = M(a xb).
[ [ ]lb] Montrer que ¢ est un homomorphisme de (R*x) vers (E,X) .

’-o ’p
a al
o o

[ ][ Jle] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (E,x).

[ J[z][@] Montrer que : V(a,b) e R* ; N(a)xN(b) =M (S) .

[ _Ib] Montrer que (G,x) est un groupe. Avec G =EUF.

’p
al
o

’p
]
ol

’VO
al
o

[ [ ][e] Le groupe (G,x) est-il commutatif ?
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’_(D
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’p ’-O
al al
(=) (=)

’-o ’p
(8) N
o ol

’p
-~
1

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)
[ 2] ] Résoudre dans € I'équation aqinsi proposée : z2+z+1=0.

DDDSOiT:z=e”’=cosH+isin6 ; —m<O0<m et 9;&2% et Hiﬁ.

3
, 1
[ ]On pose: =z

T Z2+z+1
[ l[a][@] Vérifier que : 1+z+22=z(14+z+2).

[ ][b] Déterminer le module et un argument de z' en fonction de 6.

[ Jle] Montrer que : x%2+y2=(1-2x)%.

[ ][ ]ld] En déduire que M(z") décrivent une hyperbole qu’on devrait définir.

=x+iy ; (x,y)eR?

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

e—x

[I][ [ ] Soit f lafonction numérique définie sur R* par : f(x) = "

[ ] Soit () la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,i,j) avec : |lill = lIjll = 1cm.

[ J[Z][ ] Calculer les limites de lafonction f en +ow ; —oo ; 0° ; O0F
[_|[2][ ] Etudier les variations de la fonction f .

[ _|[3][@] Déterminer les branches infinies de la courbe (€).

[ ][ I[b] Tracer la courbe (€) dans lerepére (0,1,7) .

X[ I ] Soit (u,),.y lasuite numérique définie ainsi :

Uy = Wy)? f(u,) =u, e ™ ; VneN
Uy =1

[ J[Z][ ] Montrer que : (VxeR) ; e*>x+1.

[ J[2][ ] En déduire que : (vx>0) ; x2f(x) SxL-l-l

[ _[3][@] Montrer par récurrence que : (vneN) ; 0<u, < n;-l—l

[ ][ I[b] Montrer que la suite (u,),.y €5t convergente puis déterminer sa limite.
1

n

[ ][4][ ] Soit la suite suivante : v, = > w, ; (VneN*)
0

=
Il

1
[ J[a] Montrer que : (vneN*) ; v, =In (—)

n

[ ][ 1b] Déterminer la limite de la suite (v)nen- -
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I ][ | Soit F lafonction numérique définie sur [0,+o[ par

4x2
F(x)=j fOdt 5 Vx>0
F(0)=2In2

[ 1] Soit (€r) la courbe représentative de la fonction F dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : |7l = lIjll = 1cm.

42

1
025 [ J[x][@] Vérifier que : (Vx>0) ; ] (Z) dt =21n2
2

X

050 ][ I[b] Montrer que : (vt>0) ; —t<et—1<0
050| [ J[z][@] Montrer que : (Vvx>0) ; —3x2<F(x)—2In2<0.

’p
N
1

[ ][ Ilb] En déduire que F est dérivable & droite en zéro.

[ I3][a] Montrer que : (Vvt=1) ; f(t)<e™.
[ ][ ]b] En déduire la limite suivante : xl_i)erF(x)

’p
N
1

’p
a1
o

’_O
~
a1

[ _|[4l[@] Montrer que F est dérivable sur ]0,+o[ puis calculer F'(x) .

’_O
a1
(=)

[ ] _lb] Dresser le tableau de variations de la fonction F.

’_O
a1
(=)

[ J_Ile] Tracer la courbe (€r) dans lerepére (0,17) .

[ 18] ] Soit ¢ lafonction numérique définie sur 10, +oo[ par :

4x
G(x) =f e tIntdt

’p
al
o

L)@l Montrer que : (Vvx>0) ; GXx) = F(\/E) —e ™ In(4x) +e*Inx .

’_O
a
o

x—-07t

[ [ I[b] Calculer la limite suivante : lim (e"‘—e““‘)]nx

’p
N
a1

[ ][ lle] En déduire la limite suivante : }}Lrgl+G(x)
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~ ~ al al
ol ol o o

’_O
N
a1

’_O
N
a1

’_C)
al
o

B Exercice Numéro 1 : (02,50 points)

[ L ][ ]Une urne contient dix boules blanches et dix boules rouges
indiscernable au toucher. On tire au hasard une boule de cette urne ; si
elle est rouge on la remet dans l'urne, et si elle est blanche on la
substitue par trois boules rouges a rajouter dans I'urne a la place de la
boule blanche exclue. Puis on tire une boule de I'urne.

[ ][z][ ] Calculer la probabilité d’obtenir deux boules rouges.
[ 2] ] Calculer la probabilité d’obtenir deux boules blanches.
[ 3] ] Calculer la probabilité d'obtenir deux boules de couleurs différentes.

| ][]l ] Calculer la probabilité d’obtenir la 1¢* boule tirée étant blanche
sachant que la 2¢me est de couleur blanche.

B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

[ J[&] ] Résoudre dans ZxZ I'équation : (E) : 3x—2y=1.

[ ]z][@] Montrer que le couple (14n+3;21n+4) est une solution de
I'équation (E) ; avec neN .

[ [ ][] En déduire que les nombres (21n+4) et (14n+3) sont premiers
entre eux.

[ [3][@] Soit : d=QQIn+4)A(2n+1), Montrer que : d=1 oubien d=13.
[ [ I[b] Montrer I'équivalence suivante : d=13 < n=6][13].

[ 4] ] Onpose : (vn=2); A=21n —17n—4 et B=28n3—-8n2—17n—3.
[ J[™a] Montrer que les nombres A et B sont divisibles par (n—1).

[ ][ |[b] Déterminer en fonction de n le PGCD(A,B).
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B Exercice Numéro 3 : (04,00 points)

L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, v).
L] Soit: (1) ={M(z) ; 22— =a*—-(@? ; a=a+if#0 ; a,ﬁeR}
[ J[2][@] Déterminer la nature de I'ensemble (H) .

’_(D
a1
o

’_O
al
(=)

[ 1 1b] Tracer I'ensemble (H) dans le cas oU a=1+i.
[ 2][ ] Soit : (@ ={M@)e®) ; (z—a)(Z—a) =4aa }.
075/ [ ][ J[@] Déterminer la nature de I'ensemble (€) .

025 [ ][ I[b] Tracer I'ensemble (€¢) dans le cas o0 a=1+i.

z? = (2)* = a’ — (@°

[ I3[ ] On considére le systéme suivant : (S) : { 7 a
(z—a)(Z—a) = 4aa

0.75|[ ][ 1[@] Montrer que sion pose u =z —a alorsle systéme (S) est équivalent & :

N . (uu=4aa
(5 {(u +2a)(W® — 8a(@)?) = 0

075/ ][ Ib] Soit : a=re? ; r>0 ; —w<O<nmw

[ [ ] Déterminer en fct de r et 8 les points d'intersection de (€) et (H) .

050|[ ][ Jle] En déduire que l'intersection de (€) et (H) contient trois points qui
forment un friangle équilatéral.

B Exercice Numéro 4 : (10,50 points)

(X[ J[ ] Soient f et g les fonctions numériques définies respectivement
sur R et ]0,+00 par :

_ In(2x)

f(x) =4xe*M2 -2 g(x)

L] Soient (€) et (T) les courbes représentatives des fonctions f et g
resp dans un repére orthonormé (0,7,j) avec : |[ill = lIjll = 4cm.

0.75|[_J[x][@] Calculer les limites suivantes : lim f(x) et lim f(x)

’_O
(8}
(=)

[ ] _lb] Déterminer les branches infinies de la courbe (€) .

’_O
\‘
a1

[ [2][@a] Montrer que : (VxeR) ; f'(x) =4(1—xIn2)e "2,

Propositions de correction-2004 Rattrapage -2BAC-SM- Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2020 - La page 051



* k%
Examen National du BACCALAUREAT - Session Rattrapage 2004

0,75/ [_][_][b] Dresser le tableau de variations de la fonction f.

En déduire que 1 et 2 sont les seules solutions de I'équation f(x) = 0.

’_O
\‘
a1

[_I3][_] Etudier les branches infinies et la monotonie de la fonction g.

’_O
al
(=)

[ 1[4l ] Tracer les courbes (€) et (T) dans le méme repere (0,1,)) .
I | ] On considére I'équation (E) : g(x) =k avec O<k<§.

075/ [ J[x][a@] Vérifier graphiguement que I'équation (E) admet deux solutions

a et B telsque : %<a<,8.

0,75/ [_][][b] Déterminer la valeur de k pour laquelle on ait : f(a) =f(B) =0.

[ 2] ] soit f, la fonction numérique définie sur R par : f,(x) = 4x e™** —2

050 [ ][ ][@] Vvérifier que : (VxeR) ; fi(x) = 4(1 —kx) e ™ .

’_(D
a1
o

[ ][ ]lb] Dresser le tableau de variations de la fonction f, .

’_O
al
(=)

[ I3][a] En déduire que I'équation f.(x) =0 admet exactement deux
solutions a et b telsque : a<%<b.

’_O
\‘
a1

[ L ][b] Montrer que : a=a et b=g.

075/ [ |[4][@] En utilisant une intégration par parties, Montrer que :

t
VteR ; fxe"‘xdx=%<1_kte_kt_e_kt)
0

’p
~
a1

B
[ ][ ]lb] Calculer I'intégrale Ik:f fi(x)dx en fonction de a et B.

0,50/ [ [ _Jl€] En déduire que : In(2a)-In(2B) <1.
1 1
075/ [ |[8][ ] Montrer que : Vu,veR: ; ¥:¥ = In(w)-In(v) <1
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B Exercice Numéro 1 : (04,00 points)

[ L 1] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1zx=1.

(R%,+,) est un R-espace vectoriel.

L _(ax+Dby ay+bx\ v (a,b) € R?
(00 soit = @b« e = (T523257) 5 [y ewe

L] Soit - E={(m+l;m—l)e]1%2 ; me]R*}

m m

@ : (R,X) — (Ex)
[ L 1] Soit 'application définie ainsi : ( 1 1)
m —>

m+—;,m-—-—
m m

L] Soit = F={(x,»)eR? ; y?=x?—-4 et x=2 }

[ &)l ] Montrer que * est une loi de composition sur I'ensemble E.

’_O
~
a1

’p
a
o

[ J[2][@a] Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R*x) vers (E,*).

’_O
~
a1

[ ][ 1[b] En déduire que (E,*) est un groupe puis déterminer son élément neutre.

1 1
[ [ ] Déterminer le symétrique de I'élément (m+a; m—a) ; meR* .

[N
o
o

1 1
D@@ Montrer que : F={(m+a;m—a)e]1%2 ; m>0}
1,00/ [_][_][B] Montrer que (F,x) est un sous-groupe du groupe (E,x*) .

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

050/ [X][ ][ ] Soit p un entier naturel premier supérieur ou égal & 5.
[ [Z][ ] Montrer que : p?=1]3].

[ ][2][@] Montrer que : 3geN* ; p2—1=4q(q+1).

[ 1 _lb] En déduire que : p?=1]8].

[ 3] ] Montrer que : p? =1[24].

050 ME[Z] | Soit aeN*; an24=1 ; Monfrerque : a?=1][24].

’-o ’-o
(on) (on)
o o

’-o ’p
a al
o o
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0.50| [ J[2][ ] Etudier la véracité du prédicat suivant :

Vke{12 23}

3 (ay,,ay3) eN?3* 5 a? + a4+ -+ ab; =23997 ; avec { a A24 = 1

B Exercice Numéro 3 : (08,00 points)

[T ][ ] Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle [0, +o[ par :

-2
{f(x)=(x+2)e(7) ; Vx>0
f(0)=0
[T Soit (¢7) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j7) avec : ||7ll = lIjll = 2cm.
025/ [ |[Z][@] Montrer que f est confinue & droite en zéro.
[ ][ ]b] Montrer que f est dérivable & droite en zéro.

’_O
N
U1

’p
a1
o

[l ]le] Montrer que f est une fonction croissante sur I'intervalle [0, +ool.

[_l[2][@] Calculer la limite suivante : lim £ (x)
X—>+100

’_O
N
U1

t2
[ [ Ilb] Montrer que : (vt=0) ; OSe_t+t—1S?.

’p
a1
o

’p
a
o

—4 4 2
L)€ Montrer que : (vt>0) 5 —<fl)-x<s5-=.

025/ [_J[][d] En déduire que (¢;) admet une asymptote (A) qu’on déterminera.
050( [_|[3][ ] Tracer la courbe (¢;) et ladroite (A) dans le repére (0,1)) .

mX[ ][ ] Soit f, la fonction numérique définie sur l'intervalle [0,+o[ par :

2 -2
fn(x)=<x+£)67 i Vx>0 ; neN*

fn(o) =0

’_O
N
o1

[ ][Z][ ] Montrer que la fonction f, est dérivable & droite en zéro.

’_O
(on)
o

[ ][2][ ] Etudier les variations de la fonction f, sur l'intervalle [0,+oof .

[_[3][a] Montrer que : (YneN*) ,(3! a, €l0,+o[) : f,(a,) =%

’_O
(on)
o

2 2
0,50/ [ ][ I[b] Montrer que : (vx>0),(VvneN*) : f,1(x) _m>f”“(x)_ﬁ

075/ [ || Jl€] En déduire que la suite (a,),.n €St convergente on pose a sa limite
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’_C)
a1
o

’p
a1
o

’_O
N
o1

’_O
N
o1

’_O
~
1

’p
N
a1

2

[ [ Jid] Montrer que : (vneN*) ; na, =2 e(a) —2.
[ ][ ][e] Montrer que : a=0.

I ][ ] Soit F lafonction numérique définie sur I'intervalle [0, +o[ par :
2x
F(x) =f f(t)dt

[ J[x][a] Montrer que : (Vx>0) ; xf(x) <F(x) <xf(Qx).

[ 1 _lb] Calculer la limite suivante : lim F(x)

X —+o0

[ Jz][@] Montrer que F est dérivable sur l'intervalle [0, +oof .

[ [ 1[B] Puis montrer que : {F, () = e <(x +2) (e% - 1) +(Bx +2) ei) ; Vx>0
F;(0)=0

[ 3] | Dresser le tableau de variations de la fonction F .

B Exercice Numéro 4 : (04,50 points)

L] On pose @ f(2) = ;Z_l D oz# -1

[ J[2][a] Résoudre dans R I'équation f(iy) =iy .

[ ][ ]lb] Résoudre dans € I'équation (E) : f(z) =z.

[ J[2][ ] Soient z,; z,; z, les solutions de I'équation (E) .

[ L] On suppose que : Re(zy) =0 et Re(zy) > Re(z,) .

LU [@] vérifier que : z +1= e(%) et z,+1= e(i%ﬂ) .

[ J[_][B] En déduire une écriture exponentielle des nombres z, et z, .
[ 3] ] Dans tout ce qui suit, onprendra : z=e@ ; 0<a<m.

[ ][ J[a] Montrer que : f(2) =iz f(z).

[ ][ ][] Déterminer a sachant que : f(2)+f(z)=0.

[ Jlc] Déterminer (r,@) € R xR tels que f(z) =re .

1
7

[ /4]l ] Déterminer z tel que |zl=1 et Re(f(2))=
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B Exercice Numéro 1 : (02,50 points)

] Soit xAy le plus grand commun diviseur des nombres x et y .

UL ] Soit abc™ la représentation du nombre abc dans le systéme de
numeération a base x .

] Soit dans 7% I'équation suivante : (E) : (x+1)2=9+5y.

050 [ _|[x][@] Montrer que : (x,y) est solution de (E) = x=2[5] ou x=1][5].
050/ [ _J[_][b] Résoudre dans 7% I'équation (E).
075 [ ][2][ ] Montrerque : (vkeZ) ; (5k*+4k—1)AG5k+1)=(k—3)A8.
51 = Eg0)
075 [ ][3][ ] Résoudre dans N?* le systéme suivant : { xAy =38
x =1][5]

B Exercice Numéro 2 : (04,50 points)

X[ ][ ] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0, 4, 7).

. x2 y2
L] Soit: (€,) =1 M(x,y)eP ; + =1 ; meR\{2;10}

10— m 2—m

’_H
o
o

[_J[z][ ] Discuter, selon les valeurs du paramétre m, la nature de la courbe (C,,)

’_H
o
o

[_l2][ ] Donner les caractéristiques de (¢,,) dans le cas oU (C,,) est une conique

[ |[3][ | Tracer la courbe (Cy) .
[ ][ ][] Soit I'équation : (E) : z*>—(6cosa)z+1+8cosa=0 ; 0<a< % .

’_O
N
a1

050 EE[Z][ ] Résoudre dans € I'équation (E) .

I ] Soient z, et z, les solutions de I'équation (E) tels que Im(z) >0 .

025 [ _|[2][@] Soient M;(z;) et M,(z,) deux pointsdu plan, montrer que M; e (C;) .

’p
-~
a1

[ _l[b] Montrer I'existence de deux points P;,P, € P tels que la tangente
a lacourbe (¢;) en chacun soit parallele a (OM,).

075/ [ ][ ll€] Montrer que : OM} + 0P} = OMZ + OP} .
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’p
a1
o

’_O
al
o

’p
al
o

a al a1
o o o

’p ’-o
al a
o o

B Exercice Numéro 3 : (02,50 points)

[ ][] Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 20 .

[ [ ] Une urne contient dix boules blanches et (n—10) boules noires, on
suppose que toutes les boules sont indiscernable au toucher. On
tire de cette urne une boule et on note sa couleur puis on la remets
dans l'urne. On répete cette expérience aléatoire n fois. On note p,
la probabilité d'obtenir exactement k boules blanches 0 <k <n.

| J[x][ ] Calculer p, en fonction de n et k .

Pi+1 n—k 10
wror o viet0 -1+ = () ()
[ l[2][@] Montrer que : Vke[0; (n—1)] Uy o 1) < 15

0<k<9 & u =1
[ ][ [b] Montrer les équivalences

10<k<n-1 & u <1

[ ][ Jle] En déduire laplus grande valeur M de p, quand ke{0;1;-;n}.

LI ] Montrer que : M = (n_'> o <1010> y <M>

nn 10! (n—10)!

B Exercice Numéro 4 : (10,50 points)

(X)L [ ] Soit f lafonction numérique définie sur R par : f(x) = (1 +x)e 2

L] Soit () la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,7,7) avec : ||l = lIjll = 1cm.

[_J[z][a] Calculer les limites suivantes @ lim f(x) et lim f(x)

[_J[_I[b] Etudier les branches infinies de la courbe (€) .

[_I[2][ ] Etudier les variations de la fonction f sur R.

[ I[3][@] Etudier la concavité de la courbe (©).

[l 1] Tracer la courbe (€) dans le repére (0,%)).

[ ][4][@] Montrer que f est solution del'équation (E) : y  +3y +2y=—e 2
[ ][ Ilb] Déterminer la solution générale de I'équation différentielle (E) .

@ ][ ] Soit A, ; neN* I'aire du domaine plan délimité par la courbe (€)
et par les axes des abscisses et des ordonnées et par la droite
d'équation x=n.

[ J[Z][ ] Calculer A, en fonction de n.
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1,00/ [ ][2][ | Calculer A, en fonction de n.

050/ [ 3] ] Calculer la limite suivante :  limA,

1
I [ | On pose : u, =nj (f(x))n dx ; neN*
0

n tn
0.75| [ (][ ] Montrer que : un=j <1+£) e ®dx ; neN* ; poser t=zxn
0
1
050([ |[2][@] Montrer que : Vre[1;2] ; 2—r§(;)§1
2
. . Vxelo;n] N X\ <
075/ [ ]J[_Ib] En déduire que : vneN: ; (x 2n>_nln(1+n)_x
n
050| [ |[3][@] Montrer que : VvneN* ; unsf e *dt
0
Gi) [
075/ [ [ _Ib] Montrer que : VvneN* ; ezﬁf e™*dx < u,
0

075/ [ Jle] En déduire que la suite (u,),s; est convergente, donner sa limite.

1
050| [ J[d][@) Montrer que : vaelol] ; j n(f@)" dx < n(1 - ) (f(@)"

1
050[[ [ ][b] En déduire que : Vaelol[ ; limj n(f(x))n dx =0
050|[ ][ J[e] Calculer la limite suivante : lim f n(f(x)" dx ; Vaelol]
noo 0
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B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

[T][ ][ ] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1x=1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) sl = ((1) (1))

(M, (R), +,) est un R-espace vectoriel.

0] soit G={M(a,b)=(611 g) . (@b)eRXR}.

L] Soit H={M(a,b)=(cll g)eG ; b>0}.

HEE Onpose:A‘):((l) (1)) ;A1=((11 (1))=A et A"l =A"xA ; VneN

’_O
N
a1

[ J[Z][ ] Montrer que G est une partie stable dans (M, (R),x) .

’_O
\‘
1

[ 2] ] Montrer que (G,x) est un groupe. Est-il commutatif ?

’_(D
al
o

[ 1I3][ ] Montrer que (H,x) est un sous-groupe de (G,x) .

’_O
(8]
(=)

[ ]l4][ ] Calculer 4® en fonction de a et n avec neN*.

Tm[ [ | Soit T I'application définie ainsi :

V (a,b); (x,y) e RXR* : (a,b)7T(x,y) = (a+ bx,by)

L] Soit ¢ l'application définie ainsi : ¢ : (G,X) — (RxR*T)
M(a,b) +— (a,b)

’_O
\‘
o1

[ ][2]] Montrer que ¢ est un isomorphisme de (G,x) vers (RxR*;T).

’_O
N
1

[ 1[2] ] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (R x R*;T) .

050 [ |[3][ ] Déterminer le symétrique de (a,1)T-T(a,1) dans (RxR*;T)
n fois (a,1)

B Exercice Numéro 2 : (02,50 points)

LI L] Soit 'équation: (B): x2(x+vy) =y2(x—y)* ; (x,y) € N* X N* .
[ ] Soit (x,y) une solution de I'équation (E) .
[T 1Onpose : d=xAy ; x=ad ; y=bhd.
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0.25|[ J[z][@] Vérifier que : db%*(a—b)? = (a+ b)a?.
[ [ Ib] En déduire que : b=1.
[ ][ Jle] Montrer que a#1 et que le nombre (a—1) divise (a+1).

’p ’-O
a1 ~
o a1

’_O
al
(=)

[ ][ ]/d] En déduire que : oubien a=2, oubien a=3.

0,50|[ J[2][ ] Résoudre dans N*xN* [|'équation (E) .

B Exercice Numéro 3 : (05,00 points)

[T ][ ] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,7, e,).
L] Soit @ P(z)=2z2—2+6i)z ; zeC.

L] Soit @ (H) = {M(z)efP ;o P(z)eiR }

[ [Z][ ] Montrer que : (H)={(x,y)eR?® ; x>—y?—-2x+6y=0 }.

[ J[2][ ] Montrer que (H) est une hyperbole puis déterminer ses caractéristiques

0.50([ I3[ ] Vérifier que 0e€ (H) .
[ ][] Donner une équation de la tangente & (H) en 0.
0.75|[ (4]l ] Construire (H) dans le repére (0,e],e;) .

’_O
al
o

’_H
o
(=)

0.50| IE[Z][ ] Résoudre dans C I'équation ainsi proposée : P(z) = 4 — 6i .
. . _ . _ . _ . _ 1 . _ 1
D@D Soient: u=1+45i; v=14+i; w=239-1i; a—Artcan(g) ; B —Arctan(ﬁ)

050([ ][ J[@] Vérifier que : utxv=4w.

0.75|[ ][ ]b] Déterminer argu , en fonction de a. Puis arg(w) en fonction de S .
.y 1 1
050|[ ][ _J[e] En déduire que : 4 Arctan (g)—Arctan (ﬁ) =%

B Exercice Numéro 4 : (09,00 points)
FPremicre partie
0] Soit g, lafonction numérique définie sur I'intervalle ]0,+oo[ par :

go(x) =nx+2lnx ; neN ; n>3

’_C)
al
o

[ [x][ ] Dresser le tableau de variations de la fonction g, .
[ 2] ] Montrer que : (Vx>0) ; vx>Inx .

0.75|[_][3][@] Montrer que I'équation g,(x) =0 admet une seule solution a, > 0.

1 1
L] Montrer que @ —<a, <—
n Jn

’_C)
al
o

Propositions de correction - 2006 Normale — 2BAC-SM - Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2020 - La page 060



* % %
Examen National du BACCALAUREAT - Session Ordinaire 2006

0.25

’VO
al
o

’_O
N
a1

’-o ’-o
a1 N
o a1

’_O
a1
o

’_O
a1
o

’p
N
a1

’_O
N
a1

’p
al
o

’p
al
o

[ ][ ][] En déduire la valeur de lalimite suivante : lim(a,)

(X)L [ ] Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle [0, +oo[ par :
Deurieme partic

fl) =Vxe™
L] soit (€) la courbe représentative de la fonction f dans un repéere
orthonormé (0,1,j7) avec : ||7ll = lIjll = 3cm.
[ [Z][ ] Etudier la dérivabilité de la fonction f puis interpréter graphiquement.
[ 2] ] Calculer la limite suivante : lim f(x) puis inferpréter graphiquement

[ I[3][@] Montrer que : Vvxel0,+oof ; f'(x)= (1 ;xgx)f(x)

[ ][_]lb] Dresser le tableau de variations de la fonction f .

[ 4]l ] Tracer la courbe (€¢) dans le repére o,1)) .
I[z][a] Montrer que : f(D<SI ; I= E 1]

bl Montrer que : (vxel) ; |f'(x)l gg

[ Jle] Montrer que : (f(x)=x ; x>0 ) & x=a;

U1 = f(u,) ; VneN
[ 2] ] Soit (u,),.n lasuite numérique définie ainsi : [

W =

Uy =

[ ][ [a] Montrer que : (vneN) ; wu, €.

[ 1 _llb] Montrer que : (vneN) ; |u,.q —asl|= glun —as].

2

n+1
[ Jle] En déduire que : (vneN) ; |u, —as| = (—) _

3

[ Id] Montrer que la suite (u,),.y €St convergente puis donner sa limite.

EIK I ] Soit F la fonction numérique définie sur l'intervalle [0,4+o[ par :

8x
F(x) =f f()dt

[ [ J[@] Montrer que F est dérivable sur [0,+o[ puis calculer sa dérivée.
[ ][ _][b] Etudier la monotonie de la fonction F . (calcul de F'(x) ; vx=0)
[ J[2][@] Montfrer que : (Vx=0) ; 0<Fx) <2f(x)(1—e7).

[ ] _llb] En déduire la limite suivante : xlirme(X)

[ [ l[c] Dresser le tableau de variations de la fonction F .
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——co’effiCient : 9 /ﬂlnl:tan de féé:c;ﬂaaanale %Mion Rattra age
Durée : 4 heures De o Fatmmaton profecionneli Juillet 2006

& e la ﬁuﬁeuﬁe sclenttfigue

B Exercice Numéro 1 : (02,00 points)

[ ][ ][] On distribue au hasard quatre boules, indiscernables au toucher et
numérotées par les chiffres 1,2,3 et 4, sur six personnes A, B, C, D,
E et F (chaque personne pourrait recevoir zéro ou une ou deux
ou trois ou quatre boules).

’p
a1
o

[ ][Z][ ] Dénombrer les éventualités possibles de cette distribution.

’_O
a1
o

[ 12 ] Calculer la probabilité d'obtenir au moins une boule par A.

[N
o
o

[ 3] ] Soit E I'événement: « La somme des nombres portés par les boules
obtenues de la part des personnes B et C est égal au nombre porté
par la boule acquis par la personne A .

[ 1] Calculer la probabilité de cet événement E.

B Exercice Numéro 2 : (05,00 points)

[T 1[ ] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, #).

L] Soit I'application f définie de € vers € par la formule :

f(z) == ((1+l\/_)z+22>

050/ [ ][ ][] Résoudre dans € I'équation f(z) =0.
Zny1 = f(2,) ; VneN

050 [IE[ [ | soient : ; u, = |z,|
ZO =1

050 [ J[z][@] Montrer que : (vneN) ; 0<wu,, < U

’_O
(on)
o

[ [ 1lb] En déduire que la suite (u,), est convergente puis calculer sa limite.

’p
al
o

[ 2] ] On pose : Sn:ZOMk:0M1+0M2+---+0Mn s zy=aff(M,) ; neN

0,50/ [ ][ J[@] Montrer que : (VneN) ; S, <3 .

’p
al
o

[ [ _lb] Montrer que la suite (S,)..y €st une suite convergente.
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I | ] On pose : z=re? ; Oel-mn[ ; r>0.

2 im
1,00| [ J[Z][ ] Montrer que : f(z) = 3 Tcos (9 +%) e6

’_O
al
(=)

[ (2] ] Montrer que les points {M; ; 1<i<n ; neN* } sont colinéaires.

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

(XL ][] Le plan est rapporté & un repére orthonormé (0,1,)).

(] soit (F)={(§)6R2 ; 2y2—4y—7x=0}

’_O
\‘
1

[ [Z][ ] Montrer que (I) est une parabole puis déterminer ses caractéristiques.

’_O
N
1

[ 2] ] Construire la courbe (I) dans le repere (0,1,)) .

I [ | Soit I'équation (E) : 2(y—1)2=7x+2 ; (x,y)eZ?

[ [z ] Soit le couple (x,y) une solution de cette équation dans Z?2 .
1,00|[ ][ J[@] Montrer que : oubien y=0][7] oubien y=2][7].

050|[ ][ ][b] En déduire que les solutions de I'équation (E) s’écrivent sous :
(14k?> — 4k ; 7k) ou (14k*+4k ; 7k+2) avec keZ
1,00|[ (2] ] Soit : %z{M(x,y)e(F) ;o xAy=9 ; (x,y)eZ? }

Déterminer explicitement I'ensemble B .

B Exercice Numéro 4 : (03,00 points)

(1+t)? t t 1

0.25 Monftrer que : (VteR) ; - —
el d (veeR) (1+t2)(3+t2) 3+t 3+t2+3+t2

@ 1 1 a
0,50 : ; =— —
[ 2] ] Montrer que : (VaeR) ; fo (3 n tz) dt 7 Arctan (\/§)

[ II3][ ] Soit F lafonction numérique définie sur I'intervalle [0,7] par :

*r1+sinu
F(x)zf (—)du
o \2+cosu

050 [ ][ J[@] Montrer que la fonction F est dérivable sur lintervalle [0,7] .

050 [ ][ I[b] Via une intégration par changement de variable montrer que :

wn(z) (1 41)2
Vxel0,n[ ; F(x)= ZJ;) (1+t2)(3 + t2)
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[ 1] Rappel : sin(u) =

1 —t?
1+ t2

u
et cos(u) = avec t = tan (E) ; uel0,m|

t
1+ t2

075/ [ ][ Jle] En utilisant les résultats des questions précédentes, Montrer que :

2 tan (5) 1 + tan? (f)
vxelon[ ; F(x)=In3 +ﬁ Arctan TZ +In —3+tan2é)

050/ [ ][ I[d] En utilisant la continuité de la fonction F Montrer que :

j"(1+sinu)d _1 3+7r
o \2+cosu = V3

B Exercice Numéro 5 : (06,50 points)

L L] soit £, lafonction numérique définie sur R par :
fn(x)=§—e_"x ; neN ; n>2

L L] soit (6,) la courbe représentative de la fonction f, dans un repére

orthonormé (0,1,j) avec : |ill = |ljll = 1cm.
050 [_J[z][a] Calculer les limites suivantes :  lim f,(x) et  lim f,(x)
075/ [ ][ |[b] Déterminer les deux branches infinies de la courbe (C,) .

’p
~
a1

[ 2] ] Calculer fi(x) ; YxeR puis dresser le tableau de variations de f,.
[ I[3)[@a] Montrer que : (VneN),@' a,€eR) : f,(a,)=0.

1
[ L [b] Montrer que : (vneN) : n=2 = f (ﬁ) <0

’p
a
o

’p
N
a1

0,75/ [ ][ I[€] Montrer que : (VxeR) ; e*=x+1.

1
050[[ ][ ][d] Montrer que : (vneN) : f£,(1)>0 et — <y < 1
0.50([_][4][ ] Tracer la courbe (¢,) dans le repére orthonormé (0,1,7) .

—(n+Day,

ne 1
Montrer e > : =—( an _ — _ )
HHE) qu (Vn=2) For1 (@) —— (e -—-1

’p
al
o

’p
al
o

[ Ib] En déduire que : (VneN\{1} ) ; fi1(a,)=0.

075/ [_][_][€] Montre que la suite (a,),s; €st convergente puis donner sa limite.
1 1
050([ |[®@][@] Montrer que : (VneN"\{1} ) ; = < e "% <~
Lo 1 21
050/ [ ][ |[b] En déduire que : (vneN*\{1} ) ; %<an L2an

025 [ ][ le] Calculer la limite suivante : lim(a,)
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& de la Recherche sclentifigue

B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)

[ [ 1[ ] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1x = 1.
L, (0 0y ,_(1 0
(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 8 = (O 0) ; I = (O 1)
(M, (R), +,) est un R-espace vectoriel.
[I]_I[ ] 1% partie: Soit V(a,b)eE? ; alb=a+b—abV2 ; E-= R\{%}
1 1
Vérifier que : V(a,b)eE? ; aib=———<a\/§—1><b\/§—1>
[ [z][a] q (a,b) 55

[ ][ I[b] En déduire que I'application L est une loi de composition interne E

[ 2] ] Montrer que (E,1) est un groupe commutatif.

XE[ [ ] 2¢me partie : Soit F={M(a)=\/i§(\/§a_a \/Ea—a) ; aeE}

[ J[z][@] Vérifier les égalités suivantes

— a 2 _ (-1 1
M(a)—1+\/§A et A = 24  avec A_(l _1)

[ ][ Ib] Montrer que F est une partie stable de (M, (R),x) .
[ ][2][ ] On considére 'application ¢ définie ainsi :
¢ + (E1) — (FX)
a — ¢(a)=M(a)
[ J[_J[a] Montrer que I'application ¢ est un isomorphisme.
[ ][ I[b] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (F,x) .

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

[ U] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ¥).
M [ JSoit: (B) : 22— +a)A+)z+1+a®i=0 ; zeC ; aeC\{i,—i}
[ l[z][@] Vérifier que u=a+i est une solution de I'équation (E) .

[ I[_I[b] Déterminer v la deuxiéme solution de I'équation (E) .
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025 [ ][2][@] On suppose que |a| =1 , montrer que : (E) eR
v
[ I[_Ilb] Vérifier que : u?= a((a —a)+ Zi) ,

’_O
N
U1

’p
a1
o

[ le] En déduire que : arg(u) = (%arg(a)+%) [r]

050[[_][3][ ] Montrer que : |ul+|v|=2 .

ML ] Soit : ED={M@eP ; [ul+lvl=m }

050( [ _][Z][ ] Montrer que (E,) est une ellipse de centre O .
[ 2] ] On pose : a=x+iy ; (xy)eR?.

025 [ ][ _][@] Montrer qu’une équation de (E,) est donnée par :

2

2+<1 4)2—m 1
* mz)? T4

025/ [ ][ ]lb] Construire I'ellipse (E,) .
050 [_|[3][ ] Soient A(v3) et B(2i) les sommets de I'ellipse (E,) .

Montrer que la droite (AB) est une tangente de I'ellipse (Eg)
V7
B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

L] Soit @ (E) = 195x—232y =1 ; (x,y)€Z?
[ J[z][@] Déterminer le plus grand commun diviseur de 232 et 195.

’-o ’-o
a1 (O]
o 1O

[ _lb] Montrer que I'ensemble des solutions de (E) est donné par :
5:{(163+232k ; 137 +195k) € 7% ; kEZ}

025/ [ ][ Jle] Déterminer I'entier naturel d qui vérifie les conditions suivantes :
195d =1[232] : 0<d<232

025 [ ][2][ ] Prouver que I'entier naturel 233 est un nombre premier.

3] ] soit : A:{neN ; 0Sn£232}:|10;232]]
L] Soit  I'application définie ainsi :  f @ A +— A
a — f(a)
L] Avec f(a) est le reste de la division euclidienne de a'% par 233.
[ J[_J[@] Montrer que I'application f est injective.

’p ’-o
al a
o o

[ ][ 1lb] Montrer que I'application f est surjective.

’VO
al
(=)

[ [ Ile] En déduire que I'application f est une bijection puis donner f~1.
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’_O
al
o

’_O
N
a1

’_O
a1
o

’p ’-o
a1 N
o a1

B Exercice Numéro 4 : (10,50 points)

1] ][ ] Soit g lafonction numérique définie sur R par :
gx)=1+x—-1)e*

[ J[Z][ ] Montrer que : (VxeR) ; gkx)=0.
[ 2] ] Montrer que : @!'x=0) ; gx)=0.

@ [ ] Soit f lafonction numérique définie sur R par :

{f(x)=exx_1 ; Vx#0
f0)=1

LI Soit (@) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : |lill = lIjll = 2cm.

[ J[2][ ] Calculer les limites suivantes : lim f(x) et lim (f(x)+x)
[ ][2][ ] Montrer que la fonction f est continue en zéro.

[ 3][@] Calculer f'(x) ; VxeR".

[ ][ ]b] En déduire le sens de variations de la fonction f .

[ Jl4]l ] Soit I'intégrale suivante : ](x)=j tetdt ; xeR
0

[ J[™A] Par une intégration par partie, Montrer I'identité suivante :

oy =ex(e=1-3)

[ _I[B] Montrer que : (VxeR) ; (x—z e‘(Hzm)) <J(x) =< <x2_2 e_(x_Tlxl>>

2
1 x—|x]| X —1— 1 x+|x|
L J[e] Montrer que : (VxeR*) ; Ee( 2 )S¥Sze( 2 )
X

[ ][ )ld] En déduire que la fonction f est dérivable en zéro et f (0) =71.

[ ][8][a] Montrer que : (VxeRY ; f (%)= (exei 1) <e"(x -2)+2+ x>

[ ][ 1[b] Etudier le signe de la quantité (ex(x—2)+2+x> : VxeR.
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0.25|[ [ Jl€] En déduire que : (VxeR" ; f (x)>0.
050( [ ][ ][d] Construire la courbe (€) dans le repére (0,1)) .

U1 = f(u,) ; VneN
I || | Soit (u,),.n losuite numérique définie ainsi :

u0=1

’_O
al
o

[ J[2][ ] Montrer que In2 est la seule solution de I'équation f(x) =x .

’_O
N
ol
N =

[ ][2][@] Montrer que : (VxeR*) ; |f ()<

’_O
a1
o

1
[ [ ][b] Montrer que : (vneN) ; |u,q —In2| <3 lu, —In2|
050|[ ][ ]le] En déduire que la suite (u,),.n €st convergente puis donner sa limite.

@IV ][ ] Soit F lafonction numérique définie sur R par :

2x t
F(x)=f (t )dt i Vx#0
. let—1

F(0)=0

’_O
a1
o

2 x? x?
[ J[z][@] Montrer que : (VxeR") ; (er — 1) < F(x) s( )

ex —1

’p
N
1

[ 1 _llb] Montrer que la fonction f est continue en zéro.

’_O
a1
o

[ _le] Montrer que la fonction F est dérivable en zéro et F(0)=1.

0,50 [ J[z2][@] Montrer que la fonction F est dérivable sur R*.

3—e*
e*+1

[ ] Montrer que : (vxeR*) ; F (x) =( )f(x)

0.25|[ ][ |[b] Etudier la monotonie de la fonction F .
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B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)
[ L[] On considére le systéme suivant
() : {;:ZEH ;  abpqeZ ; pAg=1
050 [ J[x][@] Montrer que : 3 (ugvy) €Z® ; pug+quy=1.
050/ [ ][ I[b] Montrer que : x, = bpuy, + aqv, est une solution du systeme (S) .
050 [ ][2][ ] Montrer que : x est solution de () = pq divise (x — x;)
050 [ |I3][ ] Montrer que :  pq divise (x — x,) =  x est solution de (S)
050 [ ][4][ ] Résoudre ainsi le systtme (S) dans I'ensemble Z .
050 [ ][8][ ] Résoudre dans I'ensemble Z le systéme suivant : {ii;ﬁ]g]

B Exercice Numéro 2 : (02,00 points)

[ ][ ][] Soit n un entier naturel impair non nul et supérieur ou égal & 3,
On dispose de n urnes numérotés de 1 jusqu’a n.l'urne numéro k
contient k boules blanches et (n—k) boules noires (1 <k <n).On
choisit au hasard une urne puis on fire au hasard une boule.

[ ][&][ ] Calculer la probabilité d'obtenir une boule blanche.
[ 2] ] Calculer la probabilité d’effectuer le firage d'une urne impaire.

[ I3[ ] Calculer la probabilité d’'obtenir une boule blanche sachant que
le firage est effectué d'une urne impaire.

B Exercice Numéro 3 : (02,75 points)

’-O ’-O ’-O
~N [N o
g o [©

] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ).
Soit : (M)={M@)eP ; 22+22—|z?°=1 }

’_O
(8)
o

[ J[x][@] Montrer que (H) est une hyperbole puis donner ses caractéristiques.
[ ][_]b] Construire I'hyperbole (H) dans le repére (0,%7) .
[ 2] ] Soit : ¢@(a,b)=ab+ab—ab ; avec M(a) ; M(b) € (H)
[ ][@al Montrer que : M(¢(a,b)) e (H) .
050 [ [ ]b] Vérifier que : @@ =1 et ¢@a)=1.
[ I[3][ ] On munit (H) de laloi de composition interne définie ainsi :
vV M(a),M(b) € (H) ; M(a)=*M(b)=M(¢(a,b))
1,00 [ ][ ][] Montrer que (H,x) est un groupe commutatif.

’_O
N
a1

’_O
(8)
o
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B Exercice Numéro 4 : (03,00 points)
[ ][ 1[ ] Rappel: (R, +,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1z =1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) ;= (1 0)

(M, (R), +,) est un R-espace vectoriel.

(C,+,-) est un espace vectoriel.

(0 soit = F={M@n=(*2" ") @hew} ; j=moD

’_O
al
(=)

[ J[x][a] Montrer que (F,+,) est un R —espace vectoriel.

’_O
al
o

[ [ IIb] Montrer que (I,]) est une base de I'espace vectoriel (F,+,) .

’_(D
a1
o

[ 2] ] Soit aeC\R, Montrer que (1,a) est une base de I'espace (C, +,)
[ 3] ] Soient m,n eR et ¢ I'application définie ainsi

Y (CXx) — (F,X)
m+an +— M(m,n)

@& Vérifier que @ J2=-20+)) et yYla)=].
[ _I[b] Déterminer les valeurs de a pour lesquelles y soit un isomorphisme.
[ 4]l ] Soit a=-1+i, Ecrire J2°°7 dans la base (1,)) .

B Exercice Numéro 5 : (09,25 points)

[X][ ][] Soit g lafonction numérique définie sur R par : g(x) =14 x —e ™.

g1 |1 1
o O O

’_O
(8]
o

[_[z][a] Etudier la monotonie de la fonction g .

’_(D
al
o

[J]b] Calculer les limites suivantes : lim g(x) et  lim g(x)
[ ] puis Dresser le tableau de variation de la fonction g.

0,50 [ ][ ]le] En déduire que x,=0 est la seule solution de I'équation g(x) = 0.
1

[ ][2][ ] Soit f lafonction numérique définie sur R* par : f(x) T 1tx—e*

L] soit (6) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : ||l = |[jll = 1cm.

[ J@] Calculer : lim fGx) 5 lim f(x) ; lim fG&) ;  lim f(x)
[ L] Calculer : f(x) ; VxeR".

[ [ )le] Dresser le tableau de variations de la fonction f .
[ L ]ld] Construire la courbe (€) dans le repére (0,1 .
[ I3l[a] Montrer que : (vneN®) ; I x, >0 : f(x,)=0.

’-o ’p
N al
ol o

[S1 (S BN (6)]
o |O |O
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’VO
al
(=)

[ [B] Montrer que (x,),» est décroissante puis montrer qu’elle converge.
[ _le] Montrer que : lim(x,) =0

@M[x][@] Montrer I'équivalence suivante : f(x)=1 & e *=x .

’_O
al
(=)

’p
N
U1

1
050( [ ][ ][b] Montrer que : El!ae]g;l[ ; e =q

L2 ] Soit (), la suite numérique définie ainsi : {

’_O
al
(=)

1
[ [a] Montrer que : (VneN*) ; gSynS1

1
[ ][ ]b] Montrer que : (VneN*) ; |y,41 —al < e_(z)lyn —al.

’_O
a1
(=)

’_O
a1
(=)

[ ][] En déduire que (3,),»1 €st convergente puis calculer sa limite.

I || ] Soit F la fonction définie sur l'intervalle [0,4+oo[ par :

(F(x)=f2xf(t)dt i Vx>0

In 2
F(0) = —
| F(O) 5
1 1
025 |J[x][@] Montrer que : Vvt>0 ; 1—-|-t<f(t) <<
0,50/ [ ][ _Ib] En déduire la valeur de la limite suivante : Jim F(x)
tZ
0,50 [ |[2][@] Montfrer que : Vt=0 ; 1—tSe‘tS1—t+?
1 1/1 1
025/ [ ][ |[b] Montrer que : vtelo4] ; —<f(b) S—(—+—)
2t 2\t 4-t
0,25/ [ [ ][€] En déduire que la fonction F est contfinue & droite en zéro.

’_O
N
o1

[ I[3][@] Montrer que F est dérivable sur R% puis calculer F'(x) ; Vx>0.

025 ][ |[b] Etudier la monotonie de la fonction F sur [0,+oo].
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~N o o N (O
o1 O O o0 [O o

’p ’_O
[S1 (4]
o 1O

’_O
(8)
o

B Exercice Numéro 1 : (03,25 points)
[ 1 [ ] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1= 1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) sl = ((1) (1))

(M, (R), +,) est un R-espace vectoriel.

a \/Eb 0 \/§
1] Soit : E={ M(ab) = _—1b . : (a,b) e R? ; J=("1 0
e 7

[ L[] Soit 'application définie ainsi (Avec E* = E\{ M(0,0)}) :
o : (CXx) — (E"X)
a+ib — M(ab)
[ Jlz][@] Montrer que (E,+,) est un sous-espace vectoriel de (M,(R),+,) .
[ ][ _I[b] Montrer que la famille (1,]) est une base de I'espace (E,+,) .
[ [2][a] Montrer que E est une partie stable de (M,(R),X) .
[ ][ ]b] Montrer que f est un isomorphisme de (C*,x) vers (E*x) .

[ 3] ] Montrer que (E,+,x) est un corps commutatif.
| 1l4][ ] Résoudre dans I'ensemble E I'équation JxX3=1.

B Exercice Numéro 2 : (03,75 points)

(2] [ ] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ¥).
0T soit @ (6): iz°+(a+a—i)z—a—iaa=0 ; (a,z) e CxC.

[ lxl[a] Vérifier que A= (a—a—-i)? avec A est le discriminant de (G) .

[ ][ ]b] Résoudre dans € I'équation (G) .

[_12][ ] Montrer I'équivalence suivante : a e solutions(G) < Re(a) = Im(a)
M ][ | Soient : A(a) ; B@ia) ; C(1+ia) ; avec Re(a) = Im(a).

L ' (1+ia) —a _ (-Da-i
[ J[z][@] Montrer Iimplication : z= — ey = I 1
[ ][ Ilb] Montrer I'équivalence : A;B;C sont colinéaires <  Im(a) = 3
[ ][2][ ] Soient les rotations : R, = R(A; _2—") ; R, = :R(A; %) i Im(a) # %
LI ] Soient : R, (B)=B ; R,(C)=C ; E =milieu[BC].

I:H:I@ Calculer : C, = aff(C’) et b' — aff(B,) .
[ Ib] Montrer que : (AE) L (B'C") et B'C =2AE.
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g1 N |01 (O
o o O O

al al (8] al
o o o o

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

X[ ] Soit I'équation : (E) : 35u—96v=1 ; (uv)eZ?.

[ Jx][ ] Vérifier que (11,4) est une solution particuliere de I'équation (E).
| |2][ ] En déduire la solution générale de I'équation (E).

@[ ][ | Soit I'équation : (F) : x3=2[97] ; xe€eZ.

[ ][x][@] Montrer que 97 est un nombre premier.

[ ][ ][] Puis Montrer I'implication : x e solutions(F) = xA97=1.

[ 1_][B] Montrer 'implication : x € solutions(F) = x°©=1[97].

[ le] Montrer implication : x € solutions(F) = x=21[97].

[ 2] ] Montrer I'implication : x=21[97] = x e solutions(F) .

[ _[3][ ] Montrer que I'ensemble des solutions de (F) s'écrit sous la forme :

S§={(11+97k)eN ; keN }

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

T[] | Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle [0, +o[ par :
f(x) =2x— e’

L] soit (€) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,7,7) avec : |l = lljll = 1cm.

[ J[x][@a] Calculer puis interpréter la limite suivante : Jim <f(x)—ZX>

[ ][ 1[b] Calculer f'(x) ; Yx=0 puis dresser le tableau de variations de f.
[ Ile] Montrer que : 3 a=>0 ; f(a@)=0 et 0<a<l.

[ ][ ][d] Etudier la monotonie de la fonction f sur I'intervalle [0,1] .

[ ][2][ ] Construire la courbe (€) dans le repére (0,3)) .

@[ [ ] Soient ¢ et g les fonctions définies sur [0,4+o[ par :

1 X
x <p(x)=—f et’dt ; x>0
g(x)=x2—fe_t dt ; X Jo
0
®(0) =1

1 X
[ [x][@] Montrer que : (vx>0),(3celox[) ; ;J- et  dt = e’
0

1
[ ][ I[b] En déduire que : f e tPdt <1
0

[ lz][a] Montrer que : g(a) = faf(t) dt
0
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’_C)
a1
o

[ ] _lb] Montrer que g est dérivable sur R* et que : g(x)=fkx); vx=>0
[ L [e] Montrer que : 1 Bela 1] ; g(B)=0.

[ I3][@] Montrer que la fonction ¢ est continue & droite en zéro.

’-o ’-o
al al
o o

’p
~
a1

[ ] _Jb] Via une intégration par parties, Montrer que :

2 X
V>0 ; o) =e™ +;f t2e=t% dt
0

025/ [ ][ ][e] Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur R%: puis monfrer que :

—2 [x
vx>0 ; @'k = x—zf t2e~t? dt
0
050| [ J[_Jld] Montrer que : ¢( [0,1] ) < [0,1].
x 3
0,25/ |[4][@a] Montrer que : Vx>0 ; j t2e~t" dts%
0
, 2
050/ [ ][ I[b] Montrer que : Vvxelol] ; o (x)] S§
025/ [ ][ J[€] Montrer que : vx>0 ; o@ex) =x < gx)=0

Uy = @(u,) ; VneN
L8]] Soit (u,),y lasuite numérique définie ainsi : [

w| N

Uy =

025/ [ ][ J[a] Montrer que : (vneN) ; 0<u,<1.

2 n
050/ [ ][ Ib] Montrer que : (vneN) ; |u,—pB|< (§)
025 [ ][ ][€] En déduire que la suite (u,) est convergente puis donner sa limite.
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’_O
a
o

’_O
N
a1

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

[ 1] Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0,4, 7).

[ L] Soit r l'application définie ainsi : r : M(z) — M(z).
(1+i\/§> (\/§+i>
avec : oz = z+
2 2
L] Soit h I'application définie ainsi : h : M(2) — M,y(z,).
avec : zp, =-2z+ 3l

] Soit F I'application définie ainsi : F=hor.

[ J[x][ ] Déterminer la nature de chacune des applications r et h.

[ J[2][ ] Soient : Q@) ; A(@) ; M@z ; M(E) ; aecC\{i}.

[ ][] Soient : B=FM) ; Cc=FB) ; D=F().

[ J[@a] Montrer que : F(M)=M = 2z —i=2 e%(z —i0).

[ [ I[b] Montrer que Q est le seul point qui vérifie : F(Q) =Q.

[_I[3][@] Donner, en fonction de a, lesnbrs: b= aff(B); ¢ = aff(C) ; d = aff(D)
[ ][ _I[b] Montrer que les points Q ; A ; D sont colinéaires.

[ [ I[e] Montrer que : Q= barycentre {(B,4) ; (C,2) ; (D,1)}

[ [ ][d] Déterminer 'ensemble des points A(a) pour lesquels D e (I axe réelle)
B Exercice Numéro 2 : (04,00 points)

[ ] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1z = 1.
[ L] Onpose : V(x,y)eR? ; x*xy=x+y—3xy.
[ J[x][@] Vérifier que : V(x,y)eR? ; (1-3x)(1—-3y)=1-3(x*y).

[ [ I[b] Montrer que : (R\{%}; *) est un groupe commutatif .

[ ][2][ ] Soit I'application définie ainsi : ¢ : (R\{%}; *) —  (R*,X)
[ L ][@] Montrer que ¢ est un isomorphisme. x — 1-3x
[ ][_][B] Montrer que : <p‘1<]0,+°°[> =]—oo;%[

1 1
[ L I[e] Montrer que ( —00;5[;*) est un sous groupe de (R\{§} ; *)

n+1) — ,.(n)
[ 3] ] On pose {x xeEx

1
; vneN ; VxeR\ {—}
x©@ =0 3
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0.25|[ [ I[@] Montrer que : VerR\g} . (vneN) 5 o(x®) = (p)"

050([ ][ ][b] En déduire x™ en fonction de x et n.

1

050[[ ][ [@] Montrer que (R,T) est un groupe commutatif .
050 [ [ Ib] Montrer que (R,7,¥) est un corps commutatif .
B Exercice Numéro 3 : (02,50 points)

LI ] Une urne contient 4 boules: une blanche et 3 boules rouges
toutes indiscernables au toucher. On tire au hasard une boule de
cette urne, On note sa couleur puis la remet G nouveau dans
I'urne. On répete le méme procédeé jusqu’'a l'obtention de deux
boules successives de la méme couleur puis on s'arréte. Soit X la
variable aléatoire qui prend le rang ou I'expérience s'est arrétée.

1,00/ [_[Z][ ] Calculer les probabilités suivantes : p[x =2] et p[X =3].
5 3 k—1
075/ ][2][@] Montrer que : p[X =2k] = §(E) ; keN
3 k
075/ ][ I[b] Montrer que : p[X=2k+1]= (1_6) : keN

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

[Tl ][ ] Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle I:]_?l; +oo] par :

f(x)zw ;i Vx=#0

f(0) =2

L] Soit (©) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : il = |ljll = 2cm.

h,(x) = (ln(l + 2a) — 2a> x2 — <ln(1 + 2x) — 2x> a?

050( [ J[Z][ ] Montrer que la fonction f est continue en zéro.

| |2][a] Calculer h,(0) et h,(a).
En déduire que : 3'be[0,a] ;

’_C)
al
o

In(1 + 2a) — 2a 2
a? 142b

0,75/ [ ][ ][b] Montrer que f est dérivable en zéro et que : f(0) = -2.
050|[|[3][@] Montrer que f est dérivable Sur I*=I1\{0}. puis Montrer que :
. ey g _ B
Vxel* ; f(x)_x2(1+2x) ;0 gx) =2x— (14 2x) In(1 + 2x)
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050/ [ [ ]b] Montrer que : Vvxel* ; gx)<0.

N
a1

025/ [ ][ ][e] En déduire la monotonie de la fonction f sur I'intervalle I .

’p
a1
o

|_|[4][a] Calculer puis interpréter les limites : lim S et lim f(x)
() -

[ ][ ][b] Montrer que : 3tael1,2] ; fla)=1.

050/ [_][I[€] Construire la courbe (€) dans le repére (0,i)) .

M Il ] On pose : (vxel) ; o(x)=In(1+2x) et J=[1a].

050/ [_J[x][@] Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur l'intervalle I et que :

’_O
al
o

Vx=1) ; 0<<p'(x)S§

075/ [ ][ I[b] Vérifier que : g@)=a et ¢()<].

[ 2] ] Soit (u,),y la suite numérique définie ainsi :
Uy =In(1+2u,) ; VneN

u0=1

050| [ ][ J[@a] Montrer que : (vneN) : wu,€]

2 n
[ ][b] Montrer que : (vneN) ; |u, —al < (§)

[ I Jle] En déduire que (u,),.y €st convergente puis donner sa limite.

’-o ’-o
a1 a1
o o

I ][ ] Soit F la fonction numérique définie sur I'intervalle I ainsi :

F(x) = f £(0) dt
0

’_O
a1
o

[_J[z][@a] Montrer que la fonction F est dérivable sur I puis calculer f'(x) .

’_O
N
a1

[ ][ ][b] En déduire la monotonie de la fonction F sur 'intervalle I .

*(In(1 + 2t)
——|dt
12t

’p
al
o

[ J[z][@a] Montrer que : vx>1 ; F(x) >f
050/ [ [ I[b] En déduire que : lim F(x) = +oo

{F“(x):F(x) ; Vxel
: LR _
[ 3] ] On pose : Vxe[z ; + [ ; {kﬁ(Tl):{,: lim | F(x)

’p
al
o

[ J[a] Montrer, (par TAF), que : (Vxel) ; Fx)—¢> (x+%)f(x)

’VO
al
o

[ ][ ][b] En déduire que la fonction F n'est pas dérivable & droite en _71
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a1 N
o o

B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)
[ [ ][ ] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1 =1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (g g) s = ((1) (1))

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.
Xy
L] Soit F={M(x,y)=<0 1) ; (x,y)eE=]R*><]R§}

X

L] Soit G={M(x,0)eF : xeR*}

L] Soit = Vv(x,y); (ab) e E ; (x,y)L(ab)= (ax ; bx+§)
[ ][] Soit I'application définie ainsi : ¢ : (F,x) — (E, L)
M(x,y) — oM y))=(xy)
[ J[z][@ Montrer que F est une partie stable de (M, (R); x).
[ ][ ]lb] Montrer que (F,x) est un groupe non commutatif.
[ (2] ] Montrer que G est un sous-groupe de (F,X) .
[ 3][al Calculer : (1L,1) L (23) ; (23)L1L(1,1).
[ ][ ][b] Montrer que I'application ¢ est un isomorphisme.
[ ][ Jle] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (E, L) .

B Exercice Numéro 2 : (04,00 points)

I _][ ] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,14, ¥).

[T JSoit : (E) : 2Z2-(A=D(m+Dz—i(m?+1)=0 ; meC\{1}

| J[x][@] Vérifier que le discriminant de (E) est : A= ((1+i)(m—1))2.

[ ] _Ib] Résoudre dans I'ensemble € I'équation (E) .

[ [ ][e] Ecrire sous la forme algébrique les valeurs de m pour lesquelles
on aif le produit des solutions de (E) soit égal a 1.

[ ][ ] Soient : z=1—-im ; z,=m-i ; m=e? ; %<9<n.

L] Soient : M(m) ; M (1Q-im) ; My(m—i).

[ J[z][@] Ecrire z, ; z, sous la forme frigonométrique.

[ ][ ][b] Déterminer I'ensemble : {Me? /  M; M;; M, colinéaires}

ROQY) = @) —» (P

[_J[2][_] Soit I'application définie ainsi MGz — M =1-iz)
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050|[ ][ J[@] Montrer que R est une rotation, puis donner ses caractéristiques.
050([ [ 1[B] Montrer I'équivalence suivante

Zy — Z
Re(m) + Tm(m) =1 = ( 2 1) € iR
Z; —m

050([ ][ J[e] En déduire I'ensemble : {Me? / Q; M; M;; M, cocycliques}

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ 1] Onpose : a,=2"+3"+6"—1.

025/ [ |[Z|[@] Vérifier que a, est un nombre pair pour tout n de N.

[ ] _lb] Déterminer les valeurs de n pour lesquelles on ait a, = 0[3].
[ 12l ] Soit p un nombre premier positif et supérieur strictement & 3.
] )@ Montrer que : 2r"'=1[p] ; 3*'=1[p] ; 6 '=1[p].
[_J[_I[b] Montrer que le nombre p divise le nombre a,_, .

[ Jle] Montrer que : (VqeP); 3neN) ; a,Aq=q.

’_O
\‘
Q1

’-O ’-O ’-O
0NN
o g la

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

[X][ [ ] Soit £, lafonction numérique définie sur l'intervalle [0,4+o[ par :
i) =x(1-Inx)" ; VneN* ; Vx>0
f,(0)=0 ; VneN*

L] Soit (e,) la courbe représentative de la fonction f dans un repére

orthonormé (0,1,7) avec : ||l = |[jll = 2cm.
050| [_I[x][@] Montrer que la fonction f, est continue en zéro.
0.25([ ][ ][b] Etudier la dérivabilité de la fonction f, & droite en zéro.
1,00/ [ ][ Jle] Calculer les limites : lim fiG) 5 lim f(x) ngmflix) ; xlirfmfzix)
1,00 [_][2][ ] Etudier la monotonie des fonctions f, et f, .

’_O
N
o1

[ |[3][@] Etudier la position relative des courbes (G;) et (C,).
[ ][ Ib] Construire dans le repére (0,1,)) les courbes (G;) et (C,) .

)] Soit - F<x>==f(f1“))dt C wx<0

1+ t2

’_C)
al
o

0,50 [ J[z][@a] Montrer que la fonction F est dérivable sur ]—,0[ et que:

: (x — 1e*
Vx<O0 ; F (X) = 1-*-7
025/ [ ][ I[b] En déduire le sens des variations de la fonction F sur ]—,0] .
1! 1!
025/ [ |[2][@] Montrer que : Vx<0 ; fj i) dt < F(x) < 1+er] fi(e) dt
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025/ [ ][ ]b] Soit la fonction suivante : h(x) = x2 (Z_lnTx)
[ [ ] Montrer que la fonction h est une primitive de f; sur ]0,+ool.
1
3
0.25/[ ][ ][e] Montrer que : lim j fl(t)dt=z

0.25/[ 3] ] On suppose que lim F(x)=¢eR. Monfrer que :

ol w
IA
)
IA
AW

T [ | Soit : un=jefn(x)dx i VneN
1

’_O
a1
(=)

[ J[x][@] Montrer que : vn>1 ; u,>0.

’p
a1
o

[ ][ Ib] Déterminer le signe de la quantité f,.,(x) — f,(x) sur lintervalle [1,e]

[ L ]l€] Montrer que @ vn=1 ; 1wy =u,.

’_O
N
U1

’_O
N
U1

[ L[] Montrer que la suite (u,),s; est convergente.

-1 m+1
[ [2][a] Montrer que : vn=>1 ; un+1=7+( . )un

’_O
a1
(=)

050/ [ ][ ]b] Soit A I'aire du domaine plan délimité par les courbes
(€)) et (G,) et par les droites d'équations x=1 et x=e.

[ 1] Calculer A4 en cm?.

1 1
075 [ ][3][@] Montrer que : vn>2 ; <u, <
n+1 n—1
0,50( [ ][ ][b] Calculer les limites suivantes : lim(nw,) ;  lim(u,)
noo noo

[ ][4l ] Soit (v,),.n lasuite numérique définie ainsi :

-1 n+1 i
vn+1=7+( > )vn ; VneN
V1 =a ; a¢u1
025/ [ [ J[al Soit : d,=|v,—u,| ; neN*.
n!
050/ [ [ |[b] Montrer que : vn=1 ; dn:<w)d1
n!
025|[ ][ J[e] Montrer que : vn=2 ; ?23("‘2)

025/ [ ][ ][d] Montrer que : lim(d,) = 4

025/ [ |[ Jle] En déduire que la suite (v,),» est divergente.

Propositions de correction - 2009 Normale - 2BAC-SM - Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2020 - La page 080



* %k

ya

Epreuve de Maths Fame Examen National du

Filieres : SMA - SMB BACCALAUREAT
——coeffiCient 5 9 Ministéve h;;:m;n /\’aaanale %Mion Rattra age
Durée : 4 heures De o Fammaton probesionneli Juillet 2009

& de la Recherche sclentifigue

’-o ’p
a1 N
(=24

’p
N
a1

’p
N
a1

’_O
a1
o

’-o ’-o
~N N
o1 o

B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)

[ [ ] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1xg=1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (g g) s = ((1) (1))

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

0 soit = v={M@bn=(2 %) @hert}.

4b

[ J[Z][ ] Montrer que V est un sous-espace vectoriel de (M,(R),+,) puis
donnerune base de cet espace vectoriel V.

[ J[2][@] Montrer que V est une partie stable de (M, (R), X) .
[ ][ I[B] Montrer que (V,+,x) est un anneau unitaire et commutatif.

[_I[3][a] Calculer : M(% ; __1) xM(l 1)

4 24
[ Ib] L'anneau (V,+,x) estil un corps ?

[_|[4][a] Montrer que : X = (4ab Z) eV = X?-2aX+(a’-4b¥)I=0¢6

[ [ b] On suppose que a%—4b% 0 Montrer que X est inversible dans V.
B Exercice Numéro 2 : (04,00 points)

[ L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ¥).
L&l ] Soit @ (E): z2—2u+1—-dz+2u>—4i=0 ; ueC\{(1—-10}
[ [ I[a] Développer puis réduire le nombre complexe (iu—1-—1i)?.
[ ] _lb] Résoudre ainsi I'équation (E) dans I'ensemble des complexes.
[ J[2][ ] Soient : A((Q+Du—-2i) ; B(A-Du+2) ; U@w) ; Q2-20).
[ L] Soit I le milieu du segment [AB] et t la translation définie ainsi:
t=ty : (P) — (P)
U — 1
[ J[a] Déterminer : aff() ; aff(Ww).
[ [ [ ] Soit R la rotation définie ainsi :

R=R(Q,_7n) . (P) — (P)

M(z) — M (Z)
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’VO
al
(=)

[ [ I[b] Montrer que : R(4) =B.
[ [ ]le] En déduire que les droites (AB) et () sont perpendiculaires.
[ ][ Jld] Etablir un programme de construction des points A et B depuis U.

[ 3[ ] Soit: u=a(l+i)—-2i ; aeR.
[ L [a] Calculer aff(AU) ; aff(AB) en fonction du nombre réel a .

’-O ’-O
~ |0
o1 O

’-O ’-O
al al
(=) (=)

[ ] lb] En déduire que les points A ; B ; U sont colinéaires.

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ L ][] Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 4.

[ )] On dispose de trois urnes : U; ; U, ; Us.

U] L'urne U; contient une boule rouge et (n—1) boules noires.

(I L'urne U, contient une boule rouge et (n—2) boules noires.
L'urne U; contient une boule rouge et (n—3) boules noires.

[ ][] On désigne au hasard une urne puis on tire au hasard et
spontanément deux boules de cette urne. Soit X la variable
aléatoire qui prend le nombre de boules rouges firées.

050([ J[Z][ ] Déterminer les valeurs possibles que cette variable peut prendre.

050| [ |[z][@] Montrer que : p[X =2]= ﬁ
_ o 4(3n—7)
050| [ ][ I[b] Montrer que : p[x =1] = I =)

075/ [ ][ J[e] En déduire la loi de probabilité de cette variables aléatoires.

075/ ][3][ ] Quelle est la probabilité d'un tirage de l'urne U; sachant que les
deux boules tirées sont blanches.

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

(@[ ][] Soit g la fonction numérique définie sur R ainsi
gx)=21-e™)—x

1,00{ [ J[®][ ] Etudier la monotonie de g puis dresser son tableau de variations.

[ |[2][@a] Montrerque : 3! aelln4;n6[ ; gla)=0.

[ ][ ][] Etudier le signe de g(x) sur RT.

[ I3[ ] Soit (u,),.n lasuite numérique définie ainsi :

’-o ’p
(8) al
(=) o

Uyp1 =2(1—e7¥) ;  VneN

u0=1
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050 [ ][ ][@] Montrer que : (vneN) ; 1<u,<a.
025/ [ ][ I[b] Montrer que : (vneN) ; u,.q —u, = g(u,) .
025/ [ ][ ][€] Montrer que la suite (u,),.y €St une suite strictement croissante.
050 [ ][ ][d] Montrer que la suite (u,),.y €5t convergente puis donner sa limite.
EI[ [ ] Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle 10, +oo[ par :
1—e*
fx) = "
LI 0] soit (6) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,%,7) avec : il = |ljll = 2cm. )
. . _ fx
100 [_J[Z]] Calculer les limites suivantes @ lim f(x) 5 lim f(x) Jim —=
, g 1
050 [ |[2][al] Vérifier que : f(a) = ——
ala —2)
075/ [ | ]lb] Montrer que : vx>0 ; f(x) = ¢ g3(x)
X
Puis dresser le tableau de variations de lafonction f .
050 [_I[3][ ] Tracer la courbe (€) dans le repére (0,1)) .
050/ MME ][ ] On considére la fonction définie ainsi
2x 1— et
F(x)=] ( > )dt ;o Vx>0
t
X
F(0)=—1In2
2x __ 1 eX —1 2x et
050| [ J[x][@] Montrer que : Vx>0 ; F(x)=<e o >—( ” )—f <T>dt
2x et
050/ [ ][ |[b] Montrer que : vx>0 ; exlnzsf <T)dt£e2xln2
2x et
050 [_][_][€] Calculer )}L%gj (7> dt  Puis monirer que F est continue en 0*
X
1 _ X
050[[ ][2][@] Montrer que : vx>0 ; F()< er
050[[ ][ ][] Calculer la limite suivante : lim F(x)
0.75| [ I[3][ ] Montrer que F est dérivable sur l'intervalle ]0,+w[ et que:
, —1 /e* — 1)?
Vx>0 ; F(x)=—(e )
2 X
0.25|[ ][4][@a Montrer que : (Vvx>0),3cel0,x[) ; F()—F() =7xezc
-1 F —F(0 -1
025/ [ ][ |[b] Montrer que : vx>0 ; TQZxSMST
X
025/ [ ][ ][€] En déduire que F est dérivable & droite en zéro et F;(0) :_71.
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’p
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o

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

[T ][ ] Soit : axb=er@h® . vg phel=1]0+00f.

[ [Z][ ] Montrer que la loi * est commutative et associative sur I.

[ ]2][ ] Montrer que la loi * admet un élément neutre & sur I.

[ I[3][@] Montrer que (I\{1}; *) est un groupe commutatif.

[ 1 _lb] Montrer que 11,4+o[ est un sous-groupe du groupe (I\{1}; *).
[ ]l[4][@] Montrer que la loi * est distributive par rapport & x .

[ [ I[b] Montrer que (I,x,x) est un corps commutatif.

1 1 -2
Em[Z] | Calculer : 4% ; 43 ; avec A=<—1 -1 2).

-2 -2 0
[ 2] ] En déduire que la matrice A4 n’est pas inversible.

B Exercice Numéro 2 : (04,00 points)

] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, v).
[ _J[z][a] Déterminer les racines carrées du nombres complexe (3 + 4i).

[ ][] Résoudre dans C I'équation (E) : 4z°-10iz—7—-i=0.

[ ][2][ ] Soient : A(a) ; B(b) ; avec solution(E) ={a;b} et Re(a)<O0.

[ I[@] vérifier que b_ 1—i
a
[ [ ]lb] En déduire que AOB est un triangle rectangle et isocéle en A.
[ 3] ] Soient : ¢c(c) ; D@ ; L&) ; c+#a
[ ][ ][] Soit la rotation :R(C; %) et la translation tg; .

[ [ _J[a] Déterminer ¢ en fonction de d sachant que D =R(B).
[ [ I[b] Déterminer ¢ en fonction de ¢ sachant que L =t(D).

. £ —
[ ][ _][e] Donner sous la forme algébrique, le nombre complexe ( C)
a—=~c¢

[ ]id] En déduire la nature du triangle ACL .
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B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

075/ [ J[Z][ ] Déterminer les entiers naturels m pourlesquels on ait : m? +1=0[5]
[ J2] ] Soient : peP ; p=3+4k ; keN et n 4+1=0[p] ; neN.
L] [@&] Vvérifier que : (n?)#+l=—11p].

[ _Ib] Montrer que les nombres n et p sont premiers entre eux.

[ [ Jle] En déduire que : @®m»)**1 =11p].

[ ]d] Montrer qu'il n'existerait jamais un neN tel que : n*+1=0]p].

al al ~ al
(=) (=) o1 o

B Exercice Numéro 4 : (05,50 points)

[X][_I ] Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle [0, +o[ par :
f(x) = 4x e~
L] Soit () la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,7,7) avec : |7l = |Ijll = 2cm.
075/ [ J[x][ ] Etudier la monotonie de la fonction f sur l'intervalle [0,+oo[ puis
dresser son tableau de variations. Calculer la limite  lim f(x)

050([ |[2][ | Déterminer une équation pour la demi-droite tangente & () en O .
1

050| [ ][3][@] Calculer l'intégrale suivante : a:jf(x)dx
0

050([ |[ I[b] Soit A4 I'aire du domaine plan délimité par la courbe (€) et par
les axes des abscisses et des ordonnées et par la droite
d'équation x =1. Calculer A en cm?2.

050/ [ _J[ | Soit £, lafonction numérique définie sur l'intervalle [0,4+o[ par :
i) =4x"e™ ; neN ; nx2

[[Z][@] Montrer que : vx>1 ; e* <e*.

[ ][ ][b] En déduire la limite suivante : lim f,(x)

X —+0c0

’-o ’p
($) al
(=) o

050([_J[2][ ] Etudier la monotonie de la fonction f, sur lintervalle [0, +oo] .
050/ [ |[3] ] Montrer que : Ftu,e101] ; f,(u,)=1.

050|[_|[4][@] Vérifier que : vn=2 ; fo.a(w)=u,.

050 ][ I[b] Montrer que la suite (u,),s; est croissante et qu’elle converge.
050([ |[8][a] Montrer que : 0 < 171?01(%) <1

050|[ ][ I[b] Montrer que : vn=0 ; #<ln(un) <%—ln74

050|[ ][ J[e] En déduire que : lrilgl(un) =1
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B Exercice Numéro 5 : (04,00 points)

[ L[] Soit F lafonction numérique définie sur R* par :

2x 1
F(X) = L mdt

[ [Z][ ] Montrer que la fonction F est impaire.
x 1
D@D On pose : ¢(x) =J1 mdt ; Vx>0

L)@ veérifier que @ vx>0 ; F(x)=¢2x)—ek).
[ 1lb] Montrer que F est dérivable sur 10,+o[ puis calculer F'(x) ; x>0

[ ][ Jle] En déduire le sens des variations de la fonction F sur ]0,4oo[ .

[ I3][a] Montrer que : (vx>0),3celx;2x[) ; Fk) = __*
In(1 + c?)
X X
E =dui : ; -
[ [ ]lb] En déduire que Vx>0 ; n T 450 <F(x) < N

[ ][ ][e] Calculer les limites suivantes :  lim

X—400

F
X x—0Tt x>+

[ L id] Vérifier que : F (Vez_ 1) > \/ez_ ! ; F(WVe—-1)<+ve-—-1

[ ][ ][e] En déduire que F(x) =x admet une seule solution dans ]0,4oo[
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al (8] ~
o (=) ol

’_O
\‘
o1

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)
[ ][ 1[ | Rappel: (R, +,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1x =1.

0 0 O 1
(M5(R), +,x) est un anneau unitaire : 8 = (0 0 O) ; I=10
0 0 O 0

O = O

— o O
N——

(M5(R), +,-) est un R-espace vectoriel.

L] soit E={M(x)=<91c (1) 8) ; xe]R}
x2 2x 1

L] Soit F={M(lnx)eE ; x>0}
] Soit 'application définie ainsi : ¢ : (R,+) +— (E,X)

x — M(x)
[ [Z][ ] Montrer que E est une partie stable de (M5(R),x).
[ J[z][@] Montrer que I'application est un isomorphisme.
[ I[b] En déduire que (E,x) est un groupe commutatif.
[ ][ Jle] Déterminer M~'(x) I'inverse de la matrice M(x) pour tout réel x.
[ [ |ld] Résoudre dans E I'équation A°X =B avec A=M(2) ; B=M(12)

[ I3[ ] Montrer que F est un sous-groupe de (E,x).

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, 7).
[ J[Z][ ] Soit : (E): z*—4iz—-2+2iV3=0 ; zeC.

[ ][ ][a] Vérifier que a=1+i(2—+3) est une solution de I'équation (E).
[ ][ I[b] En déduire b la deuxiéme solution de I'équation (E) .

[ ][2][a] Montrer que : a? = 4(2 —ﬁ)e%.

[ 1 _I[b] Ecrire a sous la forme exponentielle ou trigonométrique.

(@[] Soient : A(a) ; B®) ; €l ; c=2i+2e7.
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[ ][] Soit (I) le cercle de centre Q et [AB] est I'un de ces diametres.
[ ][a] Déterminer w = aff(Q).
[ Ib] Montrer que : 0e(@ et Ce(T) .

050|[ ][ ]le] Montrer que : (C_Z) € iR
C —

’-O ’-O
al al
(=) (=)

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ [ ] Une urne contient 10 boules blanches et deux boules rouges. On
tire au hasard et successivement une aprés |'autre toutes les
boules sans remise jusqu’'a l'obtention pour la premiere fois d'une
boule blanche puis on s'arréte. Soit X la variable aléatoire qui
prend le nombre total de boules tirées.

’_(D
a1
o

[ J[z][@] Déterminer I'ensemble des valeurs possibles de X .
[ ] _Ib] Déterminer les valeurs possibles de X .
[ ] ][e] Calculer la probabilité suivante : p[X =1].

[ ]ld] Montrer que : plX =2] = >

’-O ’-O
g1 g
o 1O

0,25
33
050 [ J[_J[e] Calculer la probabilité suivante : p[X = 3].
13
025/ [ ][2][@] Montrer que : E(X) ==

050|[ ][ ][b] Calculer E(X2?) puis en déduire V(X).

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

[X][ [ ] Soit f lafonction numérique définie sur l'intervalle I =1[0,1] par :

1 .
1-In(1—-x) '’

flx) =

0<x<1

f()=0

L U] Soit () la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,%,7) avec : |lill = ljll = 2cm.

0.50| [_J[®][_] Montrer que la fonction f est continue & gauche en 1.

0,50| [_|[2][ | Etudier la dérivabilité de la fonction f sur I puis dresser le tableau.

0.25|[ |[3][@] Montrer que (€) admet un point d'inflexion d'abscisse : %
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[ ] _lb] Tracer la courbe (€) et la demi-droite tangente en 0.

[ ][4l ] Montrer que : 3lael ; fla)=a.

[ 1[8][ ] Montrer que la fonction f est une bijection de I vers I Iui méme.
| /6] ] Donner I'expression de la fonction inverse f~1(y) ; yel.
X [ ] On considére la suite définie ainsi

1
In=Jt”f(t)dt ;. VneN
0

[ [Z][ ] Montrer que la suite (I,),.y est décroissante puis qu’elle converge.

1
n+1

[ J[_1[b] En déduire la limite de la suite (I,)ne -

@ || | Pour xeJ=[01] et neN , on pose:

[ |[2][a] Montrer que : (vneN) ; 0<I <

E()=| tf®dt ;  E(0) = d
) fotf(t) t 0 ]Of(o t
S, (x) = sz(X) ; F(x) =f <%> dt
k=0 0
X tn+1f(x)
[ J[Z][ ] Montrerque : (vneN); (vxeJ) : F(x)—S,(x) :] <?> dt
0

[ ][2][@] Montfrer que la fonction x — (1 —x)(1—1In(1—x)) est strictement
décroissante sur l'intervalle J .

Ji)

[ ][ I[b] En déduire que la fonction t — est croissante pour tout t
de l'intervalle [0,x] et Vxe].

1 1
[ I[3][@] Montrer que : (vneN),(vxe/) ; 0<F(x)—S,(x) S( )( )
n+2/\1—-x
[ [ ][] En déduire que : (vxe)) ; lim S, (x) = F(x)
| |l4][@] Déterminer F(x) en fonction de x de lintervalle J .

[ ][ _b] Déterminer ainsi la limite suivante : lim F(x)
xX—
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B Exercice Numéro 1 : (04,50 points)

[ 1 [ ] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1z =

1
0 0 O
(M5(R), +,%X) est un anneau unitaire : 9=<0 0 0) ; 1=<
0 0 O
(M5(R), +,) est un R-espace vectoriel.
/x/i V2
\/—

0)

| 2 |

(X[ ][] 1% partie : Soit A=]| 3 |
— —= 0
\z 2

0 0 1

[ ][] On pose : (vneN) ; A"l =A"xA ; A’=AxA.

[ )z ] Montrer que : (VkeN) ; A% =7].

[ ][2][ ] Montrer que la matrice A est inversible puis déterminer A1 .

LI ] on pose : Vx,yela,+o[=1 : xxy=kx—-a)y—a)+a ; aeR:.
@I z][@a] Montrer que * est une loi de composition interne sur I .

A=1 ; Al=4

’p
a1
o

’p ’-o
[Sa (%!
[ (=)

’p ’-o
al a1
o o

[ ][ _IIb] Montrer que la loi * est associative et commutative sur 1.

’_O
a1
o

[ [ lle] Montrer que (I,x) admet un élément neutre qu'on déterminera.

’_O
a1
o

[ Jiz][a] Montrer que I'ensemble (I,+) est un groupe commutatif.

[ [3][ ] On considére I'application définie ainsi : ¢ : Ux) +— (RL,x)
1

X—a

X —

050/ [ ][ J[@] Montrer que ¢ est un isomorphisme de (I,%) vers (R%,x).

050 [ ][ |[b] Résoudre dans C I'équation x® =a3+a avec x® =xsxx*x.
B Exercice Numéro 2 : (02,50 points)
L] Soit @ N =111+ 1 eN.

2010 fois le 1

[ J[&][ ] Montrer que N est divisible par le nombre 11 .
[ |[2][@a] Vérifier que 2011 est un nombre premier et que : 102010 —1 =9N .

’-o ’p
~l N
a1 a1

050 [ [ ][b] Montrer que 2011 divise le nombre 9N .
050 [ ][ Ile] En déduire que 2011 divise le nombre N .
050/ [ |[3][ ] Montrer que le nombre N est divisible par 22121.
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’Vo ’p
al a1
(=) o

’_O
N
U1

a1 a1 N
(=) o U1

a N N
o o1 o1

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

X[ ][ ] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ).
Soit : (E,): zZ2+[(1-iDm—-4]z—im*>-2(1—-i)m+4=0 ; mzeC

[ [x][ ] Vérifier que z; =2—-m est une solution de I'équation (E,,).

[ l2][a] Montrer I'équivalence : zz,=1 < im*+2(1-i)m—-3=0.

[ ] _llb] Déterminer les valeurs de m pour lesquelles on ait : zz, =1.

I [ ] On considére I'application S et la rotation R définies ainsi

S i (P) — (P) ye(ﬂ,%) L P o~ (@)

M(z) — M (Z) M(z) — M (z")
] Avec : Z=—-@-D+1 ; aff()=1+i ; aff(E)=1.
[ J[z][a] Montrer que S est la symétrie centrale de centre E .
[ ][ I[b] Montrer I'égalité suivante : z' =iz+2.
[ [2][a] Quelle est la nature du triangle AM'M" .
[ [ I[b] Déterminer I'ensemble des points M(z) pour lesquels les points

n

M ; M ; Q ; A soient des points cocycliques.

B Exercice Numéro 4 : (06,00 points)

[X][ ][] Soit f lafonction numérique définie sur D =[0,1[U]1,4+o[ par :
X

f(x)zm ;o x#0

f0) =0

L] Soit (€) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,7,j) avec : |7l = |Ijll = 2¢cm.

L] Soit : (E) : e*=x" ; mneN*.
[ ®Z] ] Montrer que : Vxe]01[u]l, 4] ; n=f(x) & xesolutions(E)
[_][2][ ] Montrer que la fonction f est dérivable & droite en zéro.
[ l3][ ] Calculer les limites suivantes

lim f() 5 lim fG) 5 lim f(x) 5 lim <Lx)>

X —>+00 X
[ 4] ] Etudier la monotonie de la fonction f sur [0,1] et ]1,+o[ puis
dresser son tableau de variations.

[ 18] ] Montrer que (€¢) admet un point d'inflexion qu’on déterminera.
[ J[e][ ] Tracer la courbe (€¢) dans le repére (0,17 .
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050

’-o ’-o
(SR (%]
o O

’_O
al
o

’p ’-o
a1 a1
o o

’_O
a1
o

[ 7l ] Montrer que I'équation (E) admet exactement deux solutions
a, ; b, dans le cas ou n=>3 et tels que : 1<a,<e<bh,.

Im[x][ | Montrer que (vn=>3) ; b, =>n. En déduire que (b,),s3 converge

[ l[2][a] Montrer que (a,),s; est décroissante et qu'elle est convergente.
1

[ ][ Ilb] Montrer que : vn>=3 £<ln(an) <%

] 0] Puis En déduire que la suite (a,),s3 est convergente.
[ [ lle] Montrer que : lim(a,)" = e

B Exercice Numéro 5 : (03,50 points)

L] Soit F lafonction numérique définie sur I'intervalle [0,+o[ par :

X
F(x) = e‘xzj e~t’ dt
0

[ J[x][@] Montrer que : Vx>0 ; 0<F(x)<xe™ .

[ b] Montrer que : vx>1 ; e* <e*. En déduire la limite Jim F(x)

[ ]2][ ] Montrer que F est dérivable sur l'intervalle [0,+o[ puis que
Vx>0 ; F(x)=e* —2xF(x)

[ 3] ] Soit G lafonction numérique définie sur I'intervalle [0%] par :

G(x) = F(tanx) ; xiz

2
L 6(5)=0

[ I _J[@] Montrer que la fonction G est continue & gauche en %

[ ][ _][B] Montfrer que : 3lcel0,+o[ ; F(c)=0 ; F(c)z(%)e‘zc2

x2

e ’
(4] soit : vx>o0 H(x)=<E>F(x)
[ [ I[@] Montrer que la fonction H est strictement décroissante sur 10, +oo[.
[ I _llb] Montrer que le nombre ¢ est unique dans l'intervalle ]0,+oof .

[ [ lle] Puis dresser le tableau de variations de la fonction F.
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B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

[ ][] ] Soit I'application définie ainsi

_ xy
Cxy+ (-1 -y)

Vx,yelol[=1 ; xxy

’p
a1
o

[ J[z][@a] Montrer que x est une loi de composition interne sur I .

’p
a1
o

[ [ I[b] Montrer que la loi * est commutative et associative sur I .

’_O
a1
o

[ Jle] Montrer que (I,x) admet un élément neutre qu’on déterminera.

’p
a1
o

[ li2][ ] Montrer que (I,x) est un groupe commutatif.

. 1
[ 3] ] Soient : K={2n_|_1 ; neZ} ;0 H={2" ; neZ}

’_O
a1
o

[ [ J[@] Montrer que H est un sous-groupe du groupe (R%,X) .
[ [ I[b] Soit I'application définie ainsi

’_O
a1
o

e + (Hx) — Ux*)
1
1+ x

X —

[ L[] Montrer que I'application ¢ est un homomorphisme .
050 [ ][ J[e] En déduire que (K,x) est un sous-groupe du groupe (I,*) .

B Exercice Numéro 2 : (02,50 points)

[ J[&][ ] Soit x un entier naturel qui vérifie la congruence 10* = 2[19].
[ L [@a] Vérifier que : 10t =1[19].

[ ][ ][b] Montrer que : 10 =119].

[ J[2][@a] Montrer que : 109=1[19] ; d=18A(x+1).

[ ][ Ilb] Montrer que : d=18.

050 [ ][ Jle] En déduire que : x=17][18].

’_O
N
o1

’p ’-o
~ a
a1 o

’p
al
o
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B Exercice Numéro 3 : (04,00 points)

T[] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, 7).
LI Soit @ (B) + 22— (42022 +3(1+D)z—101+i)=0 ; zeC.

050/ [ J[x][ ] Montrer que le nombre —2i est une solution de I'équation (E).
050| [ |[2][ ] Déterminer les nombres complexes a et B qui Vvérifient

23— (1+20)2°+31+)z—-101+) =Z+20)(Z*>+az+p)
050|[_|[3][@] Déterminer les racines carrées du nombre complexe 5 — 12i .
050 [ ][ ][b] Résoudre dans I'ensemble € I'équation (E) .

mE[ || ] Soient : a=-14+3i ; b=-2i ; c=2+i

[ ][] Soient : 4@ ; BMB) ; Ccl) ; M@©2

050| [ J[Z][ ] Montrer que ABC est un triangle rectangle et isocéle en C
[ ][2][ ] Soient les rotations suivantes : R1=r(B; g) i Ry =r(A; _Sﬂ)

L] Soient = My=R, M) 5 My=R,(M) ; M(z)) ; M(z) .
050| [ J[@] Vérifier que I'écriture algébrique de larotation R, est donnée par:
1+iv3
Z1=< Zl\/_>z—\/§—i

050[[ [ ][b] Déterminer z, en fonction de z.
050 [ ][ Jle] En déduire que I = milieu[M;M,] est un point fixe (invariant).

B Exercice Numéro 4 : (06,00 points)

] Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle 10, +oo[ par :

f(x) =x+Inx

L0 Soit (©) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,7,7) avec : ||l = lljll = 1cm.

1,00/ [ J[®][ ] Calculer chacune des limites ainsi proposées

X —+o0 X —+o0

lim f(x) ; lim (@) ; )}Lrél_f(x) ; xl_i)rlloo(f(x)—x)

050|[_J[2][@] Dresser le tableau de variations de la fonction f .

050 [ [ ][b] Montrer que f est une bijection de 10,4 vers J & déterminer.
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025 [ ][ |[€] Puis dresser le tableau de variations de la fonction inverse f1.
0,50| [ |[3][ ] Tracer les courbes (€) et (¢~) dans le repére (0,1)).

a1

’_O
al
(=)

e+1
[_l[4)[a] Calculer l'intégrale suivante : f £1(x) dx
1

’p
a1
o

[ ][ I[b] Calculer A I'aire du domaine plan délimité par la courbe (€™1)
et par les droites d’équations : x=1 ; x=e+1 ; y=x.

’p
N
U1

[ _l[s][a] Montrer que (E) : x+1Inx =n admet une seule solution x, ; vn >0

’p
a1
o

[ ][ _llb] Déterminer la valeur numériqgue de la solution x; .

(][] Puis montrer que : limx, = 4+

noo

050/ [ ][®][@a] Montrer que : (VneN*) ; f(x,) <f(n).
] Puis En déduire que : (vneN*) ; x,<n.

050 [_][_][b] Montrer que : (vneN*) ; n—Inn<x, .

X, x,—n
050/ [ ][ Ile] Calculer les limites suivantes : lim(n—lnn) ; hm( n )

noo noo n

B Exercice Numéro 5 : (04,00 points)

[ I 0] Soit £, lafonction numérique définie sur R par
O P i
fn(x) = x5 n

050[[ J[Z][ ] Montrer que : vn=2, A a,el01] : f,(a,)=0.

075/ [ (2] ] Montrer que la suite (a,),s; est décroissante puis qu’elle converge.
L g 1 t"
050/ [|[3][al Vérifier que : (vt#1) : 1+t+t2+---+t"‘1=1—_t—1_t
050 [ ][ ][b] En déduire la démonstration de I'égalité suivante
(@) (a,)’ ()" oot
= — — — dt
a, + 5 + 3 + e+ - In(1-a,) J; (1—t)
an tn
075 [_J[4][@] Montrer que @ 1+In(1-a,) = _f (1 t) dt
. —
050 [ ][ ][b] Montrer que : vn=2 : 0<fan( i )dt< !
= ue s vm=a s 0= U T Da -y

050/ [ ][ Jle] En déduire que : lim(a,) =1-e?
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B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)
[I][ | ] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1g = 1.

0 0 O 1 0 O
(M5(R), +,x) est un anneau unitaire : 6=(0 0 0] ; I={0 1 0

(M5(R), +,-) est un R-espace vectoriel.

L] Soit @ vx,yell,4o[==1 ; a*xb=+a?b?—a?—b%+2

[ [ ] On considere I'application définie ainsi : ¢ : (RLX) —  (I,%)

N 0 0 x — VJx+1
(L] Onpose : A=| 5 _, _4
0 1 1

’p
-
ol

[ J[Z][ ] Calculer chacune des expressions suivantes : (I—A4) ; A%.

’p
al
o

[ J[2][ ] En déduire que la matrice 4 est inversible puis donner son inverse.
EM[x] | Vérifier que : V(¥ eR? ; x2y?—x2—y242=(2-1DH*-1)+1
[ 2] ] Montrer que * est une loi de composition interne sur I'ensemble 1.

a1 a1 N
o o a1

[ I3][@] Montrer que I'application ¢ est un isomorphisme.
[ 1 _lb] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (I,%) .

[ [ Jle] Montrer que T ={\/1+2m ; meZ} est un sous-groupe de (I,%) .

’p
N
a1

’_O
~
a1

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

[ U] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, %).
I ][ ]Soit : (E) : iz2+Q-Daz-1+a’?=0 ; aeC ; zeC.

075/ [ J[x][ ] Résoudre dans C I'’équation (E) .
025 [ |[2][@] Vérifier que : zz, =a?(i—1).
. . -3
050 [ ][ ][] Montrer I'équivalence suivante : arg(a) ETT[ [g] & zz,eR

@] || ] Soient : A1) ; B@(i+1) ; C() ; D(c) ; M(z) ; ceR*; zeC*.

050 [ ][x][@a] Montrer que : (ic+1)z+ (ic—1)Z=2ic < M;A;D sont colinéaires
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050([ [ ][b] Montrer que : (ic+1)z—(ic—1)2=0 < (4D) 1 (OM)
[ J[2][ ] Soit H(R) le projeté orthogonal du point 0 sur la droite (4D) .

075/ [ ][ J[a] Montrer que : h—(1+i) = %(h— C)
[ ][ I[b] En déduire que les droites (CH) et (BH) sont perpendiculaires.
B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ x][ ]Soit : (E): 143x—195y =52 ; (x,y)€eZ?
050| [ ][ J[@] Déterminer 195 A 143, Puis en déduire que (E) est solvable.

’p
N
U1

’p
-
ol

[ [ I[b] Résoudre (E) sachant que (—1; —1) est une solution particuliére.

’_O
a1
(=)

[ ][2][ ] Montrer que : (VkeN) ; n*=1[5] ; neN* ; nA5=1.
3] ] Soit : (x,y)eN* ; x=yl4].

[ ][ I[@] Montrer que : (vneN*) ; n* =n’[5].

[ ][ _]Ib] En déduire que : (vneN*) ; n* =n”[10].

025 [ ][4][ ] Soit (x,y) une solution de (E) dans N?*, Monfrer que les nombres
n* et n¥ ont le méme chiffre d'unités dans le systeme décimal.

’p
a1
o

’_O
a1
(=)

B Exercice Numéro 4 : (05,50 points)

LU0 soit £, la fonction numérique définie sur R par :

X

o
fu(x) =x+ ;. neN*
n
LI ] Soit (6,) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : il = |ljll = 2cm.
050/ [ ][] ] Calculer les limites suivantes :  lim £i(x) et  lim f(x)
050/ [ J[z][@] Etudier les branches infinies de la courbe (C,).

’_O
a
o

[ J_][b] Montrerque : (D) : y =x est une asymptote oblique de (C,) en + o
[ L[] Puis Déterminer la position relative des courbes (¢,) et (D).

’_O
~
1

[_I[3][ ] Etudier la monotonie de la fonction f, puis dresser le tableau.
[ Jl4][ ] Tracer la courbe (G3) dans le repére (0,17) .

’p
al
o

e
025 [ ][8][@] Montrer I'implication suivante : n>=3 = —~<Inn
1,00/ [ ][ ][b] Montrer que I'équation f,(x) =0 admet exactement deux
solufions  x, et y, felles que : —<y, <0 ; x,<-Ilnn,
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050| [ ][ Jle] Calculer les limites suivantes : lim(y,) ; lim(x,)

[ ]l6][ ] Soit g lafonction numérique définie sur I'intervalle [0, +o[ par :
{g(x)=—1—xlnx ;o Vx>0

g(0) =-1
025/ [ ][ _J[@l Montrer que la fonction g est confinue & droite en zéro.

-1 1
050([ ][ ][b] Vérifier que : vn=3 ; g(—) nn

Xn Xn

Inn
025/ [ ] [e] En déduire lalimite suivante : 1im( )

noo xn

B Exercice Numéro 5 : (04,50 points)

[ L ][] Soit F lafonction numérique définie sur 'intervalle [0,1] par :

1 In(1+ 2x
F(x) =——(—2) ;. Vxel0,1]
X 2x

1 1
< <1
1+2x  1+2t

025/ [ J[x][ ] Montrer que : vxe[01] ; Vtel0,x]

2 (" t
050|[ |[2][@] Montrer que :  v=xel01] : F(x) =Ff ( )dt
0

<F(x)<1

0,75
075 [ ][ ][] Montrer que T2 xS

[ L[] puis En déduire que F est continue & droite en zéro .

2

X2t X x t \2
0,75 Montrer e Al ( ) = 2] ( )
075 [Ia]] av vxelol] fo 1120 1) U ¢

’ _4 x t 2
050| [ [4)[a] Montrer que : Vxelol] ; F(x)=— ( ) dt
% )y \1+2¢

_4 ,
: . —< <—
075/ [ |[ I[b] Montrer que : Vvxe]0,1] ; 3 < F(x)< 305 207

075/ [ ][ lle] Montrer que : Vvxelo,1] ; ;S (F(x) ;F(O)) < - ;42)6)2

0,25/ [ ][ ][d] En déduire que F est dérivable & droite en zéro puis donner F,(0) .
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B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)
[ [ [ ] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1x=1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) c = ((1) (1))

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

(I soit B={MGo=(F 207D) 5 xew}

0 1
OO soit #={ (3" #7,7%) 5 nez}.

[ L[] Soit I'application définie ainsi : ¢ : (R*X) +— (E,X)
x — M(x)
@) soit : atb={a+vb—1)" ; Va,bel:=[1,+]

[ [Z][ ] Montrer que L est une loi de composition interne sur I .

’-o ’p
a1 al
o o

[ 2] ] Montrer que la loi L est commutative et associative sur I .

’_O
N
o1

[ [3][ ] Montrer que la loi L admet un élément neutre qu'on déterminera
EE[1][ ] Montrer que E est une partie stable dans (M, (R),x) .
[ [z][@] Montrer que I'application ¢ est un isomorphisme.

a a1 a1
o o o

[ ] _lb] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (E,x) .

’p
~
ol

[ [ Jle] Montrer que H est un sous groupe de (E,X) .
B Exercice Numéro 2 : (04,50 points)

[I][_][] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ¥).

2 5
L] Soit « (E) - ZZ—4<1+§i)Z+§+4i=0 ; z€eC

2
050 [ J[z][@] Vérifier que le nombre z = 1+2i est une solution de (E).

075/ [ ][ _][b] Prouver que la deuxiéme solution est donnée par : z, =3z .
[ ][ ] On considére les points : A(a) ; B(b) ; Qw) ; Pp) ; ().
[ [ ] Soient : r:= Rotation (Q,g) ; P=r(A) ; B=rQ).

—im

075/ [ |[x][@] Montrer que : p=w+e%(a—w) ; gq=w+es3 (b—w).
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—e3 4in
050|[ ][ ][] Montrer que 1 e_m —e3
1—e3
— —_ 4im
050|[_][_][e] Montrer que : (p a) = (w a) e3
q—>b w—>b
w—a 2im
0.75|[ |[2][@] Montrer que : (w —b) =e3 = APQB est un parallélogramme
— 2im b —
075/ [ ][ ][] Montrer que : (w a) =e3 = arg( a) =2 2a]
w—D>b p— 2

[ L ][] Puis En déduire que APQB est un parallélogramme.

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

L] Soit @ (E): 49x—6y=1 ; (x,y)eZ?
L[ ]Soit : N=14+74+72+734+7%+... 4 72007

050| [ J[z][a] Vérifier que le nombre 503 est un nombre premier.
075/ [ ][ ][b] Montrer que : 7°°2=1[503] et 72008 =1[503].

’_(D
a1
o

[ l[2][ ] Résoudre (E) dans Z? sachant que (1,8) est une solution particuliére
[ I3][@a] Montrer que (72°°¢ N) est une solution de I'équation (E) .

[ lb] Montrer que : N=0[4] et N=0/[503].

[ ][ Jle] Montrer que N est divisible par 2012.

B Exercice Numéro 4 : (06,00 points)

[ I (& Bl
o O O

[ I 0] Soit g lafonction numérique définie sur 'intervalle [0, 4] par

gx) =In(1+x) — 1L+x

LU Soit £ lafonction numérique définie sur R par : f(x) = e* In(1 + e ™)

LU0 ] Soit (©) et (€¢) les courbes représentatives des fonctions f et — f
dans un repere orthonormé (0,1,j) avec : il = |ljll = 2cm.

050( [T][Z][ ] Etudier la monotonie de la fonction g sur I'intervalle [0, +oof .

’_C)
al
o

[ l[2][ ] En déduire le signe de g(x) sur l'intervalle [0,+4oo] .
m[x][ | Montrer que : lim fl=1 ; lim f(x)=0
[ 2] ] Montrer que : vxeR ; f(x)=e*gle™)

0,50| [ |[3][ ] Dresser le tableau des variations de la fonction f .

’_C)
al
o

’_O
(8}
(=)
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0,50|[_J[4][ ] Tracer les courbes (€) et (€") dans le repére (0,1]) .
050([ |[8][ ] Montrer que : Vxel-1,0[ ; 0<f (x)<g(e).
050|[ 6] ] Montrerque : FlaeR ; f(@)+a=0 e —-1<a<0.

a1

[ 7l ] On considére lasuite (u,),.y définie ainsi

Upp1 = —f(u,) ; VneN

Uy = 0
050([ ][ J[@] Montrer que : (vneN) ; -1<u, <0 .
050|[ ][ ][b] Montrer que : (vneN) ; |u,y; —al < g(@lu, —al .

’_O
al
o

[l ][€] En déduire que : (vneN) ; |u, —al < (g(e)" .
[ 1 ]id] Calculer lim(u,) sachantque : g(e) <06

’_O
al
o

B Exercice Numéro 5 : (02,50 points)

[ L ][] Soit F lafonction humérique définie sur l'intervalle 10,+o[ par :

= (2

X

’_(D
N
1

[ J[z][ ] Calculer I'intégrale F(1) .
[ ][2][@a] Montrer que F est dérivable sur ]0,+o[ puis calculer F'(x) ; Vx>0

[ ][ ][b] En déduireque : vx>0 ; F(x)=0 .
[ I3[ ] Montrer I'égalité suivante pour tout x dans ]0,+oo[

(8] (8] (8]
o o o

X Arctan(t)
—dt

F(x) = (Arctan (x) + Arctan (%)) Inx — ]1 n

X

1 T
0.25|[ ][4l ] Montrer que : Vx>0 ; Arctan (;) =E—Arctan(x)

* Arctan(t)
—dt

2
050/ |[8][ ] Montrer que : vx>0 ; Inx=- n
T

R
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Royaume du Mavoc

Examen National du

Filiéres : SMA - SMB BACCALAUREAT
coeHiCient = 9 Ministive de t:a;ton Nationale %SQSSiOH PriI'ICi ale
Durée : 4 heures De o Fatrmason profesiomeli Juin 2013

& de la Recherche scientifique

’p ’Vo
N (O]
[S20 (=)

’_O
a1
o

NN IN (NN (O]
[S 2 (S (SR (2 (S 0 (=)

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

[ 1] On rappelle que (Z,+,x) est un anneau commutatif et intégre.
0] on munit z par la loi = définie aqinsi
V(x,y)eZ? ; x*xy=x+y—2

[ J[z][@] Montrer que la loi * est commutative et associative.
[ ][ 1] Montrer que (Zx) admet un élément neutre qu’on déterminera.

[ ][ ][e] Montrer que (Z,x) est un groupe commutatif .
[ 2] ] On munit encore Z par la loi T définie ainsi

V(x,y)eZ?* ; xTy=xy—2x—2y+6
L] Soit I'application définie ainsi : f @ (Zx) — (Z1)

X — x+4+2

[ _J[@a] Montrer que I'application f est un isomorphisme.

[ [ Ib] Montrer que : VY (x,y,2)eZ® ; (x*y)Tz=((xTz)*(yTz)

[ 3] ] En déduire que (Z,x,7) est un anneau commutatif et unitaire.
[ ll4][@] Montrer que . xTy=2 & oubien x=2 ; oubien y=2

[ [ Ib] En déduire que 'anneau (Z,x,T) est un anneau intégre.
€] 'anneau (Z,*,T) o-t-il une structure de corps ?

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

[I]_][] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, v).
00 Soit = (B) : 222—=(3+iV3)az+(1+iV3)a’=0 ; zeC ; aeC
[ J[z][ ] Montrer que le discriminant de cette équation est (—1+i\/§)2 a’
[ ][2][ ] Résoudre dans € I'équation (E).

@[ [ ] Soient : A(a) ; B®) ; M(z) ; b= aes ; Ai(a)) 5 By(by).
(][] Soient : r = Rotation (Mg) . A, =7r"'4) ; B, =r(B).

[ [&][ ] Vérifier que le triangle 0AB est équilatéral.

[ |2][@a] Démontrer les égalités suivantes :

(1 V3 1 V3 _b_—l,\/§ 1 V3
a1—<§—17>a+<§+17>z ; 1—<—+L—)a+<§—17>z
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050( [ ][ |b] Montrer que le quadrilatere 0A;MB, est un parallélogramme.

’_O
al
(=)

zZ—b z—by a
Monftrer e . =—( ) — ;. M#B ; M+A
[ 3][a] qu  a ) %3 * *

075/ [ ][ I[b] Montrer que : {M; A;; B} colinéaires < {M; O;A;B} cocycliques
B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

00 soit = F={ nem{o1} ; 3"-2"=0[n] }

[ ][ ] Soient neF et p le plus petit nombre premier positif qui divise n
[ J[z][a] Montrer que 3" —2" =0[p] puis en déduire que p=>5.

[ [ ][b] Montrer que 2r~'=1[p] et que 3P 1=1[p].

[ I lle] Montrer que : 3(a,b)eZ? ; an—b(p—-1)=1.
[ ]id] Soit la division euclidienne : a=q(p—1)+r ; qeZ ; 0<r<p-1

LI ] Montrer que : 3keN* ; m=1+k(p—-1).
075/ [ J[2][ ] En déduire finalement que F =0 .

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

ere

7 partic
[ ][] Soit h la fonction numérique définie sur I'intervalle [1,+o[ par :

’_O
\‘
a1

’_(D
a1
o

’-O ’p
g1 (]
o o

x—1
h(x) = ;o Vx>1
xInx
h(1) =1
][] Soit (€) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : il = lljll = 2cm.

’_O
N
a1

[ _J[Z][@] Montrer que la fonction h est continue & droite en 1.
[ Jb] Montrer que : vx>1 ; Inx<x-—1.
[ L ][] Puis en déduire que h est décroissante sur 1, +oo] .

’_O
(8]
o

0,50| [ ][2][a@] Calculer Jim h(x) puis dresser le tableau de variations de h .
025/ [ | I[b] En déduire que : Vvx=1 ; 0<h(x)<1.
Soit g la fonction numérique deéfinie sur I'intervalle [1,+o[ par :

2
x 1
xX) = dt ;0 Vx>1
gx) fx\/flnt

g(1) =1In2

[ ] Soit (©) la courbe représentative de la fonction g dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : |l = |ljll = 2cm.
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’p
N
U1

’_O
al
(=)

’p
-
a1

’_O
a1
(=)

’-o ’-o
a a
o o

’_O
~
1

’p
al
o

’p
al
o

2

X 1
[ J[&][@a] Vérifier que : Vx>1 ; f (—)dt=ln2

tint

2
x t—1
(B Verier que : vx>1 5 gGo-n2= (‘F )dt

tint

*rt—1
[ lle] Montrer que : vx>1 ; gk —In2= j (_) dt
N tint

[ |[2][@a] Montrer que : vx>1 ; (x—+x)h(x) < g(x)—1n2 < (x —Vx)h(Vx)
[ _I[b] En déduire que la fonction g est dérivable & droite en 1.
[ ][ ][e] Montrer que : lim (@) =0 ; xl_iHloog(x) = 400

[_I3][@] Montrer que g est dérivable sur l'intervalle 11,4+ et que:
, 1
Vx>1 ; g(x)=§h(\/§)

’ . r 1 .
[ ][ I[b] En déduire que : vx=1 ; 0<g (x) <5 pui dresser le tableau

[ _Ie] Tracer la courbe (€) dans le repére (0,1,)) .

Jl'éfm' 'ml'g

[I][z][ ] Monter que la fonction k: x — g(x)—x+1 est une bijection
de l'intervalle [1,+o[ vers l'intervalle ]—oo,ln2] .

[ J2] ] En déduire que : Fla>1 ; 1+g@)=a .

ED[ [ | On considére la suite (u,),.y définie ainsi
Upyr =1+g(uw,) ; VneN
1<y <a

[ J[z][@] Montrer que : vneN ; 1<u,<a.
[ [ lb] Montrer que la suite (u,),.y €St une suite strictement croissante.
[ ]l Jle] En déduire que (w,)n.n est convergente et que : lim(w,)=«a

[ |[2][@] Montrer que : VneN ; |u,. —al S%Iun —al.

[ 1B] Montrer que : VneN ; |u,—al< (1)n lug — a| .

2

[ ][ ][e] Redémontrer le résultat suivant : lggl(un) =a
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——co’effiCient C 9 /ﬂlnl:tan Dcl'éb:\vm;ln /Vaaanale %Mion Rattra age
Durée : 4 heures De o Fammacon prebesionneli Juillet 2013

& bc la Recﬁenﬁe sclentifigne

’p
al
o

’p
~
ol

’p
a
o

’p
al
o

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

1] 1[ ] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : O0g=0 ; 1x=1.

0 0 O 1 0 O
(M5(R), +,X) est un anneau unitaire : 6 = (0 0 0) = (0 1 0)
(M5(R), +,-) est un R-espace vectoriel.
L] soit E={M(a,b)=a-1+b-A ; (a,b)e]RZ} ; A=<8 g i)
[ 1] On considére I'application définie ainsi

fr REX) = (G%)
x+ 2 G:=]1,2[

x+1

X B

[ 1] Pour chaque couple (x,y) e G =]1,2[ On considére la loi

2 -Dy-D+ (& -2)(y—2)
-G -D+ - -2)

[ ][ ] Montrer que * est une loi de composition interne sur G .
[_][2][@] Montrer que f est un isomorphisme.

[ [ I[b] En déduire que (G,) est un groupe commutatif qu'on en
déterminera I'élément neutre.

mM[xl[a] Vérifier que A% =0 ,En déduire que A est un diviseur de zéro M;(R)
[ [ ]b] Vérifier que : (A2 —-A+DUA+D=1I.
[ )L ][] Puis En déduire que (A+1) est inversible puis donner son inverse.

[ J[2][ ] Montrer que (E,+,) est un R —espace vectoriel, donner une base.

B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

[ L ][] Une ume contient trois boules rouges et 4 boules noires
indiscernable au toucher. On tire au hasard et successivement
avec remise 4 boules. On considere la variable aléatoire X qui
prend le nombre de boules noires tirées de |'urne.
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’_H
o
(=}

[T][z]] ] Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X .
050|[ |[2][ ] Calculer E(X) l'espérance mathématiques de la variable X.
[ ][ ] On réalise I'expérience aléatoire suivante :

1 phase : On tire une boule de I'urne puis on note sa couleur et
on laremets & nouveau dans l'urne.

2¢me phase : On rajoute dans I'urme 5 boules de la méme couleur
qgue celles qu'on a tirées dans la premiére phase .

3eme phase : On tire successivement sans remise 3 boules de |'urne
qui contient maintenant 12 boules.

[ ][] On considére les événements suivants :

N = {La boule tirée dans la 1°"¢ phase est noire}

R = {La boule tirée dans la 1°® phase est rouge}
E = {Toutes les boules tirées dans la 3¢ phase sont noires}

12
050([ J[Z][ ] Montrer que : p(ENN) =cc

[ )[2][ ] Calculer la probabilité suivante : p(E) .

’_O
(8]
o

’_O
(8]
o

[ I3][ ] Calculer la probabilité de R sachant que E est Vvérifié .

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, v).
X L] Soit : (E): 2z2=2(a—1Dz+(@—-1)2%2=0 ; zeC ; aeC\{1}

050 [ J[Z][ ] Montrer que les solutions de I'équation (E) sont données par :

(a—1)@+10) (a—1)A-1)
Z1 = > ; Zy = 2
(Y (%) .
0,50 [ ][=][@] Montrer que : a—1=251n(5)e 2/ ; a=e€eY ; 0<6<m

1,00/ [ ][ ][b] En déduire sous la forme trigonométrique les solutions z; ; z, .

[ ][ ] Soient : A(a) ; B(-i) ; Cc@® ; B ; Re(a)<O.
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’p
a1
o

’_O
al
o

’-o ’p
a1 a1
o o

’_O
(on)
o

[ ] Soient : J=milieu[AC] ; K = milieu[4B].

[ [Z][ ] Caleuler : aff()) ; aff(K) en fonction de a.

[ J[2][ ] On considére les rotations : n =T(]»%) ;o =r(k,§).
[ ]Onpose : C=n) ; A=n) ; c=aff(C) ; da=affd).

! !

LI ] Montrer que @ a' =2z ; c =2 .

[ I3][ ] Calculer (a

!

!

C I ! ! !
1) En déduire que (AB) est une hauteur de AB C .

B Exercice Numéro 4 : (08,25 points)

[ J[®][ ] Soit f lafonction numérique définie sur l'intervalle [0,4+o[ par :

1
fx) 1+ (xlnx)? Vx>
f(0) =1

[_I[_J[al Montrer que f est continue & droite en zéro. Calculer lim f(x)
[ ][_][b] Etudier la dérivabilité de f & droite en zéro.
[ ][ Jl€] Montrer que f est dérivable sur 10,+o[ puis Montrer que

) —(xInx) (1 +Inx)
0 ; =
Vx> F &) Y@+ (xInx)?)3

[ ][ ]d] Dresser le tableau de variations de la fonction f .

[ J[2][ ] Soit F la fonction numérique définie sur 'intervalle [0,4+o[ par :
Flx) = j £(0) dt
0

[ ][] Soit (€r) la courbe représentative de la fonction F dans un repére

orthonormé (0,1,7) avec : il = Iljll = 1cm.
1
[ ] _J[a] Déterminer une primitive de x + et [e, +oo] .
[ ][ Ib] Montrer que : vt>e ; tlnt< 14+ (tInt)2<+v2tInt
1 x 1
Montrer que : Vt>=e ; —In(lnx)< f dt < In(Inx)
L el V2 e A/1+ (tInt)?
L . . (Fx)
[ ) _Jid] En déduire que : Jim F(x) =+4o0 5 lim — =0
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050| [ ][ Jle] Montrer que (€) admet deux points d'inflexion qu'on détermineral
1,00/ [_J[[f] Tracer la courbe (Cr) dans le repére (0,1]) .
[ I3[ ] On pose : ox)=x—F(x) ; Vx=>0.

075/ [ ][ _][@] Montrer que lim ¢@(x) =+ puis étudier la monotonie de ¢ .

X——+00

050/ [ ][ Ib] Montrer que : VneN, 3 a,€[0,+0] : ¢@(a,)=n.

050 [ ][ Jle] Montrer que : (vneN) ; a,=n, puis calculer la limite Aim ay
F(a, F(n

050/ [ Jl4][@] Montrer que : vneN* ; 0< (@) ()+f(n) Pensez a TAF

an

050 [ ][ J[b] Calculer la limite suivante : lim (&)

noo n

B Exercice Numéro 5 : (01,75 points)

2
. Arctan(n) \" .
[ L] On pose : u, = (Arctan(n n 1)) ;0 v, =In(u,) ; neN

025/ |[Z][ ] Montrer que : VneN* ; v, =n? <ln(Arctan(n)) —In(Arctan(n + 1)))

050|[ |[2] ] En utilisant le théoréme de TAF, Montrer que :

—n?

- (1 + ¢?)Arctan(c)

vn>1, dceln;n+1[ ; v,

050/ [ |[3][ ] Démontrer I'encadrement suivant

—n? —n?

vn=>1 ; < <
n (1 + n?)Arctan(n) Vn 1+ (n+ 1D3Arctan(n + 1)

050[[ 4] ] Calculer la limite suivante : lim(u,)
noo
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& de la Recherche scientifique

~l ~l [S2 (9]
1 a1 [« (e)

’p’p
~N |0
(20 (=]

~N (1 |01 |0
o1 O |Oo O

B Exercice Numéro 1 : (03,00 points
L] Soit : a,= 33331 ; neN*

n fois le 3

[ )[x][ ] Vérifier que a; ; a, sont deux nombres premiers.

[ [2][ ] Montrer que : (vneN*) ; 3a,+7=10""".

[ [3][ ] Montrer que : (VkeN) ; 103%+2=7]31].

[ 4]l ] Montrer que : (VkeN) ; 3asges; =0[31].

] Puis en déduire que 31 divise asgpyq -

[ [8][ ] Montrerque : (vneN*) ; n=1[30] = a,x+31y =1 est insolvable .

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)
[ [ 1[ ] Rappel: (C,+,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1z =1.
(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (0 0) ;I = (1 O)

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

[ L[] Soient E:{M(a,b)=(g Z;Z); (a,b)eRz} ; ]=((1) D

[ 2]l ] Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M,(R),+) .
[ J[2][ ] Calculer J?2 =] x] puis en déduire la stabilité de E dans (M, (R),x)

[l ]Soit: A*xB=AXNxB ; VA,BeM,(R) ; N=((1) _11)

[ I[3][@] Soit la morphisme définie ainsi : o : (C,%x) — (M(R),*)
x+iy — M(x,y)

[ ][ I[b] Montrer que : @(C) =E* ; E*=E\{6}.

[ [ I[e] Montrer que (E*,*) est un groupe commutatif.

[ ][4 ] Montrer que : V(4,B,C)eE® ; Ax(B+C)=A+*B+A=xC.

[ 8] ] En déduire que (E,+,%) est un corps commutatif.

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

[ ] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, v).
L] Soit @ (E) : z2—=+2ez+e?® =0 ; zeC ; 96[0,%]\{%}

[ J[x][a] Vérifier que le discriminant de (E) est donné par : A= (\/Eie“’)2
[ I _llb] Donner z, ; z, les solutions de (E) sous la forme trigonométrique

Propositions de correction - 2014 Normale - 2BAC-SM - Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2020 - La page 109




* Kk K
Examen National du BACCALAUREAT - Session Ordinaire 2014

N N gl N N N
1 Q1 o a1 Q1 Q1

’-O ’-O
N O
(1 (=]

’_(D
N
1

’-O ’-O
(8] N
o ol

(20 soient = 10 5 J=0 ;5 () 5 1 (eF)) 5 arze?).
[ J[@a] Montrer que : (0A4) L (TyT,) .

[ k] Montrer que 4 ; K ; 0 sont alignés. Avec K = milieu[T,T,] .
[ Jle] En déduire que : (0A) = médiatrice[T,T,] .

[ |[3][a] Donner I'écriture complexe de la rotation r = rotation (Tp%).

[ ][b] Montrer que : b=+2e®+i ; b=aff(B) ; B=r()

[ 1 lle] Montrer que : (I)) L (4B) .

| 1[4][ ] Déterminer aff(¢) ; C=t(4) ; t = translation(—v) .

[ lI8][ ] Montrer que : A = milieu[BC] .

B Exercice Numéro 4 : (08,00 points)

(X[ ][] Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle [0, +o[ par :

—xInx
1+ x2

flx) = i Vx>0

f(0)=0
[ J[z][@a] Montrer que f est continue sur ]0,+[ et & droite en zéro.
[ 1[_Ib] Etudier le signe de f(x) sur I'intervalle [0,+oo] .

1
[ l[z][@] Montrer que : (Vvx>0) ; f(;) = —f(x)
[ ][ 1b] Montrer que f est dérivable sur l'intervalle 10,400 .
[ ] lle] Montrer que : 3aelol] ; f(a)=0.

[ )[d] En déduire que : f (l) =0
a
XE[ ][ ] Soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle [0, +o[ par :
P = [ @ de
0

L[] Soit (€) la courbe représentative de la fonction F dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : il = |ljll = 1cm.

1 t?
Vérifier que LI <

[[a]la] Verifier qu Veell+o[ ; SSi—m<1

(][] Montrer que : vx=>1 ; F(1) —%(mx)2 <F(x) <F(1) —i(lnx)z
. X[ ot? Int

[ ] On pourra remarquer que : F(x) =f £ dt_f 5 (T) dt
0 1

. , . . (F(x) .
[ [ _J[e] Calculer puis interpréter les limites : xlirpw — ) xl_lﬂloo F(x)
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’VO
al
(=)

[ |[2][@a] Montrer que F est dérivable sur [0,+oo[ puis donner F(x) ; Vx>0
][ Ib] Etudier la monotonie de F sur lintervalle [0, +oo] .

1
Ik L[a] Montrer que : vi>0 ; —tlnt<-

e

1
[ ] Jb] Montrer que : vt=0 ; f(©)< -
025 [ ][ Jle] En déduire que : Vx>0 ; F(x)<x.

’_O
N
a1

’_O
al
(=)

’_O
N
a1

Uy = F(u,) ; VneN
[ 2] ] Soit (u,),.y lasuite numérique définie ainsi
uy €10,1[

050/ [ ][ ]J[@] Montrer que : (vneN) ; u,€el01].

’_(D
a1
o

[ ][ ][] Montrer que la suite (u,),.y est décroissante et qu’'elle converge.

’_O
al
(=)

[ [ ][e] Calculer ainsi la limite suivante : lim(u,)

B Exercice Numéro 5 : (02,00 points)

[ (™[] Soit g lafonction numérique définie sur 'intervalle [0, +oo[ par :

1 _
g(x)=x—ze(x) ;0 Vx>0

g(0)=0

’_O
N
a1

[ [ ][a] Montrer que la fonction g est continue sur I'intervalle 10, +oo .

’_O
N
a1

[ ][_I[b] Montrer que la fonction g est continue & droite en zéro .

’_O
N
a1

[ ]l€] Montrer que la fonction g est n'est pas continue en zéro.
(=[] on pose : L(x)zfg(t)dt . xe]0,+oof

0
[l J[a] Calculer L(x) ; Vxel0,+oof.

[l I[b] Montrer que la fonction L est continue sur I'intervalle 10, +oo[ .

’-o ’p
N N
a1 a1

’_O
N
a1

[ [ ][e] Calculer la limite suivante : li%1+L(x)

[ 3] ] On considere la suite (S,),» définie pour chagque n de N* par

2

o=l e ) O ) )
n—1 k
10

[ ][I[b] En déduire que la suite (S,),»;1 converge puis donner sa limite .

1
025 [ @ Monfrer que : wn=1 ; S, =~

n
k:

’_(D
N
a1
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B Exercice Numéro 1 : (02,00 points)

[ 1] On considére trois urmes U ; V ; W. L'urne W contient une boule
noire et deux boules blanches. Les umes U et V contiennent
chacune deux boules noires et deux boules blanches. On réalise
I'expérience aléatoire suivante : « On tire une boule de l'urne W,
si elle est blanche on la remets dans l'urne U, puis on tire de U
deux boules d'un seul coup.Si elle est noire on la remets dans V
puis on tfire de V d'un seul coup deux boules .

’p
N
o1

[ J[Z][ ] Calculer la probabilité que le firage soit de I'ure U.

[ 2] ] Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches ?

[3][ ] Soit X la variable aléatoire qui prend le nombre de boules
blanches obtenues vers la fin de I'expérience.

[ [ ][] Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

B Exercice Numéro 2 : (01,00 points)

[T ]Onpose : b,=2x10"+1 ; ¢,=2%x10"—-1 ; neN* .
050 [ J[x][ ] Montrer que : b, Ac, =c, A2 En déduire que : b,Ac, =1.

[ J2][ ] Déterminer un couple (x,,y,) €Z? tel que b,x, +c,y, =1.

’1_\ ’p
o N
o ol

’_O
a1
o

B Exercice Numéro 3 : (03,75 points)

[ L 1] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1zx=1.

a+b
[T [ ] On pose : a*b=1+ab i Vabe]=]-11]

[ )x][ ] vérifier que : Vv(ab)eJ? ; 1+ab>0 .

] En déduire que * est une loi de composition interne sur J .
[ [2][a] Montrer que la loi * est une loi commutative et associative.
[ ]_Ib] Déterminer I'élément neutre de I'ensemble (J,*) .

’p
~
ol

’-o ’p
N (O]
(S 200 (=]

’_O
(on)
o

[ _Jie] Montrer que I'ensemble (J,x) est un groupe commutatif.
mm ] Soit : xLy=f(g)xg() ; Vx,ye] ; g=f".
[ [ ] On considére 'application définie ainsi :

o + (R,X) — (L)

e* -1

e*+1
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075/ [_J[Z][ ] Montrer que I'application f est une bijection de R vers ] .

050|[ ][2][ ] Montrer que f est un isomorphisme de (R*x) vers (J* 1).

050 [ ][3][ ] On admets que L1 est distributive par rapport & * sur I'ensemble J.
[ [ ][] Montrer que (J,x,1) est un corps commutatif.

B Exercice Numéro 4 : (03,25 points)

[I)[_ ][ ] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, 9).
050|[ J[X][ ] Résoudre dans C I'équation z?+i=0 soit a une solution.
| |[2][a] Déterminer |14 a| et arg(l1+a) sachant que Re(a)>0.

o 2+2
[ ][ I[b] En déduire que cos (g) =—0
[ lle] Vérifier que : Q1+a)(1—a)=1+i.
[ L[] En déduire la forme trigonométrique du nombre complexe (1 — a)
M |[ | Soient : A(a) ; B(-a) ; M(z) ; M) ; NZ@ ; zz+4+i=0
025/ [ _J[x][ ] Montrer que (0M") L (ON) .

[ |[2][@] Montrer que : z —a= i(z _ a)

az

[ ]b] Montrer que : z#-a = =z #-a.
][ [e] Montrer que : (Z _ a) - _ (Z - a)

Z +a z+a

’_O
al
(=)

’_O
N
Q1

’_O
al
o

’_(D
N
1

’_(D
N
1

’_O
N
1

050|[ ]3] ] On suppose dans cetfte question que les points A ; B; M ne sont
pas alignés, Monfrer que M' appartient au cercle circonscrit au
triangle ABM.

B Exercice Numéro 5 : (07,50 points)

[X][_ ][ ] Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle 10, +o[ par :
—Ilnx

fx) = 7x
L L] Soit (€) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j7) avec : |7l = lIjll = 1cm.

’_I—‘
o
(=}

[ ][Z][ ] Calculer et interpréter les limites suivantes : lim f(x) 5 lim f(x)

0.75|[ _|[2][ | Calculer f'(x) ; Vx> 0. Puis Etudier la monotonie de f sur ]0,+oo|

[ 3] ] Soit g, lafonction numérique définie sur I'intervalle 10,1[ par :
gn(x)=f(x)—x" ; xe€]01] ; neN*

050| [ ][ J[@l Montrer que la fonction g, est strictement décroissante sur 10,1].

050|[ ][ ][b] En déduire que : VneN* , Al a,el01] : f(a,) = (a,)".

050 [ J[Jle] Montrer que : vneN* : g,(a,) <O0.
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075| [ [ J[d] Montrer que (u,),» est strictement décroissante et convergente
[ ][@][@] Vérifier que : 0<a; <lim(a,) <1
e —1 In(—Inx)

[ ][ Ib] Vérifier que : vneN* ; h(a,)=n ; avec h(x)=7+ —

’_O
N
a1

’p
N
U1

0.25/[ ][ ]le] Montrer que : lim(a,) =1
025/ [ |[ J/d] En déduire que : lim(a,)" =0
1
0.25| EE[x][@] Etudier le signe de I'intégrale ff(t)dt : Vx>0

X

050/ [ [ ][b] Via une intégration par parties, Montrer la chose suivante :
1
Vx>0 ; ff(t)dt=4—4\/§+2\/§lnx

050/ [ ][ ]le] Soit A I'aire du domaine plan délimité par la courbe (€) et par

I'axe des abscisses et les droites d'équations @ x=1 ; x=-¢e?.
[ ][] Calculer I'aire A en cm?.
1k
[ ][2][ ] On pose : un=52f(a) © VneN
k=

0,50/ [ ][ _][@] Montrer pour chaque couple (n,k)eN? ; n>2 ; 1<k<n-1 que:

()= e ()

n n

1

1
050[ [ ][ ] Montrer que : VneN* ; jl f®)dt <u, s%f(%)+jl f(t)dt

n

025/ [ | Jl€] En déduire que : lrilgl(un) =4

B Exercice Numéro 6 : (02,50 points)

L] soit g la fonction numérique définie sur I'intervalle [0, +o[ par :
1
g(x) =f (e‘tz)dt
. Vx
[ JZl[ ] On pose : k(x):f (e7t)dt ; VxeR
1

[ @] Vérifier que : vxel0,4o] ; gkx) = —k(\/E).
[ ][ 1lb] Montrer que f est continue sur [0,+[ et dérivable sur ]0, 4o .

a1 a1 N
o 1o o

[l J[e] Calculer g'(x) ; Vx>0 puis Etudie la monotonie de g sur [0, +oo[

gx) — g(0) < -1 -
X 2\x

[ ][ 1lb] En déduire que g est dérivable & droite en zéro puis interpréter.

’p
]
a1

[ ][2][@a] Montrerque : Vx>0 ;

’_C)
a1
o
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N |01 N
o1 1O o1

’-o ’-o
g1 g
o O

’p
a1
o

’p
a1
o

a1 |a N
o O 1

’_O
~
a1

’_O
a1
o

B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)

[ [x][ ] Soit : (E) : zz—(5+i\/§)z+4+4i\/§=0 ;0 zeC

[ J[a] Vérifier que (3—1\/?)2 est le discriminant de I'équation (E) .

[ ][ _lb] Déterminer a et b lessolutions de I"équation (E) avec beR.

[ [ Jie] verifier que : b=(1-iV3)a.

[ 2] ] Soit : A(a) ; B(b) ; r=rotation (A; %) ; h= homothétie(A; \/§)
[ [ _J[@a] Déterminer by =aff(B;) avec B;=r1(0).

[ [ I[b] Montrer que : B =h(B,).

b
[ ][ Jle] Vérifier que : arg (m) E% [2m]

[ Jid] Soit €(c) un point du cercle circonsrit au friangle 0AB ; C ¢ {0, A}

[ ][] Déterminer un argument du nombre complexe ( < )
c—a

B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

0] Soit @ xM39 =1436[2015] ; xeZ.

[ [x][ ] Sachant que 1436 x 1051 — 2015 x 749 = 1, Montrer que 1436 A 2015 =1
[ 2] ] Soit d un diviseur commun de x et 2015.

[ ][ J[@a] Montrer que d divise 1436 .

[ [ I[b] En déduire que : xA2015=1.

[ I[3][@] Montrer que : xM° =1[5] ; xM0=1[13] ; x1*¥0
L] On pourra remarque que : 2015=5x13x31.

[ ][ ][b] Montrer que : x40 =1[65] puis x'*° =1[2015].
[ ll4ll ] Montrer que : x=1051[2015].

B Exercice Numéro 3 : (04,00 points)
[ [ [ ] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1x=1.

1[31].

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 8 = (g g) S = ((1) (1))

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

L] soit E={M(x)=(1_x x ) ; xe]R}

—2x 14 2x
CIC ] Soit @ M) TMQOy)=Mx+y+1) ; V(xyeR?.
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[ ][x][ ] On considére I'application suivante : ¢ : (R,+) +— (E,T)
x — Mkx-—1)

’p
a1
o

[ [ Jla] Montrer que I'application ¢ est un homomorphisme.

[ 1[B] Montrer que (E,T) est un groupe commutatif.

[ l2][@] Montrer que : M) xM@)=Mkx+y+xy) ; V(xy eR?.
[ [ 1[B] En déduire que E est une partie stable de (M, (R),x) .

[ L ][] Et que la loi x est commutative sur E.

al a1 a1
o o O

’_O
al
o

[ ][ Jle] Prouver que la loi x est distributive par rapport & T dans E.
[ Jd] Vérifier que M(—1) est I'élément neutre de I'ensemble (ET).
[ L[] Et que I=M(0) est I'élément neutre pour (ET).

[ I3][@] Vérifier que : vxeR\{-1} ; M) XM(%) =]

075/ ][ lb] Montrer que (E,1,x) est un corps commutatif.

’_O
al
o

’_O
N
1

B Exercice Numéro 4 : (06,50 points)

[I]L ][ ] Soit f lafonction numérique définie sur l'intervalle [0,+o[ par :

fxX)=x(1+Unx)?) ; Vx>0
f(0)=0
L] Soit (©) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,7,7) avec : ||l = ljll = 2cm.
x)
050|[ J[x][ ] Calculer puis interpréter les limites suivantes : Jim <%) ; xlirpwf(x)

’p
N
1

[ ][2][@] Montrer que la fonction f est continue & droite en zéro.

/)

X

’p
al
o

x—-0%

[ ][ I[b] Calculer puis interpréter la limite suivante : lim<

’p
al
o

(] e] Calculer f'(x) ; Yx>0 puis en déduire la monotonie de f.

’p
N
a1

[ _lI3]la] Montrer que (€) admet un point d'inflexion d’'abscisse e! .
[ [ 1b] Etudier la position relative de (€) et de (A): y=x.
050| [ _Jle] Construire la courbe (€) dans le repére (0,1)) .

][] Soit (u,),.y lasuite numérique définie ainsi :
U1 = f(u,) ; VneN

’p
N
a1

-1

uO =e
050/ [ J[X][ ] Montrer par récurrence que : vneN ; e '<u,<1.
050[[ J[2] ] Montrer que (u,),.y €st strictement croissante et convergente.
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’VO
N
a1

’_O
N
U1

’p
a1
o

’p
N
1

’p’p
a1 |0
o O

’_O
N
o1

’p
]
a1

’p
al
o

[ 3][a] Montrer que : e~! <lim(u,) <1
[ [ I[b] Déterminer la valeur de la limite : lim(u,)

@ |[ | Soit F la fonction définie sur l'intervalle [0,+o[ par :

F(x) = j £(6) dt
1

. -1 1
[ Z][ ] Soient : h(x)=xInx ; Hk)= e x? +§ x?Inx
[ [ J[a] Montrer que H est une primitive de h sur l'intervalle 10, +oof .
X 1 2 x
[ [ _I[b] Montrer que : vx>0 ; f t (Int)?dt = (x ;x) —f (tlnt) dt
1 1
-3  3x? 2] 1 2
[ [ I[e] En déduire que : Vx>0 ; F(x) = jLC 7 znx+(x r21x)

[ |[2][@] Montrer que la fonction F est continue sur I'intervalle [0, +oo[ .

1
[ [ 1[B] Calculer lirgl+F(x) puis en déduire la valeur de l'intégrale f f(x) dx
X— 0

B Exercice Numéro 5 : (03,50 points)

[ L 1] Soit la fonction numérique définie sur [0,4+o0[ ainsi :

2x e—t
g(x)=f <T>dt i Vx>0

g(0)=1In2
[ J[x][@] Montrer que : Vx>0, Vte[x,2x] : e <et<e™.
[ )b] Montrer que : Vvx>0 : e2In2<gkx)<e*In2.
[ ][ Jle] En déduire que g est continue & droite en zéro.
[ ][2][ ] Montrer que g est dérivable sur 10, +oo[ puis calculer g (x) ; Vx>0
e t—1

[ I3][@] Montrer que : vt>0 ; -1< < —et

—1n?2 —2x _ ,—x
[ 1 _llb] Montrer que : vx>0 ; -1 sg(x) ne s ¢

X X
[ ][ Ile] En déduire que la fonction g est dérivable & droite en zéro.
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B Exercice Numéro 1 : (04,00 points)

[T][ ][ ] Rappel: (C,+,x) est un corps commutatif : O0g=0 ; 1zx=1.
(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : @ = (O 0) ;= (1 0)

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

L] Soit F = {M(x,y) = (i/;

xy) ; (x,y)eRZ}

L] Soit xxy=x+y—e?+1 ; V(x,yeR?.

[ J[z][a] Montrer que * est une loi commutative sur R.

’-o ’-o
a1 N
o 1

[ 1 _Ib] Montrer que la loi + admet un élément neutre qu’'on déterminera.
[ 2] ] On admet que 3+x—e** =0, a deux solutions a ; B dans R.

’p
a1
o

[ L ][] Montrer que la loi = n'est pas associative sur R .

’_O
a1
o

m[z][ | Montrer que F est un sous-espace vectoriel de (M, (R),+,) .
050 [ |[2] ] Montrer que F est une partie stable dans (M, (R),x) .
[ 3][ ] On considére I'application définie ainsi :

e (CX) — (FX)
x+iy — M(x,y)

’_O
a1
o

[ J[@a] Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*,x) vers (F,x) .
[ _lb] Montrer que : @(C)=F* ; avec F*=F\{M(0,0)}.
[ _lle] Montrer que (F*,x) est un groupe commutatif.

’p’p
NN
o1 Ol

0.75 [ |[4][ ] Montrer que (F,+,x) est un corps commutatif.

B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

050 [X][x][ ] Montrer que : 13Aa=1 = a?°6=1[13] ; aeZ
[ 2] ] Soit : (E) : x215=2[13] ; =xe€eZ.

[ [ I[a] Montrer que : x € solutions(E) = xA13=1.

[ ][ |b] Montrer que : x € solutions(E) = x=7][13].

’-o ’-o
a a
o o
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050| [ |[3][ ] Montrer que §={7+13k ; keZ} est 'ensemble des solutions de (E)

I [ ] Une urne U contient 50 boules numérotées de 1 jusqu’a 50.
Les boules sont indiscernables au toucher. On fire au hasard une
boule de cette urne.

050/ [ ][Z][ ] Quelle est la probabilité d'obtenir une boule avec un chiffre qui
soit solution de I'équation (E) ?

0,50/ ][2][ ] On tire au hasard une boule de U, on note son numéro, puis on
la range a nouveau dans l'urne. On répete ce procédé 3 fois.

[ 1] Quelle est la probabilité d'obtenir exactement deux fois la méme
boule portant un chiffre qui soit solution de I'équation (E) ?

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, 7).
[ Z)[] Soit : (E) : 22— +)z+2+2i=0 ; zeC

025/ [ ][ J[@] Vérifier que (1-3i)? est le discriminant de I'équation (E)

050/ [ ][ Ilb] Déterminer z, ; z, les solutions de I'équation (E) .

[ )] On prendra la solution z; comme étant un nombre imaginaire pur
YA i3m

0,50/ [ ][ ][e] Montrer que : Z=+v2e#

Zy

[ 2] ] Soient : A(z)) ; B(z) ; r=rotation(A; _2—")

025/ [ [ J[@] Déterminer e =aff(E) ; E =milieu[AB].
-3 3
050/ [ ][ Ib] Montrer que : ¢ =7+i§ ; avec c:=aff(C) et C=r(E)

[N
o
o

[ Jle] Soit D(d) ; d= 1+%i un point du plan complexe.

—-d - . , ,
[ L 1] Montrer que : (ZZ d) x(c Zl) e R puis interpréter le résultat.
Cc — Zy — 21

B Exercice Numéro 4 : (06,00 points)

0] Soit f, lafonction numérique définie sur I'intervalle ]—o,1] par :

£() = ——

——— ; neN’
14+e2@™

LI soit (6,) la courbe représentative de la fonction f, dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : ||l = lljll = 2cm .
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0.75|[_J[x][@] Calculer puis interpréter les limites : lim fo(x) 5 lim £ (x)

’_O
~
a1

[ 1[_]b] Montrer que f, est dérivable sur R puis calculer f'(x) ; VxeR.

’_O
N
1

[ ][ Jle] Montrer que la fonction f, est strictement croissante sur R.

1
[ |[2][@] Montrer que le point I, (nf) est un centre de symétrie pour (C,) .

’p
a1
o

’p
a1
o

[ ][] Tracer la courbe (¢,) dans le repére (0,3)) .

0,75/ ][ _]le] Soit A I'aire du domaine plan délimité par la courbe (€) et par
les axes des abscisses et des ordonnées et par la droite
d'équation x=1.

[ LI ] Calculer 'aire A en cm?.
[ I[3][a] Montrer que : VvneN ; Alu,elon] : f,(u,)=u,.
[ I[b] Montrer que : (vneN*) , (vxeR) : f,.1(x) < f,(x) .

[ _lle] Montrer que (u,),.n+ €St strictement décroissante et convergente

’-o ’p
a1 ~
o 1

’p
-
ol

050|[ ][ _]id] Calculer la limite suivante : lim(u,)

B Exercice Numéro 5 : (04,00 points)

(L)L ] Soit g la fonction numérique définie sur R* par

=] ()

[ [Z][ ] Montrer que la fonction g est une fonction paire.

’p’p
~N |0
[S20 (=]

[ ][2][ ] Montrer que g est dérivable sur ]0,+o[ puis calculer g (x) ; Vx> 0.

0,50 [ ][3][@] Via une intégration par parties, Montrer I'égalité suivante

3% rcost sin3x — 3sinx 3% /sint
o s [ Vo [ () a
. t 3x .\ t?
10 ) .
075/ [ [ Jb] Montrer que : vx>0 ; |g()| <5, Puis calculer Jim g (x)
x —+400
3* 11 —cost
050| [ J[4]l@] Montrer que : Vx>0 ; Osf (f)dtSZx
X
[ 1] On pourra remarquer : 1—cost<t ; Vt>0
3* rcost — 1
050([ ][ ]b] Vérifier que : vx>0 ; g(x)—1In3 =f (7) dt
X

050 [][][e] En déduire la valeur de la limite suivante @ lim g(x)
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B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)
[ L] Rappel: (C,+,%x) est un corps commutatif : 0c=0 ; 1c=1.

0 0 O 1 0 O
(M5(R), +,x) est un anneau unitaire : 6=(0 0 0] ; I=(0 1 0

. 0 0 0 0 0 1
(M5(R), +,-) est un R-espace vectoriel.

x+y 0 -2y
LI Soit E={M(x,y)=< 0 0 0 ) ; (x,y)e]RZ}

y 0 x-—y
[ ][] On considére I'application définie ainsi : ¢ : (C,x) +— (EX)
x+iy — M(x,y)
050 [ ][Z][ ] Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M;(R),+).
[ (][ ] Vérifier que pour tout (x,y) e R? et tout (x,y)eR? On ait :

M(x,y) X M(x',y’) =M (xx - yy' ; xy' + yx’)

’p
a1
o

’p
N
1

[ I[3lla] Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*,x) vers (E,x) .

’p
~
ol

[ 1lb] Déduire que (E*,x) est un groupe commutatif d’élément neutre M(1,0)

’_O
a1
o

[ _|[4][ ] Montrer que (E,+,x) est un corps commutatif.

0 0 O
[ I[8l[a] Calculer AxM(x,y) avec M(x,y)eE et A=<O 1 o).
0 0 O

[ ][ ][b] En déduire que tous les éléments de E ne sont pas inversibles
dans (M, (R),x) .

’p
al
o

’_O
a1
o

B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

[I] ][ ] Soit (a,b) un élément de N*xN* tel que 173 divise (a®+ b3) .
[ [Z][ ] Montrer que a'’' = —p171 [173] sachant que 171 =3 x57.

[ l2][ ] Montrer que : 173/a < 173/b.

[ I3[ ] Montrer que : 173/a = 173/(a+Db).

[ ]l4l[@] Montrer que : 173 ne divise pas a = a'’? = b'7? [173].

[ ][b] Montrer que : 173 ne divise pas a = b (a+b) =0][173].
[ Jle] En déduire que : 173 ne divise pas a = 173/(a+b).

m[ ][ ]Soit : (B): x¥+y*=173(xy+1) ; (x,y)eN*xN*.

a1 |1 (g NN N
o O O o1 [0 1

Propositions de correction - 2016 Normale - 2BAC-SM - Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 — Ouarzazate 2020 - La page 121



* Kk K
Examen National du BACCALAUREAT - Session Ordinaire 2016

’_O
al
(=)

’_(D
a1
o

’p’p
[Sa (]
o o

’_O
al
(=)

’_(D
a1
o

’_O
al
(=)

’_O
N
a1

’_O
N
a1

] Soient : (x,y) € solutions(E) ; (x,y)eN*xN* ; x+y=173k ; keN*.
[ [x][ ] Vérifier que : k(x—y)?*+(k—-Dxy=1.
[ |[2][ ] Montrer que k=1 puis en déduire la résolution de (E).

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

[ L[] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, 7).
L] Soient M,(z;) ; My(z,) ; tels que M;,M,,0 soient non alignés .
Z1— Z Zy

2
(@@l Soit : MGz : z=-222  Montrer que X2 =—-1

Z1+ z, Zy—Z I3

[ [ llb] En déduire que M appartient au cercle circonscrit & OM;M,.

[ 2] ] Montrer que : z,=z = M € (axe réelle) .

[ I3[ ] Soient : r=rotation(0,a) ; aelO,n[ ; M,=r(M)) ; z,= af f(M;)
[ L [a] Calculer z, en fonction de z, et «a.

[ ]b] En déduire que : M e Médiatrice[M;M,] .

[ J[4][ ] Soit I'équation : (6) : 6t —(e® +1)t+(e? —1)=0 ; 0e€lon|.

g __ 1
[ [ ][a] Vérifier que z = 2(%) sachant que {z;z, } = solutions(G) .

[ ][ [b] Ecrire z sous sa forme trigonométrique en fonction de 6.

B Exercice Numéro 4 : (07,00 points)

[X][Z][ ] En appliquant le TAF sur la fonction ¥(t) = e™, Montrer que :
X

A4 >0, 36 O, . 6 —
X €10, x[ e e

[ J[z][@] En déduire que : Vx>0 ; 1—x<e™.
[ ][ ]lb] En déduire que : Vx>0 ; x+1<e*.

[ ][ lle] En déduire que : vx>0 ; 0<ln( e )<x

ex —1

@[ ] Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle [0,+o[ par :

flx) =

xe*

e —1
f(0)=1

LI Soit (€) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : |[ill = |[jll = 1cm.

o Vx>0

[ J[®][@a] Montrer que la fonction f est continue & droite en zéro.

[ 1[[b] Montrer que lier (f(x) —x) =0 puis interpréter cette limite .
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X
0,25/ [ J[2][@] Montrer que : Vvx=0 ; x=—< —e*+1<x
x? X3 x?
0,50/ [ [ I[b] En déduire que : vx=>0 ; 7—€§e‘x+x—1s7
o x)—1 e ¥ +x—1
050/ [ |[3][a] Vérifier que : vx>0 fx) =( - )f(x)
X X

’_(D
\I
a1

x—07t

-1 1
[ ][ I[b] En déduire que : lim <]L> =3 puis interpréter le résultat.

075/ [_|[4l[@a] Montrer que f est dérivable sur lintervalle 10,4+ et que :
e*(e* —1-—x)

Vx>0 ; fx)= @ — 1)

050/ [ ][ ][b] En déduire que f est strictement croissante sur I'intervalle [0, +oof .
XK [ ] Soit (u,),y la suite numérique définie ainsi

U,41 =In(f(w,)) ; VneN

u0>0

’_O
al
(=)

[ _J[Z][ ] Montrer que : (vneN) ; u, >0.
[ 2] ] Montrer que (u,),.y est strictement décroissante et convergente.

’_O ’-O
[ (4)]
[ (=]

[_II3][ ] Montrer que 0 est la seule solution pour I'équation In(f(x)) =x .
[ ] Puis déterminer la limite suivante : lim(u,)
noo

B Exercice Numéro 5 : (03,00 points)

L] soit F la fonction numérique définie sur l'intervalle I =10, 4o :

X

o[ (e

| l[z][a] Etudier le signe de F(x) sur lintervalle I.
[ ][ I[b] Montrer que F est dérivable sur I puis calculer F'(x) ; Vxel .

N al (8)
8} o o

[ ][ ][e] Montrer que F est strictement croissante sur 'intervalle I .

[ ][2][a] Par un changement de variable u =+et —1, montrer que :
)dt = 2 ArctanVe* — —g

’_C)
al
o

X
1
Vxel : f(
In 2 Vet — 1

050/ [ ][ _I[b] Calculer les limites suivantes : lim F(x) ; lim F(x)
025/ [ _|[3][@] Montrer que F est une bijection de I vers | qu'on déterminera.

’,O
al
(=)

[ ][_]b] Déterminer I'application inverse F~' : J w— I.

Propositions de correction - 2016 Normale — 2BAC-SM - Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2020 - La page 123



* %k

Royanme ou Mavoc

ya

Epreuve de Maths Examen National du
Filiéres : SMA - SMB BACCALAUREAT
——co’effiCient 5 9 Ministéire de Zj;n /Vaaonalc %Mion Rattra age
Durée : 4 heures De o Fammaton probesionneli Juillet 2016

& de la Recherche sclentifigue

B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)

[ L[] On dispose de deux urnes U et V : l'umne U contient 4 boules
rouges et 4 boules bleues. Quant a l'urne V, contient deux boules
rouges et 4 boules bleues. On considere I'expérience aléatoire
suivante : « On fire au hasard une boule de l'urne U, si elle est
rouge on la range dans l'urne V puis on fire au hasard une boule
de V.Si elle est de couleur bleue on la met de coété puis on fire
au hasard une boule de l'urme V ».On considere les événements :

e Ry : « la boule tiree de U est rouge »
e By : « la boule tiree de U est bleue »
e Rv : « la boule firée de V est rouge »

e By : « la boule firee de V est bleue »

’_O
(8]
o

[ Z][ ] Calculer les probabilités suivantes : p(Ry) ; p(By) .
[ |[2][a] Calculer la probabilité de B, sachant que R, est vérifié.

[ ][ ]b] Calculer la probabilité de B, sachant que B, est Vérifié.

13
[ [3][ ] Montrer que : p(By) =7

[ ][4][ ] En déduire la probabilité suivante : p(Ry)

’_O ’_O
g1 O]
(= (=]

’_H
o
o

’_O
(8]
o

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)
[ L[ ] Rappel : (C,+,x) est un corps commutatif : 0 =
0 O

(M5(R), +,X) est un anneau unitaire : 6 = (0 0

0 O

(M5(R), +,-) est un R-espace vectoriel.

x+2y O S5y
[ ] Soit E={M(x+iy)=< 0 1 0 ) ; (x,y)eIR2}
-y 0 x—2y
o : (CXx) — (EX)

[ ] ] On considére I'application définie ainsi z — M)
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L] soit @ V(z;2)eC® ; M(z)*M(z) =M(z) +M(z) — M(0) .
1,00/ [ ][x] ] Montrer que (E,*) est un groupe commutatif.

[N
o
o

[_lz][@] Montrer que I'application ¢ est un homomorphisme.

’p
a1
o

[ ][b] En déduire que (E\{M(O)} ,><> est un groupe commutatif.

[N
o
o

[ 3] ] Montrer que (Exx) est un corps commutatif.

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

L U] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ).
[ J[Z][ ] Soit 'équation : (E) : z2—(1+V3)(1+)z+4i=0 ; zeC

2
[l l[@a] Vérifier que le discriminant de cette équation est ((\/§ -1)1- i))

’p
a1
o

1,00/ [ ][ |[b] Ecrire sous la forme trigonométrique les solutions de (E) .

[ )2][ ] Soient : A4A(a) ; B(M) ; a=1+iV3 ; b=+3+i.
L] Soit D={M(z)eiP ; Z=%}
[ ][ ][@a] Montrer que D est une droite passant par B.

[ ][ I[b] Soient : M(z) ; M) ; z=az—-b ; z#b.
b? 2
[ ][ 1[ ] Montrer que

(Z -b)(z—-b) |z—bP?
075/ [ [ ]le] En déduire que la droite (D) est la bissectrice de I'angle (W/,\W)

’p’p
[S 2
o O

B Exercice Numéro 4 : (06,50 points)

L] soit £, lafonction numérique définie sur l'intervalle 10,4+ par :
fn(x)zlnx—g ; neN

L] Soit (6,) la courbe représentative de la fonction f, dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : ||l = |[jll = 1cm.

[_l[z][a] Etudier les branches infinies de la courbe (C,) .

[_J_Ib] Etudier la monotonie de f, sur ]0,+o[ puis dresser le tableau

[ lle] Construire la courbe (¢,) dans le repére (0,7,)) .

[_I[2][ ] Montrer que f, est une bijection de ]0,4o[ vers R.

[ I3][@a] Montrer que : vneN* ; 3 a,e]0,+o : f(a,)=0.

HEI Comparer les quantités f,(x) et f,.1(x) ; Vx>0.

[ [ lle] Montrer que la suite (a,),.y est strictement croissante .

FF
~ N
o o

’p’p
(SR (4]
o 1O

al al a
(=) o o
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050
050

’_O
al
(=)

’_O
al
(=)

’-o ’-o
N a1
U1 (=)

[ ][4][a] Montrer que : Vx>0 ; lnx<x.
[ Ib] Montrer que : lim(a,) = +
1 An+1
(I8 onpose : h=——|  fiddx ; new
Tpy1 — Uy an
] J[a] Montrer que :  VvneN* ; 3c,ela,; anl = L, =f,(c,) .

[ [ ]b] Montrer que : vneN* ; 0<I, < -
n+1

[ ][ lle] Calculer la limite suivante : lim(l,)

B Exercice Numéro 5 : (03,50 points)

LI ] On considére la fonction numérique g, définie sur [n,+o[ par :

90 = [ (pr)de 5 nemon

Inx

[_J[®][a] Montrer que g, est dérivable sur [n, 4o puis calculer g, ; Vx=n
[ 1b] Montrer que g, est strictement croissante sur l'intervalle [n,+oo] .
[ l2][@] Montrer que : vx=>n ; g,(x)=>1In (z: 1)
On pourra remarquer que . Vt=>0 ; In(14+¢t)<t.
[b] En déduire que : lim g,(x) = +oo

[ I[3][@] Montrer que g, est une bijection de [n,+ow[ vers [0,+oo].

L vl
[ ][b] En déduire que : vn=2; 3Flu,>n : f (m)dt=1

[ ][4] ] Soit la suite (u,),s; définie dans les 2 questions précédentes .

Un+l , 1 n+1 1
[ [a] Montrer que : vn=2 ; f (E) dt:f (_) dt

Int

[ ][ I[b] En déduire que la suite (u,),s, est strictement croissante.

[ I _Jle] Déterminer la valeur de la limite : lim(u,)
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’p
a1
o

’_O
~
a1

’_O
~
a1

’-o ’p
o1 |0
o O

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)
[ 1 [ ] Rappel : (C,+,x) est un corps commutatif : 0rg=0 ; 1x=1.

0 0 O 1 0 O
(M5(R), +,x) est un anneau unitaire : 6=(0 0 0] ; I=(0 1 0
0 0 O 0 0 1

(M5(R), +,) est un R-espace vectoriel.

a b -b 1 0 0
[ ][I ] Soient E={M(a,b)=<0 0 0);(a,b)eR2] : A=<1 1 0)

b —a a 1 1 1

L] On considere I'application définie ainsi @ ¢ : (C,x) — (E*T)
x+iy — M(x,y)

[ _J[x][ ] Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M;(R),+).
[ ][22 ] Soit : M(a,b) T M(c,d) = M(a,b) x AxM(c,d) ; V(ab,cd) eR*
[ ] Vérifier que E est une partie stable dans (M3(R),T).
[_I3][@] Vérifier que ¢ est un homomorphisme de (C*,x) vers (E*T).
[ 1] Puis En déduire que ¢(C)=E* ; E*=E\{M(0,0)}.
[ ][b] En déduire que (E*T) est un groupe on donnera I'élément neutre.
[ _l4][@] Montrer que la loi T est distributive par rapport & + dans E .
[ [ llb] En déduire que (E,+,1) est un corps commutatif.

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

[ 1] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ).
X[ ][ ] Soit : (B) : 222 =2(m+1+Dz+m?2+Q+Dm+i=0 ; meC ; zeC
[ )&l ] Vérifier que le discriminant de I'équation (E) est A= (2im)?.

[ 1[2][ ] Résoudre dans C I'équation (E) .

@[] On pose : 21:<1+i>(m+1) | ZZ:<1—i

2 2
LI ] Soient : A1) ; B@G) ; M@m) ; M(z) ; My(z).
[ lx][a] Vérifier que : z =iz, +1.
[ ]b] Soit r=rotation(Q,%) ;o Qw) W=

[ ][] Montrer que : r(M,) =M, .

) (m+i) ; meC\{0,1,i}
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’VO
al
(=)

’_(D
a1
o

o (U |N o1 N
o O o1 O [0

’-O ’-O
a1 N
(=2

1<
o

~ N (S (S]]
ol ol (=)

’_C)
al
o

[J2J[a] Vérifier que : (Zz —m) _ l.(m— 1)

Zi—m m-—1i
[ ] ]b] Soit () le cercle dont [AB] est un diamétre.
][] Montrer que : M ; M; ; M, alignés = Me (D).
[ I lle] Déterminer I'ensemble des points M pour lesquels On ait

Q ; M ; M; ; M, soient cocycliques

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ ][] On admet que 2017 est un nombre premier et 2016 = 2° x 32 x 7
CJ00C] On pose : px+yP1=2017 ; (x,y)eN*xN* ; peP ; p>5.

[ J[zl|[a] Vérifier que : p<2017.
[ ][ _I[b] Montrer que p ne divise pas le nombre y .

[ Jle] Montrer que : y?1=1[p] et p/2016.
[ ][d] Montrer que : p=7.

[ J2][ ] Résoudre dans N?* I'équation px +yP~! =2017.

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

(Il ][] Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle [0,+o[ par :

1\ -1
f(x)=(1+;) ex ; Vx>0
f(0)=0
U] Soit (€) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : ||l = |ljll = 2cm.

[_J[x][@] Montrer que la fonction f est continue & droite en zéro.

[ ][ _lb] Montrer que la fonction f est dérivable & droite en zéro.

[l ][e] Montrer que f est dérivable sur ]0,+oo[ puis calculer f'(x) ; Vx>0
[ |z][@] Calculer puis interpréter la limite suivante : xlirllmf(x)

[ ][ ]b] Dresser le tableau de variations de la fonction f .
[ _l[3][@] Montrer que (€¢) admet un point d'inflexion qu’on déterminera.
[ ][] Tracer la courbe (€) dans le repére (0,1,7) .

@[ ][ ] Soit F lafonction numérique définie sur l'intervalle [0,+oo[ par :

1
F(x) :f f(t)dt

[ [x][ ] Montrer que la fonction F est contfinue sur I'intervalle 10, +oo] .
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050

’_O
N
a1

’_O
al
(=)

’p
a1
o

’_O
N
U1

’p ’p
a1 N
o 1

’p
N
a1

’_O
N
U1

’p
N
a1

[ ]z][a] Via une intégration par parties, prouver I'égalité suivante :

= =
Vx>0 J(et)dt=e_1—xex—f (—et)dt

X X t

-1

1 1
[ [ I[p] Calculer j (1 +?)6Tdt i Vx>0

e

1
(1 J[e] Montrer que : j £x) dx _1
0

[ 3] ] Soit A4 I'cire du domaine plan délimité par la courbe (€) et par
les axes des abscisses et des ordonnées et par la droite
d'équation x=2.

[ ] Calculer A4 en cm?.

[ 14l ] Soit (u,),.y lasuite numérique définie ainsi : u, = F(n) — F(n +2)

1\ =1
[ I [a] Montrer que : vneN ; 3v,eln,n+2[ : u,= 2(1 +v—)evn
n
RWES (+2)
[ [ _I[b] Montrer que : vneN* ; 2 (1 +;)e n) <u, <2 (1 o 2)e n+2
[ [ I[e] En déduire la valeur de la limite suivante : lim(u,)
noo
-1
@I I)[Aa] Montrer que @ vneN* ; Al a, >0 : f(a,) =en
[ _I[b] Montrer que la suite (a,),»1 €st une suite croissante.
L g -1 1 —
[ lle] Vérifier que : vneN* ; —+1n (1 +_> -
a, a, n
1

[ J2][a] Montrer que : vt>0 ; 1—tS1—+tS1—t+t2

2 “x? o3
[JCb] Montrer que : Vx20 ; ——<-x+h(+x)<—+=

3
[ I[3][@] Vérifier que : a, =1 et a,>1 On admet que e:>2.
2 2a?
[ 1[B] Montrer que : 1—3 < <1
a, n

[ [ ][e] Montrer que \/ZSQ” puis calculer la limite  lim(a,)

2
[ I[d] Déterminer la limite lim an\/;
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B Exercice Numéro 1 : (04,50 points)

[l ][] Rappel : (C,+,x) est un corps commutatif : 0g =0 ; 1g=1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) C = (1 0)

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.
. _ _(x =3y\ . ) _ (0 -3
L] Soit E—{M(x,y)—(y x) ; (x,y)eIR%} ; ]—(1 0)
[ ][] On considére I'application définie ainsi : ¢ : (C,%) +— (E*X)
. y
x+i — M(x,—)
g V3
[ ][Z][ ] Montrer que E est un sous-esp vectoriel de (M,(R),+,) de dim =2
[ J2][@] Montrer que E est une partie stable de (M, (R),x) .
[ [ I[b] Montrer que (E,+,x) est un anneau commutatif et unitaire.

’-O F ’-o F
N N [ [N
o o & |o

[ I3][@] Montrer que ¢ est un isomorphisme de (C*,x) vers (E*X).

’_O
a1
o

[ ][ ][b] En déduire que (E*x) est un groupe commutatif.

[ ][e] Montrer que  J?°17 = ¢(31%8y3i) puis déterminer I'inverse de la
matrice J?°17 dans (E*X) .

’p
~
ol

050 [ ][4][ ] Montrer que (E,+,x) est un corps commutatif.

B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

[ L ][] Une urne contient 2n boules dont n boules blanches et n boules
noires. Toutes les boules sont indiscernables au toucher. Un jeu
consiste 4 firer au hasard une boule de l'urme et de nofer sa
couleur puis de la remettre dans l'urne puis de retirer au hasard

une nouvelle boule de I'urne et de méme noter sa couleur :

e Siles 2 boules tirées sont blanches on gagne alors 20pfs.
e Siles 2 boules tirées sont noires on perd alors 20pts.
e Siles 2 boules tirées sont différentes rien n’arrive alors.

’p
N
a1

[_J[x][@] Calculer la probabilité de gagner 20 points.
[ ] _Ib] Calculer la probabilité de perdre 20 points.
[ [ J[e] Calculer la probabilité d'un gain nul.

’p
N
a1

’VO
N
a1
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[ J[2][ ] On reproduit le méme jeu cing fois,
050 [ ][ J[@] Calculer la probabilité de gagner 100 points.

1,00/ [ ][ ]b] Calculer la probabilité de gagner 40 points.
[ II3][ ] Au cours d'une seule partie de ce jeu, On considere la variable
aléatoires qui prend les valeurs -20 (perte) et +20 (gain) et 0 (nul)

050 [ ][ J[a] Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
025/ [ ][ ][b] Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X.

B Exercice Numéro 3 : (02,50 points)

[ [ 1] Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé direct (0,4, v).

(] soient : M@z ; ME) ; Z’=1(Z+l>
2 z

’p
a1
o

| J[z][ ] Déterminer z pour lequel on ait M =M’ (points identiques) .
[J[2]] Soient : M(z) ; A1) ; B(-1) ; M ¢ {4,B)

‘41 1\*
[ [ [ ] Montrer que : Z T —<Z+ )

z -1 \z-1

’p
a1
o

075/ [ ][3][ ] Montrer que : M e (A) = médiatrice[AB] = M e (A)
075 [ J[4] ] Soit () le cercle dont [AB] est un diamétre.
I ] Montrer I'implication suivante : Me() = M’ e(4B)

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

[Tl ] soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle I =1[0,+o[ par :

Arctan x
f(x) = — Vx> 0

f0)=1

’p
al
o

[ [x][ ] Montrer que f est une fonction continue sur I'intervalle I .

1 < 1 <1
1+x2 " 14t2~

’_O
(on)
o

[ |[2][@] Montrer que : Vte[0,x] , Vxel ;

’p
al
o

[ _lb] Montrer que : vx=>0 < Arctan x < x

1+x%2~

’_O
~
a1

[ [ lle] Montrer que la fonction f est dérivable & droite en zéro.

’_O
a
o

[ I3][@] Admettant que f est dérivable sur ]0,+w[ =, Calculer f'(x) ; VxeJ

0.25/[_][_I[b] Etudier la monotonie de la fonction f sur lintervalle I .
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@[ 1 | Soit g lafonction numérique définie sur 'intervalle I =[0,+o[ par :
1 X
g(x)=;f fOdt ;. Vx>0
0

g(0) =1

[ J[x][a] Montrer que : Vx>0 ; f(x)<gx)<1.
[ L [b] Montrer que g est dérivable & droite en zéro.

’-o ’p
~l a1
U1 o

’p
~
a1

[ 1[2][ ] Montrer que la fonction g est dérivable sur 10,+o[ et que :

Vx>0 ; g =%<f(x) —g(x)>

’_O
N
U1

[ 3] ] Montrer que g est une fonction décroissante sur l'intervalle I.

1 X
050/ [ J[4][a] Montrer que : lim ;j f()dt =0
1

X—+00
[ L] ] On pourra remarquer que : vx>0 ; 0< Arctanx <g
075/ [ ][ ][b] Calculer la limite : lim g(x)

075 MK L[ | Montrer que : ' ael01] ; gla)=a.

2
050| [ |[z2][al Vérifier que : vx=0 ; 031—f(x)£1+x
075/ [ | |[B] Montrer que : vx>0 : |g®)|< %

[ 3] ] Soit (u,),n la suite numérique définie ainsi :

U1 =9gu,) ; VneN

Uy € R*

’_O
~
1

[ [a] Montrer que : (vneN) ; |u,.q —al < %Iun —al.

’p
]
a1

[ 1 _llb] Montrer que la suite (u,),.y est convergente.
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B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

[ L ][] Rappel : (C,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1x=

O =
= O
—

(M, (R), +,X) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) ; I=(

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

(1] soient E={M(x,y)=<; xfgy) ; (x,y)e]Rz} . =M1

[ ][] On considére I'application définie par ce qui suit :
o : (CXx) — (EX)
x+iy — Mx+y,—y)

’_O
N
a1

[ J[Z][] Montrer que E est un sous groupe du groupe (M,(R),+).

025 [_|[2][@] Montrer que E est un sous - espace vectoriel de (M, (R),+,)
050 [ ][ ][] Montrer que (1,]) est une base de I'espace vectoriel (E,+,)
050 [ ][3][@] Montrer que E est une partie stable de (M,(R),x)

050 [ [ Ilb] Montrer que (E,+,x) est un anneau commutatif.

’p
a
o

[ ll4][a] Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*,x) vers (E,x).
[ lb] Montrer que ¢@(C*) =E* ; E*=E\{0} .

[ ][ Jle] En déduire que (E*,x) est un groupe commutatif.

[ II8][ ] Montrer que (E,+,x) est un corps commutatif.

B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

[ ]Soit : peP ; p=4k+3 ; keN*.
050 [ (][ ] Montrer I'implication suivante : (vxeZ) ; x*=1[p] = x> =1p]

D@DSO]TI xp_SEl[p] o x€el.

N (N (O]
a1 o1 O

050/ [ ][ lla] Montrer que x et p sont premiers entre eux.
050 [ ][ b] Montrer que : xP~t=1[p].

050 [ ][ J[e] Vérifier que : 2+ (k-1D@-1)=k(p-5).

050 [ [ ]id] En déduire que : x*=1][p].

’_O
a
o

[ I3][ ] Résoudre ainsi I'équation suivante : x% =1[67].

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0, 4, 7).
X [ ]Soit : (E,): z2+(m+2z+im+2-m=0 ; zeC

025 [ |[z][@] Vérifier que A= (im —2i)*> est le discriminant de I'’équation (E,,)
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050 [ ][ ]b] Résoudre selon les valeurs du paramétre m I'équation (E,,) .

050/ [ _][2][ ] Pour m = iv2, Ecrire sous la forme exponentiel les solutions de (E,,)
@ ][ ] Soient : a=-1-i ; w=i ; m=—-im—-14+i ; meC.
L] On considére les points :  A(a) ; QUw) ; M@m) ; M @m)
[ J[Z][ ] Soit R la rotation définie ainsi : R = rotation (H_z—")

025/ [ ][ _J[@l Montrer que H=Q sachant que RM) =M .

050/ [ ][ |[b] Déterminer b =aff(B) avec R(B)=4.
050/ [|[2][a] Vérifier que : (m —a) = (w _ a) (m—b)
w—D>b

’p
a1
o

[ ][ Ib] En déduire que : {A,M,M } colinéaires < {A,B,Q,M} cocycliques

’_O
a1
o

[ ][ ][e] Montrer que I'ensemble des points M, pour lesquels les points
A; M; M soient alignés, est un cercle qu'on déterminera.

B Exercice Numéro 4 : (07,50 points)

’_O
a1
o

oot
[1][z][@] Montrer que : Vx>0 ; f (1_+t) dt = x —In(1 + x)
0

050( [ ][ ][b] Par un changement de variable (u = t2), Montrer que :

2
im0 s [(E)azt[ (i)
X ; == u
o \1+t 2), \1++u

. 1 x—In(1+x) 1
0,50 : ; < <-
[ ][ Jle] En déduire que Vx>0 ) < 2 ) 5
x—In(1+x)
025/ [ |[2][ | Déterminer la limite suivante : ;}L%l+< 2 )

I0[_|[ ] Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle [0, +o[ par :

+1
f(x)z(xT)ln(1+x) ;o x#0
f(0)=1
L] Soit (6) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : |ill = |ljll = 1cm.

025/ [ J[x][a] Montrer que f est continue & droite en zéro.
[ ] lIb] Montrer que f est dérivable & droite en zéro.

’_O
a
o

FD
~
a1

x—+00 X X—+00

[ [ lle] Calculer puis interpréter les limites : lim <@> s lim f(x)
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050

’p
N
a1

’p
N
a1

’-o ’p
a1 N
o ol

’p
a
o

’p
al
o

’-o ’p
(on) al
o o

’_O
a
o

[ _J[2][a] Montrer que f est dérivable sur ]0,4oo[, Puis montrer que :

x—In(1+x)
.XZ

Vx>0 ()=

[ ][ _][b] En déduire que la fonction f est strictement croissante sur [0, +ool.
[l Jle] Vérifier que f<[0,+00[> = [1, +oo] .

[ 1[3][ ] Construire la courbe (€) et la demi-tangente & droite en zéro.
EEE || ] Soit g lafonction numérique définie sur I'intervalle 10, +o[ par :
gx) =f(x) —x

, 1
[ J[Z][@a] Montrer que @ vx>0 0<f)<5

[ ][ llb] En déduire que g est strictement décroissante sur 10, +o[ et que :

g <]O’+°°[) =]—oo, 1]
[ Jle] Montrer que : 3! ael0,4o[ : fla)=a.
[ 2] ] Soit (u)eny lasuite numérique définie ainsi :

Upyr = f(u,) ; VneN

{ Uy = a ; ae R}

[ ][ J[a] Montrer que : (vneN) ; u,>0.
[ 1 ]b] Montrer que :  (vneN) ; |u,.q —al S%Iun —al.
[ [ le] Montrer par récurrence que : (vneN) ; |u,—al < G)n la —al .
[ ]id] En déduire que la suite (u,),.y tend vers «a.

B Exercice Numéro 5 : (02,50 points)

[ ][] On considére la fonction numérique F définie sur R ainsi
X
F(x) =f et’ dt
0
[ _J[Z][ ] Montrer que F est continue et croissante sur R.

[J[2][@a] Montrer que : Vx>0 ; F(x)>x En déduire lim F(x)

[ ][ 1[b] Montrer que F est une fonction impaire puis calculer tlim F(x)

——00

.o

[ ][ Jle] Montrer que F est une bijection de R vers R.

[ ]ld] Montrer que G :=F! est dérivable en zéro puis donner G (0)
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B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)
[ ][ ][] Rappel : (C,+,x) est un corps commutatif : 0xg=0 ; 1x=1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 06 = (8 8) sl = ((1) (1))

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

I:H:H:I Soit E={M(x,y)=()(; }/) ; (x,y)e]Rz}

X

[ ][] ] On considere I'application définie ainsi :
@ : (CXx) — (ET)
x+iy — M(x,y)

050 [ J[Z][ ] Montrer que E est un sous-groupe de (M,(R),+) .

’_O
a1
o

[ ][2][@] Montrer que E est sous-espace vectoriel de I'espace (M;(R),+,)

’p
N
a1

[ ][ _I[b] Montrer que la dimension de I'espace vectoriel (E,+,) est 2.
[ I3l[@a] Montrer que E est une partie stable de (M;(R),X) .
050 [ ]J[_Ib] Montrer que (E,+,x) est un anneau commutatif.

’p
N
a1

| _]l4][ ] Pour tout couple de matrices M(x,y) ; M(x',y") de M,(R) on pose :
M(x,y) T M(x',y) = M(x,y) x M(x',y") = M(y,0) x M(y',0)

025 [ | _I[@] Montrer que E est une partie stable de (M, (R),T).

[ ]_][b] Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*,x) vers (E,T).

’p ’-o
N N
a1 a1

[ [ ]le] Montrer que (E*T) est un groupe commutatif avec E* = E\{6}.

’p
al
o

[ _|[8][a] Montrer que T est distributive par rapport & + sur E .
025 [ ][ |lb] Montrer que (E,+,T) est un corps commutatif.

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)
[ U] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0, 4, ).

L] On pose : h(z)= i(z _ Z_i) i zeC\{i}

zZ—1

’p
al
o

[ J[z][@] Montrer I'équivalence suivante : h(z)=z & 2z2-2iz—2=0.

’_C)
a1
o

[ ][ I[b] Résoudre dans € I'équation suivante : (E) : z2—-2iz—2=0.
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[ ]2][ ] Soient a et b les soluitons de I'équation (E) avec Re(a)=1.
(][] soient : BB ; A@@) ; M (h(z) ; ME ; zeC\iab}.

[ [@] Montrer que : (h(z) _ a) __ (ﬂ)

’_O
~
a1

h(z) — b z—Db

’_O
~
a1

[ ][ Ilb] En déduire que : (WW) En+(ma’,m’) [27] .

[ I3][@] Montrer que : {A,B,M} colinéaires = {A,B,M,M} colinéaires

’p’p
[Sn B (8]
(= (=]

[ Ilb] Montrer que : {A,B,M} non—alignés = {A,B,M,M'} cocycliques
B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ ][] On jette une piece de monnaie non tfruqué dix fois successives.
On considere la variable aléatoire X qui prend la fréquence
d'apparition de Pile, c-a-d le nombre de fois d'apparition de pile
divisé par 10.

[N
o
o

[ J[x][@] Déterminer les valeurs possibles de la variable aléatoire X.

[N
o
o

1
[ [ I[b] Calculer la probabilité suivante : p[X=E]

9
1,00/ [ |[2][ | Calculer la probabilité suivante : p[XZl—O

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

[ ] Soit f lafonction numérique définie sur l'intervalle [0, +o[ par :
{f(x) =+/x(Inx)? ; vx>0
f(0)=0

] soit (€) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormeé (0,1,j) avec : |ill = |ljll = 2cm.

050/ [_|[x][@] Montrer que f est confinue & droite en zéro.

1 1\\2
[ [ ] On pourra remarquer que : f(x) = (4 x%In (xl))

. , . : ()
0.75/[ [ ][b] Calculer puis interpréter les limites : xng}ﬁf(X) ;o dim (T
075/ [_|[2][a] Etudier puis interpréter la dérivabilité de f & droite en zéro.

’_O
~
a1

[ [b] Montrer que f est dérivable sur ]0,+o[ puis calculer f'(x) ; Vx>0

[N
o
o

[__Jle] Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle [0, +ool.
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’_O
al
(=)

[N
o
o

’_O
~
a1

[N
o
o

[N
o
o

L 4\?
(UL ] En déduire que : vxe[0,1] ; 0<+x(nx)?< (E)
| [ ]ld] Construire la courbe (€) dans le repére (0,i)) .
1
(3] ] On pose : F(x) =f fF)dt ; Vx>0

[ [ I[a] Montrer que F est dérivable sur l'intervalle [0, 4] .

[ ] _lb] Calculer F'(x) ; Vx>0, puis en déduire la monotonie de F ; x> 0.

1
| l[4][@] Via une intégration par parties, Calculer : fﬁ(lnt)dt ;x>0

-2 8 16 16
[ I[B] Montrer que : Vx>0 ; F(x) =?xﬁ(lnx)2 +§x\/§lnx—ﬁx\/§+ﬁ

[ [ le] Soit A I'aire du domaine plan délimité par la courbe (€) et par
les axes des abscisses et des ordonnées et par la droite
d'équation x=1. Calculer A en cm?.

1
[ 18] ] On pose un=f1f(x)dx : neN*

n

[l [a] Montrer que (u,),s; est une suite bornée et strictement monotone.

[_J[_I[b] Montrer que (u,)ns1 est convergente puis calculer sa limite lim(u,)
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o1 O O

’p
N
a1

N (SR (4] N
(o) o O o1

’-o ’p
N |01
o1 1O

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)
[ [ ] Rappel : (C,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1z =1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) s = ((1) (1))

(M, (R), +,) est un R-espace vectoriel.
(IO soit E={x+iy ; xeR} ; yeR}
(] Soit G={1+iy ; yeIR}

(0 soit F={MEy=(y %) i ) eRixR}

X
[ LI ] Soit l'application définie ainsi : ¢ : (Ex) +— (F,X)
x+iy — M(x?%y)
[ L[] On considére la loi de composition interne sur € définie ainsi :
V(x,y)eR?® ; V(a,b)eR? : (x+1iy)*(a+ib)=xa+i(x*b+ a’y)
[ J[x][@] Montfrer que la loi = est commutative sur C.
[ ][ I[b] Montrer que la loi * est associative sur C.
[ [ Jle] Montrer que = admet un élément neutre qu’'on déterminera.

. 1
[ Jid] Montrer que : V(x,y)e R* xR : Symétrique <X + ly) = (; - ;—41') par *

[ _][2][@] Montrer que E est une partie stable dans (C,x).

[ ][ Ib] Montrer que (E,*) est un groupe commutatif.

[ I3[ ] Montrer que (G,*) est un sous-groupe de (E,*)

| ll4l[@] Montrer que F est une partie stable de (M,(R) ,*).

[ 1 _llb] Montrer que ¢ est un isomorphisme de (E,*) vers (F,x).
[ ][ Il€] En déduire lastructure algébrique de I'ensemble (F,x).

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

[ L[] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ¥).
[T ][ ] Soit I'équation (E) : 22— (1 +D)(A+m)z+2im=0 ; zeC ; m e C\R
[ ][Z][@a] Montrer que le discriminant de I'équation (E) est non nul.

[ ] _Ib] Déterminer z, et z, les deux solutions de I'équation (E).

[ ][2][ ] On suppose dans cette question que m=e% ; 0<O<m.
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’_C)
N
a1

’p
N
U1

’-o ’-o
o1 Q]
o 1O

g1 |o1 O a1
(=2 (=1 (=) (=)

[ ][ ][a] Déterminer le module et un argument du nombre (z; + z,).

[ 1[ Ib] Montrer I'implication suivante : zz,eR = (z; +2z,) = 2i
@[ |[ | Soient : a=1+i ; b=QQ+im ; c=1—i ; r=rotation(0,%).
[ )] Soient : A(a) ; BMb) : C€() ; D=r(B) ; Q=milieu[CD].

[ Jz][@] Montrer que : w:=aff(Q) = (1- i)gl —m)

b_
[ 1[ |b] Calculer le nombre complexe (Ta)

[ Jle] En déduire que : (0Q) L (AB) et AB=20Q.
[ |[2][ ] Soit H(h) le point d’'intersection des droites (0Q) et (4B) .

[ ][ J[a] Montrer que : (h_a) eR et ( h ) € iR

b-a b—a
[ ][ ][b] En déduire h en fonction de m.

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ ][] On admet que 2969 (Année amazighe) est un hombre premier.
[ L] Soit I'équation n®4+m® =0[2969] ; (m,n) e N2.

[ J[Z][ ] On suppose dans cette question que 2969 ne divise pas n.

[ ][ I[a] Montrer que : (JueZ) : uxn=1[2969]. (utiliser Théo de Bezout)
[ Ib] En déduire que (mxm)®=-1[2969] et (uxm)?8 =—1[2969].
[ L[] On pourra remarquer que : 2969 =8 x 371 .

[ ][ ][e] Montrer que 29649 ne divise pas (u x m).

[ ][ ld] En déduire que : (uxm)?2°® =1[2969] .

[ l[2][a] Montrer que 2969 divise n. (Utiliser tous les résultats précédents)

[ [ I[b] Montrer ainsi I’équivalence suivante :

{Et bien n = 0[2969]

8 8 =
(n® +m®) = 0[2969] Et bien m =0 [2969]

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

[X][ [ ] Soit f lafonction numérique définie sur R par :
1
f(x) =4x (e‘x +§x — 1)

L] Soit (€) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : |ill = |ljll = 1cm.
[ ][Z][ ] Calculer les limites suivantes : Jim fG) 5 lim f(x)

[_lz][@a] Montrer que f est dérivable sur R et que f (x) =4(e™* —1)(1 —x)
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0,75/ [_][_][b] Etudier la monotonie de f puis dresser son tableau de variations.

050| [ ][ ][€] Montrer que : 3l ae E;z[ i f(@)=0 on prendra e3? =45,

025 [ ][ ][d] Vérifier que : e @ =1 —%

050/ [ ][3][@] Montrer que : 3Fx,e]0,1[ ; f'(x) =0 Appliquer Rolle & f.
050/ [ ][ I[b] Montrer que : Vx #x, ; x,€01] 3:_(22 > 0 Appliquer TAF a f".

’_O
N
a1

[ _lle] En déduire que I(x,,f(x)) est un point d’inflexion de la courbe (€)
[ ]l4][a] Etudier les branches infinies de la courbe (C).

[ ][ ][b] Construire la courbe (€) dans le repére (0,17) .

[ I[8l[a] Vérifier que : Vxel-o,af ; f(x)<0.

N al a1
a1 o o

’_O
\‘
a1

a 2 _ 3
[ 1[_lb] Montrer que f F(x) dx =M , En déduire que F<ac< V3
0

’_O
al
(=)

[ [ J[e] Soit A I'aire du domaine plan délimité par la courbe (€) et par
les axes des abscisses et des ordonnées et par la droite
d'équation x =a . Calculer en fonction de a |'aire A en cm?2

| [ ] Soit (u,),n lasuite numérique définie ainsi :
{unﬂ =f(u,)+u, ; VneN
Uy <«

050 [ |[x][a] Montrer par récurrence que : (vneN) : u, < a.

’_(D
N
a1

[ [ I[b] En déduire que la suite (u,),.n €st décroissante.

13
[ J[2][] On suppose que uy, =0 et on pose : 9x)=e"+ox—7

’_O
(8]
o

[ ][@] Montrer que : (vxeR) : g(x) >0, On prendra In2 = 0,69.
[ lb] Montrer que : (vneN) : u, =0, On pourrait user f(x)+x = 4x- g(x)

’_O
(8]
o

’_C)
N
a1

[ [ J[e] Montrer que la suite (u,),.n €st convergente.
[ 1 ]id] Calculer la limite suivante : lim ()

’_C)
al
o

[ 3] ] On suppose maintenant que u, < 0.
050| [ ][ ][@a] Montrer que : (VneN) ; wu,yq —u, < f(up).
[ ][ ][b] Montrer que  (vneN) : u, <uy+nf(up) .

’_C)
al
o

025/ [ ][ |[e] En déduire la valeur de la limite suivante : lim(u,)
noo
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B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

[ ] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, B).
[I] [ ]Soit I'équation : (E,) : z?—iaV3z—a?=0 ; zeC ; aeC

[ J[z][@] Vérifier que le discriminant de cetfte équation est A= a?.

[ ][ ]Ib] Résoudre dans € I'équation (E,). Soient z, ; z, les solutions.

’-O ’-O
a1 N
o o

050 [ J[2][ ] Ecrire z, et z, sous la forme exponentielle. Avec « = |ale?* ; 1eR
, 1+iV3 ~1+iV3 T
@ ][ | Soient : z = > P = R = rotation (0 ,5)

[ ][Z][ ] On considére les points @ M;(z;) ; My(z) ; Qa).

[ J[a] Montrer que : R(Q) =M, et RM,)=M,.

[ ][ ][b] En déduire que les triangles 0OQM; et OM;M, sont équilatéraux.
[ l[2][a] Vérifier que : z—z, =«a.

[ _lb] Montrer que : (QM,) L (OM;) .

[ [ Jle] En déduire que 0QM;M, est un losange.

— _ i
3] ] Montrer que : VvOeR ; Z=(ZZ a)+<Z2 lale )e]R

Z1—« z; — |alet®
B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

[ )] Une ume contient n boules numérotées de 1 & n (neN\{0,1,2}).
On ftire au hasard, sans remise, les boules de cetfte urne l'une
apres 'autre. Toutes les boules sont indiscernables au foucher.

[ ][Z][ ] Quelle est la probabilité pour que les boules 1, 2, 3 sortent
consécutivement et dans cet ordre ?

[ ][2][ ] Calculer la probabilité que les boules 1,2, 3 sortent dans cet
ordre (consécutivement ou pas ).

1,00 [ 3] ] Soit X, la varioble aléatoire qui prend le nombre de tirages
nécessaires pour obtenir les boules 1,2,3.

[ ][] Déterminer Py la loi de probabilité de cette variable aléatoire X, .

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

L[] Soit (v, +,) un espace vectoriel de dimension 2.
L0 ] Soit (3j) une base de v,. On pose : e—1’=%T+%f ; 52%?—5]
[ L] On définit sur v, la loi de composition interne suivante :

AT+ YD) * (X T+y]) = (ex +yy)T+ (xy +yx)] ; V(xyx,y)eR

N ar NN [on)
a1 (=2 (2% o

’_O
(8]
o

’_H
o
o

’_H
o
o
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’,O
N
1

[ J[x][@] Montrer que (e;,e,) est une base de v, .

[Jb] Montrer que : e xe;=e ; e*re;=¢e ; e xe;=e*e=0.

[ lle] Montrer I'égalité suivante quelque soient X,X,Y,Y dans R
Xe +Ye)+xX' e +Y'e)=XXe +YYe,

’p ’-O
N N
a1 1

’_(D
N
a1

[ ][2][@] Montrer que la loi * est commutative.
[ ][] Montrer que la loi * est associative.

’-O ’-O
N N
1 1

[ _lle] Montrer que la loi * admet un élément neutre.
[ ]id] Montrer que (v,,+,%) est un anneau commutatif et unitaire.

[ 3] ] On pose : Eﬁ={lﬁ ; AeR ﬁevz\{ﬁ}}

[ J[™a] Montrer que (Egz,+) est un sous-groupe du groupe (v,,+).

’_O
N
1

’p ’-o
N N
o1 1

[ Bb] Montrer que (Ez +,) est un sous-espace vectoriel de (v, ,+ ).

’_O
al
(=)

[ [ Jle] Montrer que : Ej stable par * < la famille (i1 ,%) est liée
[ )[4l ] On suppose que FaeR*; ux*u=ai, Etsoit 'application suivante :
p  (R',X) — (Ez *)
x b
X — —Uu

a

050( [ [ I[@] Montrer que I'application ¢ est un isomorphisme .
[ IB] En déduire que (Ez,+,x) est un corps commutatif.

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

’_(D
N
a1

(@] ][] Soit g lafonction numérique définie sur I'intervalle I =1-1, +oo[ par :

gx) =1+x%—-2x(1+x)In(1+x)

025/ [ _J[x][@] Prouver les limites suivante : x_}gnl)+g(x) =2 5 lim g(x) =—oo
0,50| [_][_]b] Montrer que g est dérivable sur I'intervalle I et que :

(vxel) ; g (x) =—=2(1+2x)In(1 + x)

[ J[2][ ] On donne le tableau de variations de la fonction g comme suit :

x |—1 ‘71 0 +o0
g (%) - 0 + 0 —
2 1
9(x) \ e \
5 In 2
77 —00
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050/ [ ][ J[@a] Montrer que : Fta>0 ; gla)=0.
025/ [ ][ |[b] Vérifier que : a<1 ; on prendra In2=0,7.

L Et bien Vxel]-1La[ ; gx)>0
0,50 :
050 [ | l€] En deduire que {Et bien Vxela,+o[ ; gx)<O0

o
N
1

@[ ] Soit f lafonction numérique définie sur l'intervalle I =]—-1,+o[ par :

1

[ ] Soit (&) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : il = Iljll = 2cm.

050| [ J[&Z][@] Calculer puis interpréter la limite suivante : l}r_n1)+f(x)

’p
a1
o

[ 1 _lb] Calculer puis interpréter la limite suivante : lim f(x)

X —+00
075 [ ][2][@a] Montrer que la fonction f est dérivable sur I et que

g(x)

viel 5 SO =gy

0,50| [_][_][b] Etudier la monotonie de la fonction f sur l'intervalle I .

’_O
~
a1

[ €] Vvérifier que : f(a) =

et que Vxel

2a(a + 1) p f) = 2a(a + 1)

’p
N
1

[ I3][@] Donner une équation de (T), la tangente & (€) en zéro.
[ [ I[b] Montrer que : vx=0 ; InQd+x)<x.

[ ][ Jl€] En déduire que : Vx>0 ; f(x)<x.
1,00/ [ ][ ][d] Construire (T) et (€) dans le repére (0,17) .

1
@ [ ] Onpose : J=f f(x) dx
0

’-o ’p
N al
1 o

1—x
1,00/ [ J[@][a] Via un changement de variable t =T Montrer que j= ”1;12

050[[ [ ] Soit A4 I'acire du domaine plan délimité par la courbe (€) et par
la droite (T) et I'axe des ordonnées et par la droite d’'équation
x=1. Calculer A en cm?.

0,50( [ ][2][ ] Via une intégration par parties, Calculer I'intégrale suivante :

fl Arctan(x)
= —dx
o 1+x

050([ ][3][ ] Par un changement de variable, Calculer I'intégrale suivante :

T
L =.[ In(1 + tanx) dx
0
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B Exercice Numéro 1 : (02,00 points)

L[] Soit I'équation : (D) : 7x3—13y =5 ; (x,y)€ZXT
[ J[&][ ] Soit (x,y) une solution de (D).

[ ] J[™a] Montrer que x et 13 sont premiers entre eux.

[ ][ Ib] En déduire que x'?=1[13].

[ ][ J[e] Montrer que : x3=10[13].

[ ] lid] En déduire que : «x'2=3[13].

[ 2] ] Déduire des questions précédentes que I'équation (D) n'admet pas
de solutions dans Z x Z.

a1 a1 a1 N N
o o o 1 a1

B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

[ L ][] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1z =1.

(M, (R), +,X) est un anneau unitaire : 6 = (g 8) = (1 0)

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.
[ J[x][ ] Soit E={N(x,y)=((1) ;) ; xeR et ye]Rl*}
[ J[@] Montrer que E est une partie stable de (M;(R),x).

’_O
N
1

’_O
a1
o

[ [ Ilb] Montrer que la multiplication n’est pas commutative dans E.

X

[ ][ Jle] Vérifier que : V (x,y) e RX R* : N(x,y) xN(_Tx%) = N(_T%) XN(x,y) =1

’_O
a1
o

’_O
~
a1

[ liz][ ] Montrer que (E,x) est un groupe non commutatif.
[ [3][ ] On considere le sous-ensemble F de E défini par :

F:{M(x):((l) x;l) ; xe]R{*}

[ ][ ][] Soit I'application définie ainsi

o : (R'x) — (EX)
x — M(x)

’p
al
o

[ ][ ][@a] Montrer que I'application ¢ est un homomorphisme.

’VO
al
o

[ [ I[b] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (F,x)
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N
1

’_O
a1
o

’p
a1
o

’_O
a1
o

’p
N
1

’_O
a1
o

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ L 1] Soit m un nombre complexe non nul.

[ L[] 1% Partie : On considére dans C I'équation d'inconnue z
(E) : zZ2=2mz*>+2m?z—-m3=0

[ [x][ ] Résoudre dans C I'équation (E).

(On remarque que m est une solution de I'équation (E) )

[ 2] ] On note z; et z, les deux autres solutions de (E) autre que m.
1 1 1

[ J[a] Vérifier que : —+ ===

Al Zy m
iT[ Z . s .
[ [ I[b] Dans le cas oU m =1+ e3 . Ecrire sous la forme algébrique z; et z,
2¢me Pqrtie : Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (0, u, v)

in —in

[ [ [ ] Soient les points : A(a) ; B(b) avec a=me3 et b=me3 .

[ )] Soient les points :  P(p) ; Q(q) ; R(®).

[ L[] Soient: r, = rotation (P; %) ; T, =rotation (Q; %) ; T3 =rotation (R; %)
] Solent : n(@)=4 ; nRW=B ; nEB =0

[ J[z][ ] Montrer que les points (0;4;B) ne sont pas alignés.

2 i7n 2 -—i7n
| |z][@] Montrer que : pzm\/_ 12 :m\/_

elz et r 12
[ ][_I[b] Montrer que : g =mV2 sin (7—”)

e 12
12

[ 3] ] Montrer que : 0Q=PR et (0Q) L (PR).
B Exercice Numéro 4 : (12,00 points)

L U] Soit £ la fonction numérique définie sur 'intervalle I = [0,4+o[ par :

f(x)=x3ln(1+§) ; Vx>0

f(0)=0
L] Soit (@) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : |ill = |ljll = 1cm.

[ ]lz][ ] On appliguant le théoréme des accroissement finis a la fonction
t — In(t) sur lintervalle [x; x+ 1], Montrer que :

1 1 1
P): (Vx>0) : —<1n(1+—)<—
x+1 X X

[ J[2][@] En utilisant la proposition (P), Montrer que la fonction f est
dérivable a droite en 0.

Propositions de correction - 2020 Normale - 2BAC-SM - Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2020 - La page 146




* % %
Examen National du BACCALAUREAT - Session Ordinaire 2020

0,25/ [ ][ ][b] En utilisant la proposition (P), Montrer que la courbe (€) admet
une branche paraboliue dont on précisera la direction.

0,50/ [_|[3][@a] Montrer que la fonction f est dérivable sur ]0,4o[ et que
. 1 1

: — 2,2 ) I
Vx>0) ; f =3 (1n(1+x) 3(1+x))
025/ [ ][ |[b] En déduire que la fonction f est strictement croissante sur I .
(On pourra utiliser la proposition (P) )
025/ [ ][ ][] Dresser le tableau de variation de f.
f(x)

[ ][4][ ] On pose : gk) == V x €]0,+oo[
. 1 1
0.50 : +oof = =) - s
[ &l Vérifier que : Vxelo,+o[ ; g (x)=2x (1n (1 +x) 2(1 _,_x))
025/ [ [ ][] En déduire que la fonction g est strictement croissante sur R% .
050 [ [ Jle] Montrer que I'équation g(x)=1 admet sur R une solution

unique notée a puis vérifier que ae]1,2].

’p
a1
o

[ L Id] En déduire que les seules solutions de I'équation f(x) =x sont:0; a
[ |s][a] Représenter graphiquement la courbe (€) .
( On précisera la demi-tangente a droite en 0 et la branche
parabolique de (C))

’_O
N
U1

0.50([ ][ ][b] Montrer que f est une bijection de I vers I .

(On note f~! sa bijection réciproque )

2¢me Partie : On considere la suite (u,),s, définie par :
Uy = fHu,) ; VneN
O<uys<a

050 [ J[x][ ] Montrer par récurrence : (vneN) ; 0<u,<a.
[ l[z][@] Montrer que : g(]0,a[) =10,1].

[ L 1[b] En déduire que la suite (u,),s, €st sfrictement croissante.

N N a
a1 a1 o

[ ][ Jle] Montrer que la suite (u,),s €st convergente.
0.25([_|[3][ | Déterminer la limite :  lim(u,)
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N a1 N al
1 (=] a1 (=)

’_O
al
(=)

’_O
al
(=)

3eme Partie : On considére la fonction F définie sur I par

1
(vxel) : F(x) = f F(O)dt

[ Jlz][@] Etudier suivant les valeurs de x le signe de la quantité F(x).

[ ][ _I[b] Montrer que la fonction F est dérivable sur I'intervalle I .

[ [ Jle] Et déterminer sa dérivée premiére F'.

[ [ Jld] En déduire que F est strictement décroissante sur l'intervalle I .
[ Jz][@a] Montrer que : Vxel0,+oo] ; F(x)<(1-x)In2.

[l En déduire la valeur de la limite suivante :  lim F(x)

[ I[3][a] En utilisant la méthode d’intégration par parties, Montrer que :

In2 «x* N 1Y/ ¢
Vxel0,+oo ; F(x)=T——ln(1+—>+—j dt
X

4 X 4 t+1
L L7 ¢3
[ ][ ]lm| Calculer I'intégrale f (t — 1) dt ; Vxel0 +oof
X
On remargue que t =t2—t+1 -
ave 9 14+t 1+t

3

[ I lle] En déduire que
V x €]0,+oof F(x) —5 x +—x2 x+11 (1+x) —x41 (1+1)
| = — -——+= - —
x €15 M=o 12T g Tty T T TS

1
[ ][ ]ld] Calculer lir51+F(x) ,en déduire la valeur de jf(t) dt
N S d 0

[ 4] ] On pose : VneN : vn:k§1<F(2k+1>_F(E)>

2n n

[ J[™a] Montrer l'inégalité suivante :
v N'; Vke o 1 -1 (2k+1)<F(2k+1) F(k)<—1 (k)
nen cn ' an 2n )~ 2n n) ~ an n
[ _Ib] En déduire I'inégalité suivante
k=n k=n-1
vmew o g f()=usg > £()
ne . an_fn_v"_Zn _fn
2k+1 k+1
On remargue que <
2n n

[ [ lle] Montrer que (1,),.n- €St convergente et donner sa limite.
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B Exercice Numéro 1 : (02,50 points)

[ ] Soient p et ¢ deux nombres premiers vérifiant :
opti-l=1[pg] et p<gq

’_(D
N
a1

[ J[z][@] Montrer que p et 9 sont premiers entre eux.
[ I lb] En déduire que : 9 1=1[p] et 97=1[p].
[ l2]la] Montrer que (p —1) et g sont premiers entre eux.

a1 (01 (]
o o o

[ 1 _llb] En utilisant le théoréme de Bézout, Montrer que : p=2.
[ lle] En ufilisant le théoréme de Fermat, Montrer que : 9771 = 1[q].

[ [ Jd] En déduire que q=5.
B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)
[ L ][] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1g=1.

’p ’-O
a1l N
o ot

0 0 O 0 O
(M5(R), +,x) est un anneau unitaire : 6=(0 0 0] ; I=(0 1 O
0 0 O

(M5(R), +,-) est un R-espace vectoriel.

x =y -y
I:H:H:I Soit EI{M(x,y,Z) :(0 Z 0 ) ; (X;y,Z)ER3]

y xX—2z x

050/ [ J[z][a] 1% Partie : Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M;(R)
025 [ ][ |[b] Déterminer une base de I'espace vectoriel (E,+,) .

’_(D
N
a1

[ Jiz][a] Vérifier que : V(x,y,2) ; (x,y,Z) € R
M(x,y,z) XxM(x,y,z)=Mxx —yy ; xy +yx ; zz')

050 [ ][ ][b] Montrer que (E,+,x) est un anneau commutatif.
[ )L ][] 2éme Partie : On considére le sous-ensemble F de E défini ainsi :

F={M(,y,00€eE ; (x,y)eR?}
025 [ |[z][@] Montrer que F est un sous-groupe du groupe (E,+).
[ ] llb] On note ¢ I'application définie ainsi

¢ + ([Cx) — (FX)
x+iy — M(x,y,0)

0.25 [ ][ |[b] Montrer que I'application ¢ est un homomorphisme.
025 [ ][ Jle] En déduire que (F*,x) est un groupe commutatif. (F* =F —{0})

’_(D
al
o

[l ]ld] Montrer que (F,+,x) est un corps commutatif et préciser I'unité.
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0 1 0
025|[ |[2][a] Vérifier que : VM(x,y,0)eF ; <0 0 0) X M(x,y,0) =86 .
0 0 O

’_(D
a1
o

[ [ llb] En déduire qu'aucun des éléments du sous-ensemble F n'admet
un inverse pour la multiplication dans M;(R) .

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

(1] ][ ] Soit m un nombre réel non nul.
[ 1) ] On considére dans I'ensemble C les égquations ainsi proposées :

(E) : z°4+2z+1+m?>=0

(F) : 22420 -Dz2°+Q+m?—-4))z-2i(1+m?») =0
[ ]lz][ ] Résoudre dans € I'équation (E).
[ ][2][@] Montrer que I'équation (F) admet une solution imaginaire pure.
050|[ ][ |[b] Résoudre dans C I'équation (F).
M ][ ] Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0,4, v).

[ ] Soient les points : A(=1+im) ; B(-1—im) ; P(p) ; 0(q) ; R().
Soient : Q= milieu[AB] ; A = milieu[0OB] ; B = milieu[0A].

’p ’-O
N (N
Q1 |01

Soit: r, = rotation (Q; _2—”) ; 1, = rotation (A’; _Z—n) ; T3 = rotation (B’; _2—”)
Soient ' r;(A) =P ;0 1rp,(B)=Q ; r3(0)=R.

[ Jz][ ] Montrer que : p=-14+m ; gq= (%) (-1—-im) ; r=g
[ |[2][@] Vérifier que : q—r=—ip.
050[[ ][ [b] En déduire que : OP=QR et (OP) L (QR).

B Exercice Numéro 4 : (11,00 points)

[ L[] 1% Partie : On considére la fonction f définie sur I =[0,1] par :
f(x) =xIn(2 — x)
L] Soit (©) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : |ill = |ljll = 2cm.
0,50| [ ][x][@] Montrer que la fonction f est dérivable sur I.

L)L) Ef que @ (vxel) ; f(x)=In2—-x) _fo

[ ][e] Montrer que la fonction dérivée f est strictement décroissante sur I

[ Jd] Montrer qu’il existe un unique réel a€]0,1[ tel que
2

’p ’_O
NN
o1 o1

’_C)
N
1

’-o ’-o
~ (O
o1 O

f@=0 et que  f(a)=

2—«
050| [ J[z][@] Etudier les variations de la fonction f puis donner son tableau.
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0.25/[ ][ 1[b] Montrer que la courbe (€) est concave.
I )le] Montrer que : Vv (x,t)el? : fx)<(x—t)f () + ().
[ )id] En déduire que : (vxel) ; f(x)<xIn2 et f(x)<-x+1.

[ I[3][ ] Représenter la courbe (€) dans le repére (0,1,)).

[ |[4][ ] Calculer en cm?, I'aire du domaine plan limité par la courbe (C)
et les droites d'équations respectifs x=0 ; x=1 ; y=0.

’-O ’p
al al
(=) o

’p’p
a1 N
o G

[ )] 2éme Partie : soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2.

[ ][] On considére la fonction f, définie sur I =[0,1] par ce qui suit :
fr(x) =x"In(2 —x)

[ l[z][@] vérifier que f, est positive sur I et que f,(0) = £, (1) .

[ [_][B] Montrer qu'il existe au moins a, €10,1[ tel que : f, (a,)=0.

075 [ ][2][@a] Montrer que f, est dérivable sur I et que

’-O ’p
N al
a1 o

X

(vxel) ; fi(x)=x""1-g,(x) avec g,(x)=nIn2-x)— 7

050( [ ][ ][b] Montrer que la fonction g, est strictement décroissante sur I.
025/ [ ][ Jle] En déduire que a, est unique .

[ 3] ] On considéere la suite numérique (a,),s, qinsi définie.

1 n+1
050/ [ | _J[@l Montrer que : vn=2 ; f.(a,) =— (20(2“ )
[ [ I[b] En déduire que : limf,(a,) =0

[ Jle] Montrer que : vn=2 ; g,(a,41)=-In(2—a,.,).
[ LU [d] En déduire que la suite (a,),s; est sfrictement croissante.

’_(D
al
o

N N (o]
) ) o

[_][_I[e] Montrer que la suite (a,)n5 est convergente.
[ 1[f] Montrer que : lim(a,) =1

1
[l ][] 3%me Partie : On pose : In=ffn(x)dx ; VneN ; n>2
0

’_O
(8]
o

’_C)
al
o

[ [zl ] Montrer que (I,),s; est décroissante et qu’'elle est convergente

’_C)
al
o

[ 2] ] En utilisant une intégration par parties, Montrer que

; 1 ]1 xn+1 p
"Tn4+1), \2—x x

1
n+1

050| [ ][3][@] Montrer que : (Vvn=2) ; 0<I, <

025 [ ][ |[b] En déduire que : lim(l,) =0
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o1 O O O

’p
-
ol

’p
al
o

B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)
[ ][ 1[ ] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1g=1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) C = (1 0)

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

[ ][] ] Soient E={M(a,b)=(azb asng) ; (a,b)eRZ} ; ]=(1 _31)

[ 1[ J[@] Montrer que (E,+,) est un sous-espace vectoriel de (M, (R),+,)

[ ][ I[b] Montrer que (1,]) est une base de I'espace vectoriel E.

[ |[2][@] Montrer que J?eE puis déduire que E est stable dans (M, (R),x).
[ [ _lb] Montrer que (E,+,x) est un anneau unitaire et commutatif.

[ 1[ l[e] Montrer que : M(a,b) est diviseur de zéro dans E & a’?—4b*>=0

B Exercice Numéro 2 : (04,00 points)

1] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, #).

0] soit = (B) - zz—az+%+§=0 ; aeC ; zeC

[ [®][ ] Soient z, ; z; les solutions de (E), Montrer les prédicats suivants :
arg(z,) + arg(z;) = % 2] 5 lzol 1z =1

[_l[2][a] Montrer que : a=2cos(9—%) et zy=e® ; BeR

[ ][ 1] En déduire que : z =i = 1+ia—-a*—ia®+a*+ia®=0

[ I[3] ] On suppose dans cette question que : z, =g(1+i)

[ J[@] Ecrire z; sous les formes algébrique et trigonométrique.

L , Coan (Y . T
[ ][ llb] En déduire les valeurs des rapports suivants : sin (E) ;oS (12)

[ [ Jle] Ecrire a sous les formes algébrique et trigonométrique.

[ ][4][ ] On considére la transformation du plan complexe définie ainsi :

R : (P) — (P)

M(z) +— M(z' = iz+\/§e%)
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a1 N |
o o1 O

’p’p
[Sa (%]
o IO

’p
a
o

’_O
a
o

’_O
a
o

’_O
N
o1

’p
al
o

in

(0] soient : 4(a) ; B®) ; C(c) ; a=e ; b=ei ; C=R(B)
[ ][ [@] Montrer que R est une rotation qu'on déterminera.

[ k] Vérifier que : (c—a)=i(b—a).

[ Jle] On pose D =R(C), Montrer que A est le milieu du segment [BD]

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

X)L ] On considére 'équation (G) : 27x—=31y=1 ; (x,y)eZ?.
[ L ][] Montrer que I'ensemble des solutions de I'équation (G) est :

{(31k—8; 27k —7) ; keZ}

@[ ][ ] On définit explicitement I'ensemble E ainsi : E={0,1,2,3 - ,30}
[ [z][ ] Déterminer le seul élément de E qui vérifie 27a =1[31].

[ 2] ] Soit r(n) le reste de la division euclidienne de 27n+4 par 31.
E — E

n — rn)

LI ] Soit f I'application définie ainsi

[ I[@] Montrer que I'application f est injective de E vers E.
[ 1[_]b] Montrer que I'application f est suriective de E vers E.
[ Jle] Montrer que f est une bijection de E vers E, Puis donner f~1.

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

[I][_ ][ ] Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle [—1,+o[ par :
In(x+1)
{f(x) — D™ E  xel-10[U]0, +oof
f(-1) =1 ; f(0)=e

LI Soit (¢r) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,i,j) avec : ||ill = |ljll = 1cm.

(x+1)In(x+1)

[J[xl[@a] Montrer que : Vxe]-10[U]0,+o[ ; f(x)=e =
(b Etudier la continuité de la fonction f en zéro et & droite en —1

)

X

lim f(x)

X—+00

In(x+1) In(x+1)
[ ][ ][b] Montrer que : Vxe]-1,0[U]0,+o[ ; f(x)—x =x(eT— )+eT

[ |[2][@] Calculer les limites suivantes : lim <

X—+00

[ [ ]le] En déduire la branche infinie de (¢;) au voisinage de 4+
f

f(x) - f(-1)
x+1

[ 1I3][ ] Calculer puis interpréter la limite : lim
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-1 x ([ t? 1
050|[ |[4][@] Montrer que : V x>— ; f dt =In(1+ x) — x + = x?
2 o \L+t 2
—-1 t?
025/ [ ][ ][] Montrer que : vte [—,+oo[ : < 2t?
2 1+t
—1 X[ t? 2
0,50 [ ][ _Jle] Montrer que : vxe [—,+oo[ ; f dt| < =|x|3
2 o \1+t 3

In(1+x)—x -1

025/ [ [ ][d] En déduire que : }}L%( ( xz) ):7
/ e
050/ [_][][€] En déduire que la fonction f est dérivable en zéro et que f (0) =3

’_O
N
1

[_I[$][@] Etudier la monotonie de g définie ainsi : g(x) =x —In(1 + x)
[0 JU ] Puis En déduire que : vx>-1 ; gx)=0.

[ ][ Ib] Montrer que : Vxe]-1,0[U]0,+oo[ ; f’(@:“*iﬂew
[ Jl€] En déduire le sens de variations de la fonction f .

[_[6][ ] Construire la courbe (¢;) dans le repére (0,1)) . )
@[ ][ ] Soit la fonction F définie sur [0,+o[ qinsi : F(x)=j0f(xt)dt

025/ [ J[Z][a] Montrer que : VxeR* ; f(x)=>x.
[ Ib] En déduire que : vx=0 ; F(x) 2;

’p
a1
o

’1_\ ’-o
o N
o 1

’_O
N
1

’p
N
1

[ ][ ][e] Calculer la limite suivante : lim F(x)

X—+o0

[ J[2][@] Montrer que : Vxe]0,4+o] ; F(x)=%fxf(t)dt
0

’_O
a1
o

’_O
N
1

[ 1_1[b] Montrer que la fonction F est dérivable sur l'intervalle 10, 4o
. , 1
[ ][] Puis montrer que : Vvxel]0,+o[ ; F (x) =;<f(x) —F(x)>

050 [ ][ lle] Montrer que : Vxe[0,+o[ ; e<F(x)<f(x)

025/ [ | ]ld] En déduire que F est une fonction croissante sur RY .

Lt
I | ] Soit (u,).> la suite définie par un=f f(—)dt
0

n
025 [ J[x][@] Montrer que la suite (u,),> est décroissante.
[ [ Ilb] Montrer que : (VneN*) ; u,>e )

[ |[2][@] Montrer que : (vneN*) : un=nfﬁf(t)dt
0

’_O
N
o1

’p
N
a1

’_O
N
o1

([ _Ib] En déduire que : (vneN") : wu, gf(%)

[ ][] Calculer la limite suivante : lim(u,)

’VO
N
1

Propositions de correction - 2010 Boulmane- 2BAC-SM - Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2020 - La page 154



* %k

Royanme n Maroc
Epreuve de Maths e Examen National du
Filieres : SMA - SMB BACCALAUREAT
Coefficient : 9 Ministéve de KS:ZNamnau %sess“)n Principale
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B Exercice Numéro 1 : (02,00 points)
o t3+t
025 [ |[&][a] Vérifier que : VieR\{-1} ; —— =t2—t+2—t—1

1 (2 X
1,00/ [ ][ ][b] Calculer l'intégrale suivante : 1=—j (—) dx
° 2J); \1++x—-1

075/ [ |[2][ ] On considére la suite (u,),.n définie ainsi:

(¥neN") 1 i( n+k )

ne U, = —— —
nn & \Wn +Vk

[l ][] Montrer que (u,).n+ est convergente puis calculer lim(u,)

B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

L] Soit x€]0,4[ Et on considére les équations différentielles

" . 1 3
(E) : y +2y +2y:(x+1)21nx—§x2+z

(F) : y 42y +2y=0

075 [ J[z][ ] Résoudre I'équation différentielle (F).
[ [2][ ] Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par : f(x) =] (tint)dt
1

’_I—‘
o
o

[ J[™] Montrer que f est une solution particuliere de I'équation (E) .
[ 1[b] Montrer que : y est solution de (E) & (y—f) est solution de (F)
[ Jle] En déduire la solution générale de I'équation différentielle (E).

B Exercice Numéro 3 : (05,50 points)

LI ] Soit £ lafonction numérique définie sur I'intervalle [1,2] par :

’p’p
g N
o g

f(x) = Arctan <\/x +2 )

L U] soit (@) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : il = |ljll = 2cm.
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050| [ |[Z][@] Calculer f'(x) puis déterminer le sens de variations de f.

o < L
[ llb] Vérifier que : vxe[1,2] ; |f(x)|£6\/§

[ [ Jle] Montrer que : Vvxe[1,2] ; Arctan(x) <x.
[ )id] En déduire que : It ael12] ; f(a)=a

[ 2] ] Soit (u,),.n lasuite numérique définie ainsi :

’p
a1
o

’p
a1
o

[N
o
o

Uy = f(u,) 5 VneN

Ug = 2

050/ [ [ J[a] Montrer que : (vneN) ; u,e€la,2]

[ ][B] Montrer que la suite (u,),.y €St une suite décroissante.

1
[ I Jle] Montrer que : (vneN) ; |u,;q —al < 6_\/§|u" —af

[ ][ Jld] Montrer que  (u,),.y est convergente puis donner sa limite.

’_O
a1
(=)

[N
o
o

[N
o
o

B Exercice Numéro 4 : (04,50 points)

[ soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle [0, +o[ par :

f(x)=f2x(le_t2)dt i Vx>0

t

f(0)=1In2

050/ [ J[x][@ Montrer que : (VxeR) ; x+1<e*

. 1 1 1
050/ [ ][ _Ilb] En déduire que : vt>0 ; (?— t) < (? e‘tz) <<
3
050/ [ ][ ]le] Montrer que : vx>0 ; (lnz _Exz) <f(x)<In2
050 [ [ Jld] Etudier la continuité et la dérivabilité de f & droite en 0.

1,00 [ |[2][@] Montrer que f est dérivable sur I'intervalle 10,+oo] .
—4x2

(U] Puis Montrer que @ vx>0 ; f(x)= ¢ <1—e3"2)

X

050 [ ][ I[b] Dresser le tableau de variations de la fonction f .

050/ [ |[3][@] Montrer que f est une bijection de [0,+oo[ vers ] O déterminer.

1,00/ [ ][ |Ib] Construire les courbes (¢;) et (C1) dans le repere (0,1)) .
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B Exercice Numéro 5 : (05,00 points)

L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, #).

[ J[Z][ ] Soit 'équation : (E) : z2—(@+i)z*+ (13 +4i)z—13i=0 ; zeC

’_O
al
(=)

[ [™a Montrer que (E) admet une solution z, imaginaire pure.

[N
o
o

[ [ _I[b] Déterminer les deux autres solutions z; ; z, avec Im(z,) >0.

’_O
~
a1

[ I _lle] Déterminer les entiers naturels n pour lesquels on ait :

(Zl _Zo)n € R™

(2] ] Ssoient : AW ; BQR+3) ; CQ-30) ; r=rotation(B,§)

[ [a] Déterminer aff(4) ; A =r(4)
[ ) _]b] Prouver que les points A ; B ; € sont colinéaires.

’p’p
~N (O]
(S 2 (=]

’_O
~
a1

[ | _Jle] Déterminer 'hnomothétie h de centre B et qui tfransforme C en A’ .

’_O
~
a1

[ I[d] Vérifier que (h™'o1)(4A) = C, Puis donnerla forme complexe de h~lor

B Exercice Numéro 6 : (00,00 points) ++

0,00[ [ ][ ][] Pour chaque entier naturel n on pose l'intégrale définie ainsi :

1n=fo (\/%)dt

0,00/ [ ][Z][ ] Calculer la dérivée de la fonction u définie par

u(t) =In <t+ 1+ t2>

0,00{[ ][] ] Calculer chacune des intégrales I, et I .
0,00/ [_|[3] ] Etudier la monotonie de la suite (I,),.y -
1
0.00|[_][4][ | Montrer que : (vneN) ; 1n+2+1n=f tn1+ ¢2 dt
0

0,00/ [ |[8][ ] Via une intégration par parties, Montrer la formule suivante :

M+, +m+1)I, =2

’p
o
o

[][6][ ] En déduire que : VvneN ; (@n+3)l,.,<v2<(@2n+3)l,

’_C)
o
o

[ 7] ] En déduire que la suite (nl,),.y converge puis donner sa limite.
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B Exercice Numéro 1 : (02,50 points)

[ [ [ ] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1xg=1
0 0 O 1 0 0
(M5(R), +,X) est un anneau unitaire : 6=(0 0 0| ; I=(0 1 0
0 0 O 0 0 1

(M5(R), +,-) est un R-espace vectoriel.

2" 0 2"
0] soi M={A(n)=<0 : o> ; nez}

2" 0 2"
[ ][Z][ ] Montrer M est un ensemble non vide.
[ J2][ ] Montrer que M est une partie stable de (M;(R),x).
[ 13 | Déterminer I'élément neutre de la loi x dans M .

g1 (o1 |o1 O]
o o 1o 1o

[ |[4][ ] La loi x est-elle commutative sur I'ensemble M ?
[ 8] ] Calculer (4,,)" ; YvmneR , en déduire (4,)3.

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ).
[ L[] Soient : A(a) ; B(1) ; aeC\{1}.
L] on considére I'application définie ainsi
f+ P\{B} — P . , _z—a
MGz — MEZ) z—1

’_(D
a1
o

050 [ J[Z][ ] Montrerque : f(M)=M = (G): z2—2z+a=0 ; avec z = aff(M)
3

[ 2] ] Soit : a=1+e" ; Tco<Z

2 2
150 [ ][ ][ ] Déterminer sous la forme trigonométrique les solutions de (G).
[ [3][ ] On suppose dans cette question que a=-1.
Soient : M(z) ; M(Z) ; z#1 ; f(M)=M
050 [ ][ J[@ Montrer I'égalité suivante : (ﬁ) + (W) =0 [2n] .

[ ][ I[b] Montrer I’équivalence suivante : z eiR & |z|=1.

’p’p
(S (4}
o o

[ [ ]le] Donner un programme de construction de M’ & partir du point B.
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B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

050|[ J[x][@] Montrer que : aeZ = a?=1[3] oubien a®=0]3].

050|[ ][ ][] En déduire que : V(ab)eZ?® ; a*+b*=0[3] = a=b=0][3]
[ 2] ] Soient : (x,y,z)eZ ; x*+y*=32z?

050|[ [ J[@] Montrer que x=y=0[3] et que 3z2=0[9] .

050|[ ][ ][b] En déduire que : x=y=z=0]3]

[ 3] ] On pose : a, =m?(m?*-1) ; meN*.

050/ [ ][ J[@] Prouver la congruence suivante : a, =0[3].
050 [ ][ ][b] Prouver la congruence suivante : a,, =0 [4].

050([ ][ J[e] En déduire la congruence suivante : a,, =0[12].

B Exercice Numéro 4 : (10,50 points)

X[ ][ ] Soit f lafonction numérique définie sur R par :

fn(x) =2me*—e* -2m ; meR

L] soit (e,) la courbe représentative de la fonction f,, dans un repére

orthonormé (0,1,7) avec : il = Iljll = 2cm.
0.75| [ [@|[] Calculer les limites : lim f,(x) ; lim G
E— T xotoo '™ " xoto X " x5t ™
0.25|[ (][ ] Etudier la position relative des courbes (G,,) et (C,) avec m<m'

050 [ ][3][ ] Montrer que toutes les courbes {(C,) ; meR} passent par un
méme point fixe A que I'on déterminera.
050 |4l ] Montrer que : m<0 = f, est strictement décroissante sur R

[ ]I8][ ] On suppose dans cette question que m>0.

’_(D
N
1

[ ][ l[a] Montrer que f,, admet un extremum B,, en a,, et déterminer les.
(B Soit r={1m<am,ﬂm> ; mem}.

([ ] Montrer que F={M(x,g(x)) ;o g(x) = e —2e* xeR},

050| [ [ Jle] vérifier que : (VxeR) ; gx) =—-2—fi(x)

[ [ ][d] En déduire que (€;) et (I) sont symétriques par rapport a la
droite d’'équation cartésienne : (D): y=-1

’_C)
al
o

’p
-~
Q1

0.75|[_][6][ ] Déterminer le point d’intersection entre la courbe (G,) et (D).
[ 1[7][] Construire dans le méme repére : (¢) ; (&) ; (€. ; @.

’_(D
al
o
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0,50

’_O
al
(=)

’_O
~
a1

’_O
~
a1

’_O
N
U1

’_O
a1
(=)

’_O
N
U1

’_O
a1
(=)

’_O
a1
(=)

[ |[8][ ] Calculer en cm? I'aire du domaine plan délimité par (C,) et (D)
est les droites d'équations x=0 ; x=1In3.

Im[z][ ] Montrer que : vx>0 ; 0< <@) <g
[ 2] ] En déduire : vx>0 ; xg(x)—gk)>1.
g(x)

[ 3] ] En déduire que x +— — est strictement croissante sur ]0,4oo] .

[ ]l4][ ] Soit G la fonction numérique définie sur [0,4+o[ par :

2x
G(x)=L (@)dt ;0 Vx>0

G(0)=—-In2
LI J[@ Montrer que : vx>0 ; 0< (G(x) +In 2) < <g(2x) — g(x))

[ _][b] En déduire que la fonction G est dérivable & droite en zéro.

2x 1
[[8][a] Montrer que : vx>0 : G(x)Zg(x)j (?)dt

o o (G .
[ ] _lb] En déduire que : xl—l>r-|poo( " )— +oo 5 lim G(x)
[ ][®é][@a] Montrer que la fonction G est dérivable sur ]0,+oo[ .

[ Jb] Montrer que : vx>0 ; G () = <g(2x) —g(x))

X

[ )[7][ ] Dresser le tableau des variations de la fonction G .
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B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)
[ [ 1[ ] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1g=1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 8 = (8 8) - (1 0)

(M, (R), +,) est un R-espace vectoriel.

[ ] Soit E= {M(a,b) = (—ab Z) ;oat+br=1 ; (a,b)e]Rz}
0.25 [ ][x][@] Vérifier que : V(ab,c,d)eR* ; M(a,b) x M(c,d) = M(ac — bd , ad + bc)
050 [ ][ I[b] Montrer que E est une partie stable dans (M, (R),x)
[ Ji2][ ] Soit U={zeC ;: |z] =1}, Rappelant que (U,x) est un groupe commutatif.
)] On considére I'application f définie ainsi

f: WUx) — (EX)

x+iy — M(x,y)

0,50 [ ][ J[@] Montrer que f est un isomorphisme de (U,x) vers (E,x) .

050 [ ][ I[b] En déduire que (E,x) est un groupe commutatif. I
050 [ |3 ] On pose : (VneN*) ; A™*l=A"xA4 ; A=A ; A= _f/g 2
U] Ecrire A® en fonction de n. 2z

075/ [ _][4][ ] Résoudre dans E I'équation X*=A4.

B Exercice Numéro 2 : (04,00 points)

[ L L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ).
LI ] Soit @ (B) : izZ2+(1A-i)(A+ia)z+ (@ —-1)=0 ; zeC ; aeC\{1,-1}.
[ lzl[a] Vérifier que le discriminant de (E) est A= —2i(a +i)?.

’_O
(8)
o

050/ [ ][ I[b] En déduire que les solutions de (E) sont u=i(1+a) ; v=1-a.
2
_I_
(I Solent : AGa) 5 BG) ; €O ; DG ;i E@) ; o=t

’-C)
~
a1

[ I J[a] Déterminer I'ensemble des points M(a) telsque {B, C, O} alignés

’_O
(8}
o

[ [ Ilp] Soit : r = rotation (Q%) , Déterminer Q sachant que r(4) =C.

[ [3][ ] Dans ce qui suit, on suppose que : lal=1 ; a*+Q@+ida+1+#0
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[l I[a] Montrer que : A=%D ; A+E ; D=+#E
[ [ _Ib] Montrer que ADE est un triangle rectangle et isocéle en E .

[© 20 (© 1 B I
o 1O o1

[ [ lle] Montrer que les points 0 ; A ; D ; E sont cocycliques.
B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

[ ] Soit (ay)neny la suite numérique définie ainsi :
A, =1+ (a, — 1% ; (vneN)
ap =17

[ 2]l ] Montrer que : (vneN) : a, eN*.

[ [2] ] Montrer que : (vneN) : a, =7[10] .

[I3[@a] Montrer que : (v¥neN) : a,=22""+1 .

[ [ lb] En déduire que : (vneN) : a, .= (a,—1"®+1 .

[ ll4l[@] Montrer que : 36! =36[100] .

050/ [ ][ ]b] Montrer que : (vneN) : ay,., =37[100] .

B Exercice Numéro 4 : (09,50 points)

a1 ~ a1 al ~
(=) 1 (=) o Ol

[T ][] Soit f lafonction numérique définie sur l'intervalle [0,+o[ par :
fx)=x—xInx ; Vx>0
f(0)=0
[ J[z][a] Montrer que la fonction f est continue sur ]0,+oo[ est & droite en 0
[ L I[b] Dresser le tableau de signe de f(x) sur l'intervalle [0,+oo[ .

[ |[2][a] Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite en zéro.

[ [_I[b] Montrer que f est dérivable sur ]0,+oo[, puis calculer f'(x) ; Vx>0
[ II3][ | Dresser le tableau de variations de la fonction f.

[l ] Soit (u,)nse la suite définie ainsi :  (vneN*) ; wu, =
[ J[a] vérifier que : (vneN*) ; u, =ef®-D
[l I[b] Montrer que (u,),s, est strictement décroissante et que : lim(u,) = 0

[ 18] ] Montrer que :  (vneN®) ; (' v, e(le]l) : f(v,)=u,.
[ lle][ ] Montrer que (v,),s0 €St une suite convergente puis donner sa limite

N a a1
a1 o (=)

’p’p
a1 |
(= (=)

’-o ’-o
~l N
o1 o1

’p’p
~N |0
(S 20 (=]

| @[ ] Soit F la fonction numérique définie sur lintervalle [0,+o[ par :
F(x):f f(t)dt
1

L] Soit (€) la courbe représentative de la fonction F dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : il = |ljll = 1cm.
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050|[ J[z][ ] Montrer que F est dérivable sur [0,+oo[, puis calculer F'(x) ; Vx>0

X

[ |[2]la] Montrer que : Vxe]0,+o] ; F(x) =%<x2 — 1) _ <72>lnx
[ [ Ib] En déduire que : F(0) =_T

[ |[3][a] Dresser le tableau de variations de la fonction F.
[ Jb] Montrer que : 3la>0 ; 4<a<5 ; Fla)=0.

’p
~
(2

’p
a1
o

’-o ’-o F
g NN
O o o

[_][4][a] Etudier les branches infinies de la courbe () au voisinage de +o

’p
a1
o

[ ][ ]lb] Etudier la concavité de () et déterminer son point d'inflexion.
075/ [_|[8][ ] Construire la courbe (€) dans le repére (0,i7) .

H Exercice Numéro 5 : (00,00 points ++

L] Soit f la fonction définie sur lintervalle [1,+o[ par :

flx) =e V1
L] Soit () sa courbe représentative dans un repére orthonormé
0,,j) avec : il =Ijll = 2cm .
1+(In x)?
I ] On pose : Vxel01] ; F(x) =f f®)dt
1
0,00/ [ J[x][@] Montrer que : vxelol] ; F(x)=2lnx

’_O
o
o

[ ][ ][] Calculer F(x) ; Vxelo1].

[ ][2] ] Soit S(a) ; a=1 I'aire du domaine plan délimité par la courbe
(6f). I'axe des abscisses et les droites d'équations x=1; x=a.

([ _][a] Montrer que : S(a) =F(f(a)) Tl xIIfll .
[ ][ Ib] Calculer S(a) et ETWS(a)

’-o ’-o
o o
o o
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’-o ’p
~l a1
1 o

a1 (O (N
o O [0

’p
N
1

’_O
N
1

’-o ’p
N N
o1 1

’p
al
o

B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)

[ L 1] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1x=1
0 0 O 1 0 O
(M5(R), +,x) est un anneau unitaire : 6=(0 0 0] ; I=(0 1 0
0 0 O 0 0 1

(M5(R), +,) est un R-espace vectoriel.

1 0 0
L] Soit G={M(9)=<O cos 6 —sin@) ; QER]

0 sin® cos@
[ ][] On considére I'application définie ainsi : ¢ : (Ux) — (GX)
el +— M(9)
[ [Z][ ] Montrer que G est une partie stable de (M3(R),X) .
[ ][2][ ] Soit : U={Z€C ; |Z|=1}
[ L 1[ ] Montrer que (U,x) est un ‘sous-groupe du groupe (C*,X) .

[ |[3][@a] Montfrer que ¢ est un isomorphisme de (U,x) vers (G,X) .
[ ] _lb] En déduire que (G,x) est un groupe commutatif.

[J[4] ] Calculer : (M(8))" et (M(®)"; VneN*.
B Exercice Numéro 2 : (04,00 points)
L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, B).

1] on pose <p(z)=i(z_2i) ; VzeC\{i}

[ ][Z][ ] Soient : AQ2i) ; g&)l i M(z) ;  zeC\{i}
AM

[ J@] Montrer que : vzeC\{i} ; o) =

[ L Ib] Montrer que : VzeC\{i,2i} ; arg(p(2))= <(ﬁ) +g> [27]

[ ][2][ ] Donner la nature de E ={M(2) ; lo(z)| =1} et F={M(2); ¢(2)eiR}
Im[x][@] Montrer que : VvzeC\{i} ; arg<<p(Z) - i) = —arg(z— i) [27]

[ ]b] Montrer que : VzeC\{i} ; lo(z)—il= P

(2] ] Soient : ¢ = cercle (B; %) . ¢ =cercle(B;2)

LILI] Montrer que : M(z) e €0 = M (p@) e ()

[ 3] ] Construire le point M & partir du point M .

@i x| | Résoudre I'équation ¢(z) =z, soient u et v lessolutions Re(u) =1
[ ][] ] Soient : M(z) ; M'(<p(z)) ;0 Clw) ; D) ; zeC\{iuv}
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’VO
N
a1

’p
N
U1

’Vo ’Vo
NN
o1 O

’-o ’p
g1 |1
o 1O

’p
a1
o

’p’p
[Sa (]
o IO

’p
~
a1

[ _J[a] Montrer que : (M) _ (Z — u)

p(z)—v Z—v
[ ][ ][b] En déduire que : (WW) =7+ (WW) [27]
[ lle] Montrer que : {D,C,M} alignés = {D,C,M,M'} alignés

[ Jid] Montrer que : {D,C,M} non— alignés = {D,C,M,M} cocycliques
-T 7

3] ] Soit : z=i+e? ; 6Oel|—;=

2 2
[ [ ] Déterminer le module et un argument de ¢(z) en fonction de 6.

B Exercice Numéro 3 : (02,00 points)

[ L[] Soit 'équation (E) : 3x—=5y=13 ; (x,y)eZ?.

[ ][z][ ] Résoudre cette équation dans I'ensembles des entiers relafifs.
X

[ |[2][ ] Déterminer les solutions (x,y) pour lesquels on ait : (;) €L

[ 3] ] Montrer que : VkeZ : (Gk+1)AQBk—-2)=(k—5)A13
3x — 5y =13

[ ]l4] ] Résoudre dans Z? le systtme ainsi proposé : {x/\y—13

B Exercice Numéro 4 : (04,00 points)
L] Soit ¢ lafonction numérique définie sur I'intervalle [0, +o[ par :
p(x) =Vxe™
[ ][] Etudier la dérivabilité de la fonction ¢ & droite en zéro.
[ [2][ ] Calculer Jim @(x) puis étudier la monotonie de la fonction ¢ .
[ 3] ] Soit ¥ la fonction numérique définie sur I'intervalle ]0,+o[ par :
Y(x) =2x+1Inx

[ J[™a] Montrer que : vx>0 ; oex)=x & yYHx) =0
[ [ I[b] Montrer que : I a>0 ; ael= E%[ et Y(a)=0.
[ Jle] Montrer que @ o) ST et (Vxel) ; |o ()] s%

. . . . (1 =0,) ; VneN
[ 4]l ] Soit (u,),n lasuite numérique définie ainsi :{ m "
Ug €1

[ J[_J[a] Montrer que : (vneN) ; wu,el.

1
(I 0] Montrer que @ (vneN) ;  |u,yq —al < 3 lu, — al

Ly 1
[ [ ][b] En déduire que : (vneN) ; |uy,q —al < (5) lug —
L[] Calculer la limite lim(u,)

[ [ ][e] Déterminer la plus petite valeur de n pour laquelle |u, —a| < 107*
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B Exercice Numéro 5 : (07,00 points)

X[ ][] Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle [0,+[ par :

f(x)zx—lnx ;o Vx>0
f(0)=0
L] Soit (¢;) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : |ill = |ljll = 1cm.

’VO
al
(=)

[ ][&][ ] Montrer que : vt>0 ; Int<t—1.

[ liz][a] Montrer que f est continue & droite en zéro.

[ lb] Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite en zéro.

[ [ le] Calculer la limite suivante : Jim ()

[ I3][ ] Etudier la monotonie de la fonction f sur R*Y.

[_]l4][a@] Ecrire une équation de la droite (T) la tangente & (¢f) en 1.
[ J[_|[b] Trace dans le méme repére la courbe (¢) et la droite (T) .

N (O (O
[ 20 (=1 (=)

’-o ’-o
a1 N
o O

050/ [ |[8][ ] Soit xe€[1,+[ et on considére la suite numérique définie ainsi :
Inx\' /Inx\? Inx\"
vneN* : vy, =1+(—> +(—) + +(—)
X X X
[ ][ 1] Montrer que la suite (v,),.n+ €St convergente puis calculer sa limite
X[ [ ] Soit F la fonction numérique définie sur l'intervalle 10, +o[ par :

Flo = fl (o)

050/ [ J[x][ ] Btudier le sens de variations de la fonction F.
050| [ |[2][ ] Déterminer le signe de F(x) selon les valeurs de la variable x.
X
025/ [ |[3][@] Montrer que : vxelo1] ; OS( )Sx
x—Inx

2

’_O
N
U1

. -1
[ I[b] En déduire que : Vvxelo1] ; (x )SF(x)SO

’p
N
a1

-1
[ 1[ [e] Puis en déduire aussi que : - < lir51+F(x) <0

’p
al
o

[ ][4l ] Montfrer que : vx>1 ; f(x)=1 et que lim F(x) = 4o

X—+00

0,50[[_|[8][@] Calculer les intégrales : f <1+1n—t) dt ] <1+ln t) dt ; Vx>0
1 t 1
t
025/ [ ][ ][b] Montrer que : vt>0 ; t=1 = (t_lnt)g<1+lnt>
025/ [ || J[e] En déduire que : Vvx>1 ; F(x)<xlnx

’_O
a
o

2
[ ][ I[d] Montrer que : vx=>1 <x + (lnzx) — 1) < F(x)

[ ][ I[e] Interpréter graphiqguement l'intégrale : f (t tl t)dt
1 — 1n

’VO
N
a1
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Durée : 4 heures Dela é;’:“'j,,‘“;,:,,’;”"ﬁ,";f;::j”‘ Kenitra 2011

& de la Recherche sclentifigue

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

[ L ][] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, v).

1 3
075 [X][ ][ ] Soit I'équation (E) : zz—az+<§+i§>=0 ; aeC ; zeC
L] Soient @ A(a) ; My(z) ; My(z) ; {z,2} = solutions(E)
[ [ ]&] Montrer que  :  |z| |zl =1 et <arg(Z1) + al‘g(Zz)> Eg [27]

M ][ ]On pose : z =€ ; 6HeR.

075 [_][Z][@] En déduire la forme trigonométrique de z, en fonction de 6
050 [ ][ ][b] Montrer que : a = 2cos (9 —%) e

[ ]2][ ] On suppose dans cette question que : z =§(1+i)

[l ][] On considére dans le plan la transformation définie ainsi
F : P - P

M(iz) — M(f2) ; f(Z)=<7—§i

[ [ _J[@] Déterminer la nature et les caractéristiques de la transformation F

[ ][ ][b] Montrer que : F(M,) =M, .
[ ][ Jle] En déduire la nature du quadriatére OM;AM, .

B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

0.25 [ ][Z][ ] Montrer que le nombre 251 est un nombre premier qui divise 2008
[ ]2][ ] Soit I'équation (E) : 2008x+ 120y =8 ; (x,y) e Z?

025 [ ][ lla] Montrer que I'équation (E) est solvable dans Z2 .

0.75 [ ][ |[b] Résoudre dans 7Z? I'équation (E) .

[ 3] ] On pose : (vneN*) : u, =888--88

V3 1>Z

g1 |o1 [
o 1o o

n fois 8
050 [ [ J[@] Montrer que : (vneN*) ; u, =§<10” - 1)

050 [ | I[b] Montrer que : (vneN*) ; u,=0[2008] < 10" =1[251]
050 [ [ Jle] Montrer que : (VkeN) ; 10% =1[251]

025 [ ][ ][d] En déduire que 2008 admet un multiple sous la forme 888---8
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B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)
[ L ][] Rappel : (C,+,x) est un corps commutatif : 0,=0 ; 1c = 1.

(M, (R), +,X) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) D= ((1) (1))

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

() soit E={m@b)=(_5, ./ o) i @ber?)

[ L ][] On considére I'application définie ainsi
f o+ (EX) — (CX)
M(x,y) — x+y+iy
[ J[z] ] Montrer que (E,+) est un groupe commutatif.
[ l[2][ ] Montrer que E est une partie stable de (M, (R),X) .

[ I3][ ] Montrer que (E,+,x) est un anneau commutatif et unitaire.

[_|[4][@] Montrer que I'application f est un isomorphisme.

[ [ I[b] Montrer que toutes les matrices de E* = E\{6} sont inversibles.
[ €] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (E,+,%) .

[ ][ ][d] Montrer pour chaque n de N* la chose suivante

(M(0,D)" = M(_z(”zi) sin <M> - o® (%))

4
B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

X I ] Soit ¢ la fonction numérique définie sur R ainsi
p(x) = (2—x)e* -2
[ )[x][ ] Calculer les limites suivantes : xlirpmw(x) ; xlirpw¢(x)
[ |[2][ ] Etudier la monotonie de ¢ puis dresser son tableau de variations
[ 3] ] Montrer que : 3l ae[l,4o] : @(a)=0 et que 1,59 <a< 1,60

I | ] Soit f lafonction numérique définie sur R par :
2

f(x)zex_1 ;o Vx#0
f(0)=0
L[] Soit (¢f) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : |ill = |ljll = 2cm.

[ J[&][ ] Etudier la confinuité de la fonction f en zéro.
[ ][2][ ] Calculer les limites suivantes : lim f&) 5 lim f(x)
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0.25| [ |[3][a] Etudier la dérivabilité de la fonction f en zéro.
075/ [ ][ ][b] Montrer que f est dérivable sur R* et que on ait
N e xe()
(VxeR*) ; f (%) =~ -1

’p
a1
o

[ €] Montrer que f(a) = a(2 —a) , dresser le tableau de variations de f
[ ][4l ] Etudier les branches infinies de la courbe (¢f) .
[ ][8][ ] Construire la courbe (¢;) dans le repére (0,1)) .

I || | On pose : G(x)=jx(t2e‘t)dt ; F(x)=jxf(t)dt ; Vx>0
0 0

’p’p
a1 N
o Ol

’_O
a1
o

[ J[x][ ] Calculer G(x) en fonction de x puis calculer Jim G (x)

’p
N
1

[ ][2][ ] Montrer que la fonction F est croissante sur RY.
[ I[3][@] Montrer que : Vte[ln2; +of ; f(t)<2tet
050([ [ ][b] En déduire que la fonction F est une fonction majorée sur R*

@IV ][ ] On admet que : Jim F(x) =LeR

’p
N
1

p=n
1 e—nx
0,75/ [ ][Z][@] Montrer que : (vneN*) ,(VxeR*) ; b + Ee‘px
e e =
x a2 —a)
050[[ [ |b] Montrer que : (vneN*) ,(VxeR*) ; 0 sf f)e™Mdt <—
0
X
050[[ ][ Jle] Calculer l'intégrale suivante : (vneN*) ; In(x):j t2 et dt
0
025/ [ |[_]id] Déterminer la limite suivante : (vneN*) ;  lim I,(x)
X—+0o0

’p
~
(6]

p=n
[_][2][@a] Montrer que :  (vneN"),(VxeR*) ; f F(t) e dt=F(x)—ZIp(x)
0 p=1

X
050 [ ][ J[b] En déduire que VvneN* ; lim f f®)e™dt ==L, e R
0

X —+o0
. « 1 1 1
0.25[ ][ ][e] Montrer que : VneN* ; L—Ln=2(1+?+?+...+$)
025 ][ ][d] Montrer que la suite (L,).n est convergente.

’p
N
a1

[ J[e] Soit (u,),.n+ la suite définie ainsi

1 1 1
(1 +?+¥+“'+E)

vneN* ; u,

L
[ L 1] Montrer que la suite (u,),.n+ €St convergente et que rllierkrlﬁ(un) =3
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B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)
[ [ ][] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif Op=0 ; 1zxg=1
W .. /0 0y  ,_(1 0
(M, (R), +,X) est un anneau unitaire : 6 = (0 0) ;I = (0 1)
(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.
1 1
a+— a—-—
L] Soit E=< M(a) = 1 1] 5 aer
a—— a+-—
a a
(20 11y 1 -1
L] On pose A—(_1 1) ; /—(1 1) ' K_(—1 1)

N (8] [oa) al N ~
[$)) o o o [8)) ol

o al (8} (8)
(=) o o o

[ [zl ] Calculer 4% —34 + 21 En déduire que A est inversible dans (M, (R),x)
[ ][2][ ] On considére I'application f définie ainsi

f+ (R'%) (E,X)
a — M(a)

—>

L J[@] Calculer : J2 ; K* ; JxK ; KX]J
[ ][ ][] Calculer M(a) en fonction des matrices J et K .

[ 1 lle] Montrer que E est une partie stable de (M,(R),x) .

[ I[3][a] Montrer que I'application f est un isomorphisme.

[ ][ ][b] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (E,x) .

[ [ Jle] Puis déterminer I'inverse de la matrice M(a) dans (E,x) .

B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

[ ][zl ] Montrer que : V(ab)eZ? :
[ J[2][] Soit I'équation (E) :
L[] Soit (x,y) une solution de I'équation (E) avec d=xAy.
[ l[™a] Montrer que 3(a,b)eZ?> ; a(B3l—ad) =bd(a+b) et
[ ][ ][b] En déduire que le nombre a
[_I[3][a] Montrer que c(a® +b? +ab) =31 .
[ Ib] Résoudre dans 7z?* I'équation (E).

anb=1 = an(bla+b))=1

x2+y?+xy—-31x=0 ; (x,y)€eZ*
aANb=1
divise le nombre d.

JceN* ;
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B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

[ L[] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, 7).
L] Soit I'équation @ (E) @ 23+ (G +i1)z2+(10+2)z+8=0 ; zeC

[ ][x][@a] Montrer que (E) admet une solution réelle que I'on déterminera.
[ ][ I[b] Résoudre dans C I'équation (E).

[ ][2][ ] On considére les deux applications définies ainsi :

r : P — P h : P — P
M(z) — M(z) M(z) — M,y(zy)

zl=<g+ig>z zz=\/§z

[ [ J[@] Déterminer la nature et les caractéristiques de chacune de r et h.

[ ][ 1[b] On considére la composition suivante : F=hor
L] Montrer que @ F(M(2)=M(z) = 7z =>0+iz
[ 3][@a] Montrer que : FM) =M =  OMM est rectangle et isocéle
[l ]le] Etablir un programme de construction du point M’ & partir de M .
[ |[4][ ] On considéere la suite de points (4,),.y définie ainsi

A,i1 =F(4,) ; VneN

{aff(Ao)=—1+i
L)@l Placer : 4, ; A4, ; A, ; A; ; A, dans le repére (0,1))

[ ][ _lb] Déterminer la valeur de n pour laquelle on ait 0 ; 4, ; 4, alignés.

B Exercice Numéro 4 : (03,00 points)

1
[ ][Z][ ] On pose : (vneN*) ; In=f (1—2x)" e?* dx
0

[ ][ J[a] Montrer que : (vneN®) ; 21, =m+ DI, -1

1 e
Montrer que : (vneN*) ; —=< I, <
B que : (vneN) i sl <o
[ )[2][ ] En déduire les limites suivantes : lTilgl(nIn) ; ligl(ln)

[ I3[ ] On pose : (vneN*) : Unzcl—:l)ln

Zn—l
[ ][ ][a] Montrer que : (vneN*) : < oy >S 1
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2
025 ][ ][b] En déduire que : (vneN*) : U, < < Z_i 1)
n
0,25/ [ | Jle] En déduire la limite suivante : lim(U,)
zn
050([ ][4][@a] Montrer que : (vneN*) : U, =U, BCESY

’-o ’-o
~l a1
1 o

’_O
N
1

’_O
a1
o

’p
~
(6]

’-o ’p
N N
o1 a1

’p
al
o

k=n
1 2k
[ [ ][] Montrer que : (VneN*) : U, = _<ez _ z_>

noo

k=n k
[ I _Jle] En déduire la limite suivante : lim< —)

B Exercice Numéro 5 : (07,00 points)

X[ ][ ] Soit g lafonction numérique définie sur I'intervalle 10,+o[ par :

1
g(x) =F+1—4lnx

[ J[@][@] Etudier la monotonie de la fonction g .
[ Ib] Montrer que @ Fta>0 ; g@=0 e 1<a<?2
L] En déduire le signe de la quantité g(x) sur lintervalle 10, +oo] .

[ [2][ ] Soit f lafonction numérique définie sur l'intervalle 10,4+ par :

In x

10 =y

C IO soit (6) la courbe représentative de la fonction f dans un repere
orthogonale (0,7,j7) avec : |lill=1cm et |[jll = 10cm.

[ J[@™] Montrer que f est dérivable 10,+o[ puis calculer f(x) ; Vx>0

[ ][ I[b] Etudier la monotonie de f sur ]0,4+w[ puis Montrer que

[ _I[3][@a] Donner une équation de (T) la tangente & (€) en 1.
[ ] Ib] Montrer que : (Vx>0) ; Inx<x-—1

[ )le] En déduire que : vx>0 ; f(x) _954;1 < (1) <4— (1 +x2)2>

4(1 + x2)?
[ L I[d] Etudier la position relative de (€) et de (T).

[ ][4][ ] Construire (€) et (T) dans le méme repére ,1,7) .
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D[ ][ ] On définit la fonction F sur ]0,+w[ par Il'intégrale suivante
RO = |, f@de

0,75/ [ |[Z][ ] Montrer que la fonction F est dérivable sur ]0,+o[ et que

, (1-x*)Inx
x>0 (x) 15 202
1 1 xInx
050[[ ]J[2] | Montrer que : vx>0 ; F(x) =5 Arctan (;)—Arctan(x) + o
050/ [_][3][@l En déduire les limites suivantes : lier F(x) ; lir51+F(x)
x—+00 x—

’_O
a1
(=)

[ ] _Ib] Dresser le tableau de variations de la fonction F .
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& de la Ruﬁauh scientifiique

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

025 [ _|[Z][ ] Montrer que 2003 est un nombre premier.

[ |[2][a] Résoudre dans 72 I'équation (E) : 123x + 2003y =1

[ [ 1[b] En déduire un entier naturel k, vérifiant 123k, = 1 [2003]

[ Jle] Montrer que : (vxeZ) ; 123x =456[2003] < x =456k, [2003]
[ [ ld] Résoudre dans Z la congruence : 123x = 456 [2003]

[ ][ ][e] Montrer que : 3'neN ; 123n=456[2003] et 1<n <2003
[ 3] ]Soit : aeN tel que 1<a<2003 .

050 [ ][ J[@ Montrer que : ImeN : am=1][2003].

050 [ ][ I[b] Soit beZ, Résoudre dans Z I'équation : ax =b[2003]

025 [ ][ |le] En déduire que : (2002!)? =1[2003]

N N [ox) N ~
a1 a1 o a1 a1

B Exercice Numéro 2 : (02,75 points)

1] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, #).
050 [ J[Z][ ] On considére les points : M(m) ; N() ; P(p).

[ [ ][] Montrer que : MNP est rectangle en N & l(rI:l_—Trll) e R*
[ 2] ] Soient maintenant @ M(z) ; N(z%) ; P(EY ; zeC\{1,-1}

0] Soit F={M(x,y) ; xz—y2+x=0}

[ [l vérifier que les points M ; N ; P sont deux & deux différents
[ ][ ]lb] Montrer que : MNP est rectangle en N < M e (D\{(0,0); (—1,0)}

[ ][ I[e] préciser la nature de (I) et ces éléments caractéristiques.
0,50 [ ][ ][d] Construire la courbe ().

B Exercice Numéro 3 : (04,00 points)

[ L[] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1z =1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (g 8) s = (1 0)

’-o ’-o ’-O
~N NN
o g g

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.
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(00 soit E={mM@n =(5, %) i @ber?}

3b a—2b
[ ][] Soit E*=E\{6}, Et On considéere |'application définie ainsi
o : (E"%x) — (C')X)
M(a,b) — (a—b)+ibV2
[ J[&][ ] Montrer que (E,+) est un groupe commutatif.
[ l[2][@a] Montrer que pour tout quadruplet (a,b,c,d) e R*, On ait :

M(a,b) x M(c,d) = M(ac —3bd ; ad+ bc — 2bd>

[ 1 lb] En déduire que (E,+,x) est un anneau.

[ _lI3][@] Montfrer que E* est une partie stable de (Ex).
[ 1 _Ib] Montrer que ¢ est un isomorphisme de (E*,x) vers (C*,x).
[ ]l4][ ] Montrer que (E,+,x) est un corps.

B Exercice Numéro 4 : (09,75 points)

I ][] Soit g la fonction numérique définie sur R* par :

g(x)=1+(1+%) e%

[ J[®][ ] Etudier la monotonie de la fonction g sur R*.
[ J[2][ ] En déduire le signe de g(x) sur R*.

[ [ ] Soit g la fonction numérique définie sur R par :

{(f(x)=< x1> . Vx#0

1+ ex
| F(0)=0

[ L[] Soit (¢;) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
f
orthonormé (0,1,j) avec : |ill = |ljll = 1cm.

[ ][zl ] Calculer les limites suivantes : lim fGx) 5 lim f(x)
[ 2] ] Montrer que la fonction f est continue en Zzéro.

| II3][ | Etudier la dérivabilité de la fonction f en zéro.
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075/ [ |[4][ ] Montrer que f est dérivable sur R puis Montrer que
g(x)

N2
(1+e¥)

0.25/[ |[8][ | Dresser le tableau de variations de la fonction f.

1 1

[ 6] ] Montrerque y==x-- estune asymptote & (€;) au voisinage de +o
27 4 f

[_[7][_] Construire la courbe (€) dans le repere (0,1)) .
| I8]la] Montrer que : vneN* ; 3, >0 : f(a,)=n
075/ [ ][ |[b] Montrer que : (vneN*) ; a, >n, Puis en déduire lim(a,)

(VxeR*) ; f(x)=

’_(D
\I
a1

’p ’-O
N a1
a1 (=)

@ ][ | On considéere la fonction définie sur [1,4+c0[ par I'intégrale suivante :

F(x) = ] () dt
1

050| [ ][x][@] En utilisant le théoreme de la valeur médiane montrer que :

V=1 ; 3Fcel[l,x?] : F(x)=x*-1)f(c)
050([ ][ ][] Montrer que : vx=>1 ; @*-1fA)<Fkx) <x?-1)f(x?
[ 1] En déduire la limite lim F(x)
po o (FO0) L o
050 [ ][ _Jle] En déduire Jim — ) En déduire la branche infinie de (Cr) en +oo

050[[ ][2][ ] Déterminer F'(x) la dérivée, Puis dresser le tableau de variations

0.25/[ |[3][ | Donner I'équation de la demi-droite tangente & (Cr) en 1
050| [ |[4][ ] Construire la courbe (Cr) dans le repére (0,17) .
BV ][ ] Soit (uy)nen+ la suite numérique définie ainsi

1
VneN* : un=f1 <¥>dt

n

025/ [ ][Z][ ] Montrer que la suite (u,).n+ €st strictement croissante.

n t
[ |[z][@a] Montrer que : (vneN*) ; un:f <1_ >dt
1

’_C)
al
(=)

050/ [ [ I[b] En déduire u, en fonction de n , Puis calculerla limite ligl(un)
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B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)

[ L 1[ ] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : Og=0 ; 1x=1.

(M, (R), +,X) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) ;1= (1 0)

(M, (R), +,) est un R-espace vectoriel.

a

] Soit A={M(a)=(eo aeaa) ; aE]R}

e
IO st B={N®) = ((1) lr‘lb) ; beR; )
L] soit E = {M(a) = (eoa aee;“) ; an}
0.25 [ J[z][ | Montrer que : TeA et I€B.

’_O
N
a1

[ |[2][@a] Montrer que : VvV (M(a),M(b))eA? ; M(a)x M(b) =M(a+b)
[ _I[b] Montrer que (4,x) est un groupe commutatif.
[ _Jle] Montrer que (E,x) est un sous-groupe du groupe (4,X).

[ ] Jid] On pose : vM(a)eA ; (M(a))_n=((M(a))_1)n . (M@)’ =1

[ 1] Et Encore : (vneN) ; (M(a))nJr1 = (M(a))" x M(a)

U] Ecrire (M(a))k en fonction de a et k ; VkeZ

025 [ ][3][@] Montrer que B est une partie stable de (M;(R),X) .

[ _llb] Montrer que (R%,x) et (B,x) sont isomorphes.

[ L[] Puis en déduire la structure algébriques de I'ensemble (B,x) .

025 [ ][4] ] L'ensemble AuB est-elle une partie stable dans (M, (R),x) ?

B Exercice Numéro 2 : (02,50 points)

L] Soient : peP ; p=#2011 ; p=5.

[ ][ [ ] Soit I'équation (E) : px+y?1=2011 ; (x,y)eN*xN*

0.25 [ J[Z][ ] Vérifier que le nombre 2011 est un nombre premier.

[ J2][ ] On suppose dans ce qui suit que (x,y) est une solution de (E).
[ ] _J[a] Montrer que le nombre p ne divise pas le nombre y .

[ _I[b] Montrer que P divise 2010 puis déterminer les valeurs possibles de p
[ ][ ][e] Déterminer la solution (x,y) dans le cas oU p=67.

[ 3] ] Résoudre dans N?* |'équation (E) dans le cas oU p=5.

’-o ’-o
a1 (O]
o 1o

’_O
a1
o

’_O
a1
o

’_O
a
o

’p’p
~ |01
[$200 (=]

’VO
al
o
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B Exercice Numéro 3 : (02,50 points)

[ 1] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ¥).
L] Soit (E) : z2—(Bm—=20)z+2m?>—4mi=0 ; meZ ; zeC

050 [ ][x][ ] Résoudre dans I'ensemble C I'équation (E).

[ 2] ] Soient : {z;; z,} = solutions(E) ; |zl <l|z] ; m=@Q+1i)

[ JU[@] Ecrire z; et z, sous la forme tfrigonométrique.

’p ’Vo
a1 al
o (=)

[ 1 lIb] Vérifier que (—z) est une racine cubique du nombre z, .

][] Puis en déduire sous la forme frigonométriques les deux autres
racines cubiques du nombre complexe z,.

[ 13][ ] Soient les points :  A(G) ; B@2m) ; Cm-2i) ; meC\iR
0,25/ [ ][ _][@] Montrer que les points A; B; C ne sont pas alignés.

0,50/ [ ][ I[b] Soit D un point situé a I'extérieur de ABC tel que le tfriangle BCD
soif un friangle rectangle et isocele en D, On prend d = aff(D)
d_<3m+im—2—2i 3m—im+2—2i)

[ ][ ][] Montrer que > >

025 [ ][ ][e] Déterminer m pour laquelle le triangle ABCD soit un carré.

B Exercice Numéro 4 : (12,00 points)

X)L ][] Soit f lafonction numérique définie sur l'intervalle ]—1, 4| par :

) oubien d=(

f(x) =12%—1n(1+x)

L U] Soit (6) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : |ill = |ljll = 2cm.

0,50/ [_J[z][@] Calculer les limites suivantes : m G5 lim f(x)

[ L ][] Puis en déduire les branches infinies de la courbe (€) .

025/ [ ][ ][b] Etudier la monotonie de la fonction f puis dresser son tableau.
050( [J[_]le] Montrer que I'équation f(x) =0 admet deux solutions 0 et a > 1
[ L[] Puis En déduire le sighe de f(x) sur l'intervalle ]—1,4oo] .

025 [ ][ _][d] Construire la courbe (€) dans le repére (0,7)).

025/ [ |[2][@a] Montrer que : vneN\{0,1,23} ; 3I'u,el01] : f(un)=%

0,25/ [ ][ I[b] Montrer que la suite (u,),=« est strictement décroissante .

025/ [ ][ Jle] Puis en déduire qu’elle est convergente et donner sa limite.
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M ][ ] Soit ¢ lafonction numérique définie R par :

In(1 + t2
(p(t)=(T) ;o VE#0

p(0)=0

’_O
N
1

[ J[Z][a] Vérifier que la fonction ¢ est impaire.
, 1
[ ][ ][b] Montrer que : (VteR*) ; ¢ (t) = = f(t?)

’_(D
a1
(=]

025/ [ ][ ][€] En déduire le tableau de variations de la fonction ¢ .
Z 2
050( [_J[][d] Puis Démontrer que : ¢(Va) = 1:_/50{

][] On considére la fonction g définie sur R par l'intégrale :

X

900 = j (D) dt
0

’_(D
N
a1

[ |[2][a] Montrer que la fonction g est paire.

’_(D
a1
(=]

[ 1[b] Montrer que g est dérivable sur R puis calculer g (x) ; VxeR

’_O
N
1

[l ][e] Dresser le tableau de variations de la fonction g .

[_I[3][a] Calculer lintégrale suivante : sz (Zlnt)dt
1

’_(D
al
(=)

’_(D
al
(=)

. 1 1
[ ][ 1lb] En déduire que : g(x) —g(1) = (Inx)? +f ?ln (1+t_2) dt ; VvVx=>1

1

050/ [ [ Jle] Montrer que : vx=0 ; In(1+x) <x
025/ [ |[ J[d] En déduire que : vx=>1 ; Osfx%ln(1+tlz>dt§%
1
050 [ ][ ][e] Calculer les limites suivantes : Jlim gG) 5 lim <@>
L U] Puis en déduire la branche infinie de (€) au voisinage de +oo
k=n
050| [IEf ][ | On considére la suite (S,),»; définie ainsi : S, = Zf(%)
k=1

’_O
(8)
o

[ [Z][ ] Montrer que : (VkeN*) ; In(1+k)—Ink <%

’_O
(8)
(=)

(][] ] En déduire que : (VkeN") ; 2In(k+2)—3In(1+k)+Ink < f(;)

1
k
U] Bt que : (VkeN*) ; 2In (k A 2) — ln(1 + k) < f(l)

k+1 k k

(n + 2)? S
4(n + 1)) < on

’_C)
al
(=)

050[[ ][3][ ] En déduire que : (VneN*) ; ln(
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050([ J[ ][ ] En déduire encore la valeur de la limite : lim(S,)
noo

IV ][ ] Soit x un élément de I'intervalle 10,1] .

=
Il
3

0.25| (T Mont . (VneN") 1 (=1 xk +(_1)n+1 .y
0,25 ontrer que : (Vne ; 1+x—k_0 1+ x
ntl (=1)k=1 xk X g+l
025/ [ |[2][ ] Montrer que : (vneN*) ; In(1+x) = (T) + (—1)”“[ 1+tdt
k=1 0
0.25/[ |[3][ ] En déduire l'identité suivante
n+l (_1)k—1 xk x tn+1 2(_1)n+1xn+2
— S~ s _ _1\n+2 -
769 ;( - )(Zk 1)+ (-1) f()1+tdt+< — )
X n+1
050([_|[4][a] Montrer que : ¢ sf <1+t) dt < x"+?
0

X tn+1
0.25/[ ][ _]b] En déduire la limite suivante : lim <1+t> dt =0
noo 0

- 2k —1
050[[ ]| Jle] Montrer que : vxelol[ f(x)=lim< (-1 ——— xk)
(S0 (5
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[ox) N [ox) N N N N
o o o a1 a1 a1 a1

B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)
[ L ][] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1x=1.

(M, (R),+,x) est un anneau unitaire : 6 = (g g) I = ((1) (1))

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

)] Soient E = {M(x,y) = (; x_-l-yy) ; (o) ERZ} ;= (2 _11)

[ lz]@] Vérifier que : Ie€E et Je€eE
[ I _Ib] Montrer que E est une partie stable de (M,(R),+) .
[ lz][@] Vérifier que : J2=]-1
[ ][ I[b] En déduire que E est une partie stable de (M,(R),X) .
[ I3][ ] Montrer que (E,+,x) est un anneau commutatif et unitaire.
[ l4][@a] Montrer que @ V(x,y)eR? ; x*+xy+y>? o x=y=0
[ ]b] On pose : A=x*+xy+y* ; (x,y) eR*
Calculer le produit matriciel suivant @ M(x,y) xM(% ; —Ty)

[ I Jle] En déduire que (E,+,x) est un corps commutatif.
[ 8] ] On munit F:=R?* par la loi de composition interne ainsi proposée :
V(x,y),(a,b)eF ; (x,¥v) T (ab)=(ax—by ; ay+ bx+ by)

[ ][] On considére I'application ¢ définie par

o + (F1) — (EXx)

(x,y) — Mxy)

[ J[@ Montrer que I'application ¢ est un isomorphisme de (F,1) vers (E,x)
[ ][ _][b] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (F,T) .

B Exercice Numéro 2 : (06,50 points)

L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,14, ¥).
[ &l ] Soit (E) : 22 —(2-V3+i)mz+2(i—-V3)m*=0 ; meC ; zeC
[_I_J[@] Montrer que le discriminant de I'équation (E) est A= (2++3 - i)zm2

[ _]b] Résoudre dans € I'équation (E). Soient z, ; z, les solutions de (E)
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0,50

N |01 ~N |1
[S 20 (=) (20 (=)

’p ’-O
al N
(=) ol

’_O
(8]
(=)

’p’p
NN
o1 |01

[ ]le] On suppose que : arg(z,) = arg(m) [2n] .

L] Ecrire le nombre complexe (Z—Z) sous la forme exponentielle.
Z1

F : (P) — @
[ Ji2][ ] Soit F I'application définie ainsi : MGz — M(z)
7 =el6)
[ I l[a] Déterminer la nature et les caractéristiques de I'application F.
[ _llb] Déterminer I'image du cercle (€) de centre Q(1+1i) et de rayon 2.
[ I3]L] On considere la suite de points (M, (z,)) . définie ainsi :

{Mnﬂ =F(M,) ; VneN
aff(Mp) =i =2z
(T 5mn
[ [ J[@] Montrer que : (vneN) ; z,= izt
[ ][ _I[b] Montrer que : v(n,p)eN? ; M,=M, o n=p][i2]

[ ] Résoudre dans Z? I'équation (F) suivante : (F) : 12x—5y =3
[ lid] En déduire les valeurs de n pour lesquels on ait M, e (I axe rélle)

[ 141l ] Soit le systéme (S) : {’;ig[[é]z] Et soit (ko,l,) une solution de (F)

[ J[a] Montrer que le nombre x, =12k, = 51, +3 est une solution de ()
[ 1] Montrer que : x = solution(S) < x = x,[60]
[ [ _Jle] Résoudre dans I'ensemble Z le systéme (S) .

[ 18] ] Déterminer I'ensemble R, = {neN ; M,=M, ; n=3 [5]}

B Exercice Numéro 3 : (10,00 points)

[Z][ [ ] Soit f, lafonction numérique définie sur I'intervalle 10,4 par :
(vneN*) ; fi(x)=(x—-1)"Inx

L] Soit (e,) la courbe représentative de la fonction f, dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : |ill = |ljll = 2cm.

[ ] ] On pose : (VneN*),(Wvx>0) ; g,(x)=nlnx+ 1—%

[ J[z][a] Etudier les variations de la fonction g, Sur l'intervalle ]0,+oof .

[ 1 llb] Calculer g,(1) puis déterminer le signe de (x —1) g,(x) sur ]0,4oo[
[ ]2][a] Montrer que : (Vx>0) ; fi(x)=kx-D"1g, ().

[_I_Ib] Etudier les variations de la fonction f, sur I'intervalle ]0,+oo[ .

Propositions de correction - 2010 Safi - 2BAC - SM - Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2020 - La page 182




* % %
Examen National du BACCALAUREAT - Session Safi 2010

’VO
N
a1

[ ][ Jle] Etudier les branches infinies de la courbe (C,).
[ L I[d] Etudier la position relative des courbes (C,) et (C,.1).
[ 13][ ] Tracer les courbes () et (G,) dans le méme repere (0,1,7)).

’p’p
1 O
(= (=)

075/ [ J[4] ] Calculer I'aire du domaine plan délimité par les courbes
() et (G,) et les droites d'équations x=1 et x=e.

@ [ ] Soit F la fonction numérique définie sur [0,1[U]1,+oo[ par :

{(F(x)=fx<f1(t) )dt ;o x>0 ;3 x#1

(¢ —D*

\ F(o) =0

2 2

2 <
050/ [ J[Z] ] Montrer que : vxelod[ ; Zlnxfx @_—1)3dt£F(x)Slnxj; —(t—1)3dt

.X'Z
025/ [ |[2][@] Calculer I'intégrale suivante : f (@;1)3)“

i ‘4 2x)1 2+ 2x)1
075/ [ ][ ]b] En déduire que : vxelol[ ; (x” + 2x) Inx < F(x) < (x? + 2x) Inx

7 —1)? 262 17
050 [ ][ Jle] Etudier la continuité de la fonction F & droite en zéro.
050/ [ ][ Jld] Calculer puis interpréter la limite : lim F(x)
X—
050[ [ ][ ][e] Etudier la dérivabilité de la fonction F & droite en zéro.
(x? +2x) Inx (x? +2x) Inx
0.75 ; ; < <
[ I3][@] Montrer que : vx>1 26— 1) F(x) o1
050 [ [ Ilb] En déduire les limites suivantes : lim F(x) 5  lim F(x)
050( [ ][4][@] Etudier la dérivabilité de la fonction F sur 10,1[ et ]1,+oo[.
025 [ ][ ][b] Dresser le tableau des variations de la fonction F .
L] On pourra remarquer que @ vYx>0 ; x3+3x2—x+1>0.
050| [_][8][_] Construire la courbe représentative de la fonction F dans (0,17
2 Z(t—-1D"
L ][ | On pose : (vneN") ; In=ffn(t)dt ; ]n=f ( - "t
1 1
025/ [ [2][ ] Montrer que : (VneN*) ; (411, =In2 -],
2 (t _ 1)n+1 1
025/ [ ][z][@] Montrer que : (VneN*) ; f — —dt= n+1)], -5
1
0,50 En dédui : Y, —=<J, < ——
[ ][ I[b] En déduire que (VneN*) TCEE ] ——

’VO
al
(=)

[ I Ile] Calculer les limites : lim (I,) ; lim (n+ DI, ; lim (,)
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B Exercice Numéro 1 : (05,50 points)

[ L ][] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, v).
[ ][] On considére I'application suivante

p + (P) — (P

M(z) — M(Z)
V3

z=x+1iy +— z'=7+iy

L] Soit E={M(x,y)efP ; \/§-MA=2-MM'}
[ ®[ ] Montrer que : E={M@xy)eP ; (xy)eR* ; x*-3y*=1

x2—1
3

[ ][2][ ] Soit (Cf)= (x,f(x))e? ;o fx) =

[ ][ ][a] Déterminer D; le domaine de définition de la fonction f .
0] puis vérifier que f est une fonction paire.

[ ][ I[b] Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite en 1.

[ ][ ]le] Déterminer I'asymptote de la courbe (¢;) au voisinage de +oo.
[ ][ [d] Montrer que E =(¢;)u(C_s) puis construire I'ensemble E.

[ 3] ] On pose : M(a+ib) T M(c+ id) =M(ac+3bd+i(ad+bc))

[ [ J[a] Montrer que la loi T est associative.

[ [ I[b] Montrer que (E,1) est une partie stable dans (P,1).

[ [ ]le] Montrer que (E,T) est un groupe. Est-t-il commutatif ?

B Exercice Numéro 2 : (04,50 points)

[ Z][ ] Soit I'équation (E) : 109x—226y=1 ; (x,y)eZ?.
[ [ J[@] Déterminer le PGCD(109,226) .En déduire que (E) est solvable.
[ 1 _lb] Montrer que les solutions de I'équation (E) sont les couples :

(141 + 226k ; 68 + 109k> ;. keZ

[ I lle] En déduire I'existence d'un couple (e, d) e N tels que :
109d=1+226e ; d<226
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050( [ |[2][ ] Montrer que le nombre 227 est un nombre premier.
[ 3] ] Soit : A=1[0,226]={0;1;2; - ; 226}
[ ][] On considére les deux applications suivantes
f+ A — A g : A — A
a — f(a) a — g(a)
f(a) est le reste de la division euclidienne de a'® par 227.
g(a) est le reste de la division euclidienne de a'*' par 227.

[ J@] Montrer que : g(f(0)) =0
[ k] Montrer que : VaeA\{0} ; a??°=1[227].

[ L ]le] Montrer que : Vvaed ; g(f(@)=Ff(g9@)=a.
[ [ ][d] Que peut-on en déduire & propos des fonctions f et g ?

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)
[ )[x][ ] On pose : (VpeN) ; 1, =j x? (Inx)? dx
1

al ~ al al
(=) o1 (=) (=)

e
050 [ [ J[@] Calculer I'intégrale suivante : [, =j x? (Inx)! dx

1

e /mp+1
050 [_J[_I[b] Montrer que : (VpeN) ; I, =3~ (T) I,
050/ [ ][ Jle] En déduire les valeurs des intégrales I, ; I .

’_O
(8]
(=)

[_l[2][a] Montrer que la suite (Ip)peN est une suite décroissante.

’_(D
al
(=)

[ 1[b] Montrer que la suite (Ip)peN est une suite convergente.
050/ [ ][ |[e] Montrer que : lim (I,) =0

p—+oo

B Exercice Numéro 4 : (07,00 points)

[I][ [ ] Soit g lafonction numérique définie sur l'intervalle ]-1,+] par :

gx) =1+x%—-2x(1+x)In(1 +x)

050 [ ][x][ ] Calculer les limites suivantes : lier glx) ; lérr%)Jrg(x)
X —+00 x—(—

’_O
(8)
o

[ |[2][ ] Dresser le tableau de variations de la fonction g .

’_C)
al
(=)

1
3] ] Montrer que : Fta>0 ; gl@)=0 ; S<a<1

’,O
al
(=)

| ][4][ ] Déterminer le signe de g(x) sur l'intervalle ]—1,4oo].
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M ][ ] Soit f la fonction numérique définie sur ]-1,4+o[ par :

In(1 + x)
fe ==
LI ] Soit (@) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : il = |ljll = 1cm.
1,00/ [ J[Z][] Calculer les limites suivante @ lim f(x) xl}gll)+f(X)
050/ [ |[2][@] Montrer que le signe de f'(x) sur ]—1,+o[ est identique & celui de
g(x) . Puis dresser le tableau de variations de la fonction f.
1
0,50 Monftrer que : -
s Que ¢ fla) = g

[N
o
o

[ 3] ] Etablir une construction géométriques de la courbe (6).

I || | On considére l'intégrale définie ainsi : I = f4ln(1+tanx) dx
0

[N
o
o

[ J[Z][ ] On posant t= (%—x) , Calculer l'intégrale I .

[N
o
o

[ (2] ] Calculer, en cm?, I'aire du domaine plan délimité par la courbe (€)
et les droites d'équations y=0 ; x=0 ; x=1.

[ L ][] On pourrait prendre t = Arctan(x) pour faciliter les calculs .
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B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

[ ][] Soit 6 =[01[, Et on considére I'application définie par
V(a,b)eG?> ; a*b=a+b—E(a+Db)

E(x) est la partie entiere du nombre réel x.

’_(D
\I
a1

[ J[Z][ ] Montrer que * est une loi de composition interne sur G .

’_O
\‘
a1

[ J2][ ] Montrer que la loi * est commutative et associative sur G .

’_O
al
o

[ 3] ] Montrer que la loi * admet un élément neutre qu'on déterminera

’_(D
a1
o

[ ][4]] ] Déterminer le symétrique d'un élément a de G par la loi *
[1[8][ ] Résoudre dans G I'équation (F) : x*x*-—+x== : neN\{0,1}
— n

n fois le x
B Exercice Numéro 2 : (04,00 points)

’_H
o
o

(X)L ][] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, #).
(IO soit Péquation (B) = 2% —2iz—(1+¢*) =0 ; 6e|—,=
050 [ J[x][ ] Montrer les identités suivantes pour tout x et y de R.

e™ + e = 2cos (x;y) ¢'('7") ;e —eY =2isin (x ; y) /(39
075 [ ][2][ ] Résoudre (E,) puis écrire les solutions sous la forme trigonométrique
[ 3][ ] Soient : A(z) ; B(z) ; {2z ,2z,}=solutions(E,)

0,50 [ ][ ][@] Montrer que :{0,A,B}non — alignés et que OAB est un triagle rectangle

;o zeC

025 [ ][ [b] Déterminerla valeurde 6 pour laquelle on ait 0AB soit isocéle en 0
M| ][ ] Soit maintenant : A(a) ; B(b+i) ; r=rotation (A,%) : (a,b) e R?
050/ [ |[X][ ] Donner I'écriture complexe de r puis calculer aff(B) ; B =r(B)
075/ [ |[2][ ] Montrer I'équivalence suivante : B e(Oy) & a+b=+3
0] Puis Caleuler, dans ce cas, aff(B") en fonction de a.

[ 3] ] Soit maintenant : a=+v3 ; b=0 ; c=—i ; d=2++/3(1-20)

[ L ][] Soient encore : A(a) ; B(bB) ; C(c) ; D(d).

025 [ [ J[@al Quelle est la nature de chacun des triangles ABC et ACD ?

050 [ ][ |[b] Soient : E=r(D) ; F=t(D) ; t= translation(A_C)) .

LI L] Caleuler af f(E) ; aff(F), et Montrer que BEF est triangle équilatéral
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B Exercice Numéro 3 : (02,50 points)

[ J[&][ ] Soit »p un nombre premier supérieur ou égal & 3.

[ 1] Soit 'équation (E) : ax=1[p] ; x€Z ; aed, ={12,,(p—-1}.
[ ] _J[a] Montrer que le nombre a?~2 est une solution de I'équation (E).
[ ] _B] Soit r le reste de la division euclidienne de aP~% par p.

[ L[] Montrer que re4, et que r est la solution de (E) dans 4, .

[ 2] ] Par la suite, on prend p=31.

[ ][ J[a] Déterminerles valeurs de r pourlesquelles on ait : a =2 puis a=3
[ ][ I[b] Résoudre dans Z les équations: (F): 2x=1[31] ; (F,): 3x=1[31]
[ ] _Jle] En déduire la résolution de I'équation (F) : 6x% —5x+ 1= 0[31]

B Exercice Numéro 4 : (10,00 points)

I ][] Soit h lafonction numérique définie sur R par :
h(x) =e*—(x+1)

2 X
[ J[Z][ ] Montfrer que : (vxeR) ; e*= 1+x+x?+f h(t) dt
0
[ ][2][ ] Etudier la monotonie de la fonction h sur ]—o,0] et [0,+oo].
1 *— 1 1 h
[ 3] ] Montrer que : vx>0 ESL}ZMSE-I_E
X X

[ )] On pourra Montrer d'abord : vx>0 ; 0 s] h(t) dt < x h(x)
0

1 h x _ 1
[ [4][ ] Montrer que : vx<0 ; =+ (x)se (x + )<

2 X x2

1

-2

[ 1] On pourra Montrer d’abord @ vx <0 ; xh(x) Sf h(t)dt <0
0

e* — (x + 1))

X x—0 x2

. (h(x) .
[ i8] ] Calculer les limites : }CIL%(—) ; 11m<
M ][ ] Soit f la fonction numériques définie sur R par :
X
{f(x)—ex_1 ;7 VxeR

f(0)=0
[ ][] Soit (¢;) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : |ill = |ljll = 1cm.

[ J[Z][ ] Montrer que la fonction f est continue sur R.

[|[z2][] Etudier les branches infinies de la courbe (¢) au voisinage de +oo
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050/ [_I[3][ ] Montrer que la fonction f est dérivable en zéro.
050/ [ |[4] ] Montrer que : VxeR* ; f (x)= % () =1 -x)e* -1
050| [_][8][ ] Etudier le sens de variations de ¢ sur R, En déduire le signe de ¢(x)

’VO
N
U1

[ ][®][ ] Dresser le tableau de variations de f .

[ 7] Tracer la courbe (¢;) en exhibant la tangente en zéro.
I || ] Soit (u,),.n lasuite numérique définie ainsi :
Upy1 = f(un) ) VneN

’VO
al
(=)

u0=1

050 [_J[Z][ ] Montrer que I'équation f(x) =x admet une seule solution aeR

, 1 e —2xe*—1
[ |[2][@] Montrer que Vx>0 f o)+ 5 2 —1)?
050[[ [ ][b] Montrer que : (vxeRt) ; e* —2xe*—1>0.
[ [ [ ] Puis En déduire que : (VxeR*) ; _71 <f(x)<0.
050/ [ |[3][a] Montrer que :  (VneN) ; |u,yq —al < %Iun —af

’p
N
a1

[ lb] En déduire que : (vneN) ; |u, —a| < G)n (1-—a)
025 [ ][ le] Calculer la limite : lim(u,)
IV ][ | Soit F la fonction numérique définie sur R par :

2x
F(x) = j £(0) dt

050 [ J[Z][ ] Montrer que : vx=0 ; 0<F(kx) <xf(x).
[ 1] En déduire la limite suivante : lim F(x)

X—+0c0

050/ [ J[2][ ] Montrer que : vx<0 ; F() <xf(x).

L. . . F
[ L[] En déduire les limites suivantes : lim F(x) ; lim <ﬁ>
X—>—00 X—>—00 X
0,50/ [ |I3][ ] Montrer que F est dérivable sur R et que
3_ X
F(x):x(z e’) . VxeR*
es* —1
F=1

050([ |[4][ ] Dresser le tableau de variations de la fonction F .

LI ] Puis construire la courbe (Gz) dans le repéere (0,17).
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B Exercice Numéro 1 : (05,50 points)

[T][ ][ | On définit sur € une loi de composition interne * comme suit :
V(a,b,x,y)eR* ; (a+ib)*(x+iy) =ax+i(ay + bx)

’_O
N
a1

[ [z][@] Montrer que la loi * est commutative.
[ ][ 1[b] Montrer que la loi * est associative.

’_(D
N
a1

0.25/ [ ][ ][] Montrer que la loi * admet un élément neutre et déterminer le.
050/ [ ][2][@] Déterminer G, I'ensemble des éléments symétrisables par la loi *
050 [ ][ I[b] Montrer que (G,x) est un groupe commutatif.

’_O
N
o1

[ ][ ][e] Résoudre dans G I'équation zxz=7z.
[ [3][ ] On considére I'ensemble défini ainsi : E={et(1+it) ; teR}.
Montrer que E est un sous-groupe de (G,*).

[ |[4l[@] Montrer que : (VzeG) : ZeG.
[ ][ ]b] Montrer que I'application définie ainsi f: z +— z est un
isomorphisme de (G,x) vers (G,x).

’_O
al
(=)

’-O ’-O
a1 N
o o

’_(D
N
a1

[ |[s][a] Montrer que * est distributive par rapport & I'addition + dans C.

’_O
N
o1

[ [ _llb] Montrer que (C,+,*) est un anneau commutatif, unitaire et intégre.
050 [ |[®][ | Résoudre dans C I'équation : (z—1)*(z+i)=0
@Il [ ] On considere I'ensemble K défini ainsi :

K={M(a,b)=(g ‘ab) ; (ab)eR?}

’_(D
al
o

[ J[z][@] Montrer que (K,+,) est un espace vectoriel réel .

’_(D
N
a1

[ 1 |[b] Déterminer une base de cet espace vectoriel.
[ _|[2][@] Montrer que K est une partie stable dans (M, (R),x).

[ I3][ ] soit f l'application définie ainsi

’_C)
N
a1

f+ (@Cx) — (Kx)
a+ib — M(a,b)

025/ [ ][ ][@] Montrer que I'application f est un isomorphisme.
025 [ ][ I[b] En déduire I'ensemble des matrices inversibles dans (K,x).
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B Exercice Numéro 2 : (04,50 points)

[ L ][] Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0,4, v).
Soit I'équation (E) : (1-z?-2(a+1Dz+(1+)A+a®>)=0
Avec . zeC ; aeC\{i-i}

[ J[z][ ] Résoudre dans C I'équation (E).

L] Soient : 4(a) ; BB ; Cl@ ; a=a+i ; PL=1+ai

2] ] on suppose dans cette question que a=e? ; <f<m.
Ecrire a et B sous la forme frigonométrique.

[ I3][@] Montrer I'équivalence suivante : (%)e]R & ol =1

[ [ |[b] Déterminer I'ensemble des points A(a) pour lesquels on ait :
les points O ; B ; C soient alignés.

NS o

[ ][4][ ] On suppose dans cette question que :
la| =1 et a’?+a(Ri—-1)—-1+#0

2
[ l[™a] Montrer que : (%) ciR*

[ _llb] Montrer qu'il existe un nombre complexe w tel que
a’t—-—w
=i et w#F0
a—w

[ _lle] Montrer que les points 0 ; Q; D ; A sont cocycliques, Q(w) ; D(a?)
[ [ _Jld] Soit (€) le cercle circonscrit au quadrilatére QDAO.
Soit R = rotation (Q%) Montrer que R(A) =D, en déduire rayon(C)

B Exercice Numéro 3 : (05,50 points)

[ J[z][ ] Montrer que : (vneN) ; 33" —1=0][13]
n deduire que VvneN) ; —9 = et —3=
[ 2][ ] En dédui ( ) ; 33"*2 _9=0[13] 33+l _ 3 = (0 [13]
[ |[3][ ] Déterminer selon les valeurs de n le reste de la division
euclidienne du nombre 3™ par 13.
| |[4][ ] En déduire le reste de la division de 20182020 par 13.
[ S]] On pose : (vpeN) : A, =3P +3% + 3%,
[ [@] Pour p=3n, Déterminer le reste de la division de A4, par 13.
p
[ [_][b] Montrer que : p=3n+1 = A, est divisible par 13,
[ ]le] Déterminer le reste de la division de 4, par 13 pour p=3n+2.
[ Jl6][ ] On pose : a=10010010005y et b =1000100010000,
[_I[_I[a] Vérifier que a et b s'écrivent sous la forme 4, (systeme décimal)
[ ][ ][B] En déduire les restes de la division de a puis b par 13.

Proposition d’Examen - 2020 Normale - 2BAC-SM - Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2020 - La page 192




* % %
Examen National du BACCALAUREAT - Session Ordinaire 2020

B Exercice Numéro 4 : (05,25 points)

[I][ ][ ] On considere la fonction numérique g définie par :

gt) = H% —In(1+1¢t)

L] Soit (e,) la courbe représentative de la fonction g dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : il = |ljll = 1cm.

’_O
N
1

[ J[Z][ ] Déterminer D, I'ensemble de définition de cette fonction g .

’_O
al
o

[ 2] ] Calculer puis interpréter graphiqguement la limite :  lim  g@®)

t->(—1)*t

’p
N
1

[_I3][_] Etudier Ia branche infinie de la courbe (¢,) au voisinage de +o

’p
N
1

[ 1[4l ] Dresser le tableau de variations de la fonction g.

[ISIL] Etudier le signe de g(t) ; VteD,.

@[ ][ ] Soit f la fonction numérique définie sur R par ce qui suit
f(x) =e™*In(1+e*)

’p
N
1

050 [ J[z][ ] Calculer puis interpréter les limites : lim fG 5 lim f(x)
0,50/ [ J[2][ ] Montrer que : (vxeR) : f (x) =e ™™ g(e¥).

’p
N
1

[ 3] ] Dresser le tableau de variations de la fonction f.
| ll4][ ] Montrer que : (vxeR) ; 0<f(x)<1.
18] ] Soit : h(x)=f(x)—x ; (VxeR).

[ ] _J[™a] Montrer que la fonction h est strictement décroissante sur R.

’p
al
o

’p ’-o
al a1
o o

[ ][ ][b] En déduire que I'équation h(x) =0 admet une unique solution que
I'on notera a de l'intervalle [0,1].

@ ][ ] Soit (u,).y lo suite numérique définie ainsi

{unﬂ = f(u,) ; VneN
Uy = 0

0,50 [ J[x][ ] Montrer que : (vneN) ; u,e[01].

’_O
N
o1

[ 2] ] Montrer que : (vneN) ; |uy.q —al < % lu, —al. (soit g(e) =-0,58)

025/ [ ][3][ ] En déduire que (u,),.y est convergente et donner sa limite.
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N
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B Exercice Numéro 5 : (04,75 points)
X __ 1 _
[T][z][@] Calculer la limite suivante : lim (u)

x—0 X

s . . H H . 3 ex — 1 —X
[ ][] En déduire la limite suivante : }clg(l)(ln(1+x))

) X tZe—t
[ J2][ ] On pose : (vxeR) ; I(x)=e"j ( > )dt
0

[ ] J[@] Sans calculer I(x), Montrer que : vx=0 ; 0<I(x)< ex6x3
[ ][ ]b] Sans calculer I(x), Montrer que : vx<0 ; |I()] S%
[ ] _Jle] En utilisant une intégration par parties (deux fois) Montfrer que

2
X
I(x)=ex—1—x—?

[ ] Jld] En déduire de tout ce qui précéde que :

Y (ex—l—x)_l_ (ex—l—x)_l

o x?2 ~ a0 xIn(1+x)/) 2
[ I[3][ ] Soit la fonction définie sur R* ainsi : f(x) =e*In(1+x) —x
[ @] Etudier la monotonie de la fonction f sur RY.

[ ][ Ib] En déduire que : vx=0 ; f(x)=0.
@[ |[ ] On considére la fonction F définie sur Rt par :

X

€ 1
F(x) = —)dt ; Vx>0
1
o \nt

+x

F(0)=0

X __ 1 _
[][x][ ] Montrer que : vx>0 (u

e"—l—x)
X

)SF(x)S(m

[ ]2][ ] Montrer que F est continue et dérivable & droite en zéro.
[ II3] ] Montrer que F est dérivable sur R%: et que

f(x)

. F —
V>0 () xIn(1 + x)

| ll4)l ] Calculer xliTmF(x) puis dresser le tableau de variations de F.

[ 8] ] Btudier la branche infinie de la courbe (€z) au voisinage de +
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B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)

[I][ ][ ] Rappel : (C,+,x) est un corps commutatif : 0,=0 ; 1= 1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (g g) s = (é (1))

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

Soit : aeR" et E=]R\{§}.

Soit : V(x,y)€eE? ; xxy=x+y—axy

Soit I'application définie ainsi @ f : (Ex) +— (R**)
x — 1—ax

025 [ |[z][@a] Montrer que f est un isomorphisme de (E,x) vers (R*x).

0.25 [ |[ I[b] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (E,*).
[ 1[2][ ] On note par x™' le symétrique de x dans (E,x).

On pose : [élément neutre de (Ex) =e = x° .

On pose : (VneN*) : x"=x*xx*x--*xx ; n fois le nombre x
On pose encore : (VneZ~™) ; x"=(x"1H™

On admet que : Vv(mmn)eZ? : x"*x™ =x"" et (x*xy)" =x" *y"

On pose : G={x"; neZ , xeE}
[ [ [a] Montrer que : G = {i(l —(1—ax)") ; neZ}
050 [ ][] Montrer que G est un sous-groupe de (E,*).

@[ ][ | Soient : I:((l) (1)) et ]:(_01 \/%)

Soit : H={M(a,b)=a-1+b-]; (a,b) € R?

’_(D
N
a1

’_(D
N
a1

[ J[zl[a] Montrer que la famille (1,]) est libre dans (M,(R),+,)

025 [ ][ lb] Montrer que (H,+,) est un espace vectoriel réel de dimension 2.
025 [ |[2][@] Vérifier que : J2=—-1++3"]

025 [ [ Ilb] Montrer que H est stable dans (M, (R),x)

0.25 [ [ l[e] Montrer que (H,+,x) est un corps commutatif.

025 [ ]3] ] Soit @ e C\R, Montrer que (1,a) est une base de I'espace (C,+,).

On considere I'application définie ainsi @ £, : (H,+) — (C,+)
M(a,b) — a+ab
1] Montrer que f, est un isomorphisme de (H,+) vers (C,+).
[ J[4l[a] Soit a=§+%i , Déterminer f, ' I'application réciproque de f,
[ ][ I[b] Calculer J* en fonction neN.
[ [ lle] En déduire que : J"=1 o n=0[12].

’_C)
N
a1

’p’p
NN
[S2 (%!
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B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, 7).

. . . 1
Soit I'équation (E) : Ez~°’—(1+i)zz+2(1+i)z—4i=0 ; zeC

025 [ ][x][a] Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure z, & déterminer.
050/ [ ][ 1[b] Résoudre dans € I'équation (E) .

[ 2] ] On considére les points : A(1+iv3) ; B(1-iV3) ; C(20)
[ ][ I[@] Montrer que : 0A = 0B

’_(D
a1
(=]

050( [ ][ I[b] Soit D = milieu[AC], Déterminer : aff(D) et arg (ﬁ@’)
5 5
075/ [ ][ _Jle] En déduire les valeurs de cos (1—72T> et sin (%)
[ |[3][ ] Soient : R, =rotation (A,_Z—”) ;. R, =rotation (A,%)

Soient : R, (0)=0 et R,(B)=FB

050/ [ ][ J[@] Déterminer les affixes des points 0’ et B'.

050 [ ][ ]lb] Soit I = milieu[0B], Montrer que (A4I) est une hauteur de AO'B’.

B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)

[ L[] Soit I'équation : (E) : 16x—5y=65 ; (x,y)eZ?.
On désigne par S I'ensemble des solutions de I'équation (E) .

[ [z]l ] Montrer I'implication suivante : (x,y)eS = x =0[5]

[ J[2][ ] Résoudre dans Z? I'équation (E) .

(3] ] On pose : xAy=d ; V(xy)eS

[ [ J[a] Déterminer les valeurs possibles de I'entier naturel d .

050( [ ][ I[b] Déterminer les éléments (x,y) de S vérifiant d =5 .

[_[4][ ] Soit N = abcyq, un entier naturel écrit dans le systtme de numération
décimale (avec a#0 et b=0), On pose : R(N) = cbagy).

[ J[@a] Montrer I'implication : R(N) =4N—-9 = 133a+ 10b = 32¢ + 3

[ ][ I[b] En déduire que : a=1.

[ ][ )le] Déterminer les entiers naturels N pour lesquels : R(N) = 4N — 9.

B Exercice Numéro 4 : (05,50 points)

0] soit ¢ fi(x)=x—nlnx ; x>0 ; neN*
0,50| [_][x][@] Calculer les limites : lim £,G) 5 lim £,(x)
[_I[_Ilb] Etudier les variations de la fonction f, .

[ [ Jle] En déduire que I'équation f,(x) =0 admet exactement deux
solutions u, et v, tels que 0<u,<n<v, ; avec n=3.

[(Jz]@a] Montrer que : (vn=3) : 1<u,<e.
[ 1b] Montrer que : (vn=3) : f,(uy4q) =In(u,yq) .

’_O ’p
~ N
o1 (O

’_O
(8]
(=)

’_(D
al
(=)

’p’p
NN
o1 (O

’-o ’-o
N |01
ol O

’-O ’-o
N |01
(1 (=)
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050[ [ ][ _Il€] Montrer que la suite (u,),ss est strictement décroissante et en
déduire gu'elle est convergente.
025 [ ][ ][d] En encadrant In(u,) , Déterminer lim(u,)
- (In(uy) .
050[[ ][ Jle] Montrer que : lim —)=1 ; lim n(u, -1) | =1
025/ [ |[3][@] Déterminer la limite suivante : lim(v,)

’p
a1
o

’p ’-o
NN
o1 |01

’p
N
1

’_O
a1
o

’p
N
1

’-o ’p
N N
o1 a1

’VO
N
1

[ ][ ]b] Calculer f,(nlnn) puis en déduire que : vn=3 ; nln(n) <,
[ ll4l[@a] Montrer que @ (Vx>0) : x>2lnx
[ ][ ][] En déduire que : (VvneN®) : n>2lnn

[_|[8][a] Déterminer le signe de f, <2nln(n)) .
[ _llb] Montrer que : (vn=3) ; nlan<wv, <2nlnn.

[ lle] Montrer que : lim (n;};n) =1

noo

B Exercice Numéro 5 : (07,50 points)

[ [ ] Soit la fonction : h(x)=x—-Inx ; Vx>0
[ )[x][ ] Montrer que : (Vvx>0) ; h(x)>1.
[ J[2][ ] On considére la fonction f définie sur R* par ce qui suit

Fe = (=

x—Inx

);x>0

f(0)=0

[ I_[™a] Montrer que la fonction f est contfinue sur RT.
[ ] lb] La fonction f est-elle dérivable & droite en 0 ?
@[ | ] Soit F la fonction numérique définie sur Rt par une intégrale :

2x
F(x) = f(t)dt

[ J[x][@] Montrer que la fonction F est dérivable sur R*.
[ 1[_Ib] Montrer que F;(0) =0 et encore que

, In2—-1Inx
Vx>0 ; F (x) = m
2x
[ liz][@] Vérifier que : In2 =f (%) dt
x In(2
[ [ I[b] Montrer que : vx>1 ; 0<F(x)—1In2< xn_( lil)

[ ][ I[e] En déduire la limite suivante : lim F(x)

X—-400

[ _[3][@] Montrer I'inégalité suivante : F(%)glnz
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050 [ ][ |lb] Montrer que : 3Jae [E ;1] ; F(a)=In2

025 [ ][4][@] Dresser le tableau de variations de la fonction F.

’_(D
N
a1

[ ]lb] Tracer la courbe (Gr) dans le repére orthonormé (0,1,7)
[ 8] ] On considére la fonction G définie sur [1,4+00[ par ce qui suit :

o= [ (25

1
050/ [ J[a] Montrer que : vx>1 ; G(&) = Elnz(x)
025/ [ ][ ][b] En déduire la limite suivante : lim G(x)

X —-400

’_O
al
(=)

@K |[ ] On considére la suite numérique (u,),>; définie par

n t
un=f ( )dt
1 \t—Int

n

’_O
al
(=)

[ J[z][@] Montrer que : vei>0 ; (t lt)St
— In

[ llb] Montrer que la suite (u,),s; est croissante.

’-O ’p
N |01
o1 1O

[ ][ Jle] En déduire que la suite (u,),> est convergente

050 [ ][ Jid] Montrer que : ¢ < lim(u,,) s%

[ 2] ] On considére la suite numérique (v,),s définie par :

n t
vn=f ( )dt
Int

(1+—)dt puis monfrer que : vn>=5 ; v, =n

050|[_J[_J[@] Calculer fn

1
0,50/ [ ][ ][b] En déduire la limite de la suite (v,),s; -
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Professcar Bady Eddine £l Fatihi & de la Recherche scientifiique

B Exercice Numéro 1 : (05,00 points)
[ [ [ ] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1g=

1
(M, (R), +,X) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) S ] = ((1) (1))

(M, (R), +,) est un R-espace vectoriel.

a b
0 1

(I ][ ] Soient : H={(x0) ; xeR*} ; K={(1,x) ; xeR}
On considere la loi de composition interne définie ainsi :
V(a,b); (c,d)eG : (a,b)=*(c,d) = (ac ,ad + b)

Soit E={M(a,b)=( );(a,b)eG} . G=R'xR

’_O
N
a1

[ J[z][@] Montrer que la loi * est associative sur G.
[ ][ I[p] La loi * est-elle commutative ?

[ ]2][@] Montrer que (G,*) est un groupe.

[ 1 _la] Montrer que (G,*) est un groupe.

[ I[3][@] Montrer que H et K sont des parties stables dans (G,*)
[ ][_I[B] Montrer que (H,*) et (K,x) sont des groupes commutatifs.

’p ’-o
NN
[S2 00 (%))

’p
al
o

’-o ’-o
N (O]
[ 20 (=)

[ ][ Jle] L'application = est-elle une loi de composition interne sur HUK ?
| ][4][@] Montrer que E est une partie stable dans (M, (R),x) .
0,50 [ ][ ][b] Montrer que (E,x) est un groupe.

X[ ][ ] On considére I'ensemble E définie par la donnée suivante :

F:{M(a,b)z(ZtZ ZIZ) : (a,b)e]R{Z}

L] on pose @ J=M(1,00 ; L=M(021)

[ [z][ ] Montrer que (F,+) est un sous groupe du groupe (M,(R),+)
[ l[2][@] Calculer les expressions suivantes : L2 ; J2 ; JxL ; Lx]J
[ [_I[b] Montrer que (F,+,x) est un anneau commutatif.

’_O
N
a1

N (1 |o1 O]
[ = (= (=)

[ _|[3][a] Déterminer les diviseurs de zéro dans I'anneau (F,+,x)

L 1B] Uanneau (F,+,x) est-il intégre ?

[ [ lle] 'anneau (F,+,x) est-il un corps ?

|14l ] Soit (a,b) un élément de R%, Montrer la chose suivante :
(VneN) : (M(ab))" =21 M(a",b")

’-o ’p
NN
o1 ol
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B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0, i, 7).

On considere 'application définie ainsi
f + P - P

M) — M (Z) ; 2z =-27+2i
[ [z ] Soient les points A(a) ; B(b) avec a=-2i ; b=3-2i
LI ] soient @ A'=f) ; B =fB) ; da =aff(4) ; b =aff(B)
[ [ J[@] Déterminer la forme algébrique des nombres a et b'.
[ _IIb] Placer les points A; B; A ; B’ dans le repére (0,4, D)
| l[2][a] Soit la droite (A): y = —2, Montrer I'implication Me () = M'e(b)
[ 1Bl Montrer que : VM@ eP : |z +2i|=2-]|z+2i
[ [ lle] Puis interpréter géométriquement cette égalité.

[ 3] ] Pour tout M distinct de A, on appelle 8 un argument de (z + 2i)
[ J[@] Justifier que 6 est une mesure de I'angle orienté (i, AM)

N a1 N NN
a1 o 1 o1 |[O1

’-O ’p
N a1
1 o

[ [ llb] Démontrer que (z+ 2i)(z +2i) est un réel négatif ou nul.

[ I lle] En déduire un argument de (z +2i) en fonction de 6.

[ ][ Jld] Que peut-on en déduire pour les demi-droites [AM) et [AM') ?
025 |/4][ ] Proposer un programme de construction de M’ & partir de M.

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

’-O ’-O
N N
1 1

[ [x][ ] Soient p et ¢ deux nombres premiers positifs distincts.

L@l Montrer que @ pla VD =1[q] et q®P=1][p]

[ 1b] Montrer que : p@D +q®D =1 [pq]

[ J[_Jle] En déduire que I'équation : (pY=V +q®D)x + pqy = x [pq]
N'admet pas de solutions dans Z? .

[ 12l ] Soit aeZ ; tel que aAp=1 et aAnqg=1.

[ J[@a] Montrer que : a®D@-D =1 [pq]
[ bl En déduire que (27%%°° —1) est divisible par le nombre 4331.

B Exercice Numéro 4 : (09,00 points)

[ ][] Soit f lafonction numérique définie sur D; par
f(x) =1In|vx — 1|

’_O
(8]
o

’p’p
[S 2 N
o |01

’-o ’p
o (N
o O

L] soit (©) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : |ill = |ljll = 1cm.
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050/ [ J[x][ ] Déterminer D; le domaine de définition de la fonction f.
0,75 [ ][2][ ] Calculer les limites suivantes : lim G 5 lim f(x)

. (x)
050 [ |[3][ ] Calculer puis interpréter graphiquement la limite : leI(I)l"' (fT
050([_J[4][ | Calculer f'(x) ; VYxeD\{0} puis dresser le tableau de variations f
050|[_|[8][ ] Montrer que (¢) admet un point d'inflexion | & déterminer.
050[[_][6][ ] Déterminer A le point d'intersection de (€) et I'axe (0,1) ; A#0
075/ [ |[7][ ] Etudier les branches infinies de la courbe (C).

0,50/ [ |[8] | Tracer la courbe (€) dans le repére (0,1,)).

@[ ][ ] Soit g la fonction numérique définie explicitement sur R par :

x+1
(x) = ——=
I 2x% 42
075/ [ J[z][@] Calculer les limites suivantes : lim g(x) 5 lim g(x)
1—x
050/ [ ][ |[b] Montrer que : VxeR

90 = e

(][] Montrer que : vxelol] : O<g(x)<%

050 [ ][ I[d] Dresser le tableau de variations de la fonction g.
[ J2][ ] On considére la suite numérique (u,),.y définie par ce qui suit :

’p
-
ol

Uyp1 = 9g,) ; VneN
U= 0

075/ [ ][ J[@] Montrer que : (vneN) : 0<u,<1.

[ L I[b] Etablir que : (vneN) :  |uyq — 1| < %Iun —1]

[ [ lle] En déduire que (u,),.n €St convergente et préciser sa limite.

’p
~
a1

’_O
a1
(=)
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Professear Bady Eddine El Fatihi & de la Recherche scunaélque

B Exercice Numéro 1 : (05,00 points)
[ ][ 1[ ] Rappel : (C,+,x) est un corps commutatif : 0,=0 ; 1c=1.

W 0 0y ,_(1 0
(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 8 = (0 0) ;1= (0 1)
(M, (R), +,) est un R-espace vectoriel.
[ Jz][ ] Soient : z=x+iyeC et z =x +iy eC

[ L[] On considére 'application définie ainsi : 2z Tz =xx +ilxy +yx)

’_(D
N
a1

[ I _J[a] Etudier la commutativité de la loi de composition interne T.

’_(D
N
a1

][ ]b] Etudier I'associativité de la loi de composition interne 1.

’_O
N
a1

[ ][ Jlc] Déterminer I'élément neutre de la loi de composition interne T.
[ _|[2][@] Déterminer I'ensemble G des éléments symétrisables dans (C,1).
[ _Ilb] Montrer que G est une partie stable dans (C,T).

[ [ Jle] Montrer que (G,T) est un groupe commutatif.

[ I3[ ] Soient : neN* ; z=x+iy ; ae]l, 4o

a1 NN
o o1 (O

na"l'—(n+ Da™ +1
(@ —1)2
[ I[b] Ecrire u,=2zT12zT1-- 12z en fonction de {x; y; n}

n fois le z

2021
050 [ ][ Jle] Calculer la somme suivante : U= Z U,
n=1

’_O
(8]
(=)

[ @] Montrer que : 1+2a+3a%+ - +na™! =

’_O
N
o1

[ 4] ] On pose : S={x+i(xlnx) ; xeR:.}
025 [ ][ J[@a] Montrer que (S,T) est un sous-groupe du groupe commutatif (G,T).
[ ][ I[b] Résoudre dans S I'équation : 2z T (2+i(2In2))=3+i(3In3)

[ _I[8][ ] Soit 'ensemble E={M(z)=(; 2) s z=x+iy € G}

025 [ ][ J[@] Montrer que E est une partie stable dans (M, (R),x).

’_(D
N
a1

’_C)
al
o

[ [ |lb] Déterminer la structure algébrique de I'ensemble (E,x) en
choisissant un homomorphisme convenable.

(][] Calculer (M(2))" ; VneN".

050 [ J[®] ] Déterminer : {(x,Y)GRZ; z=x+iyeG et (Z+1+i)T2i=4i}

’_O
N
1
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B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ).

Soit I'application définie ainsi
 + P - P
MGz — M) ; z =272
050([ J[Z][ ] Déterminer I'ensemble : T, ={MeP ; oM)=M}
Soient A(V2-iv2) ; Q) ; B(-1) frois points du plan 2.
[ J[2][@] Exprimer v2(1 —i) sous forme exponentielle.
[ 1 1[b] En déduire les affixes des deux antécédents de A par ¢.
[ I3l ] Déterminer I'ensemble @ L,={M@)eP ; aff(f(M))eiR}
[ Jl4ll ] On admet l'implication : M#Q e M#B = M #Q

a1 N N
o 1 1

Soit : T3 ={M(2)eP\{Q,B} ; QMM est rectangle et isocéle en 0}
050|[ [ J[@] Montrer que : V M(z) € P\{Q,B} ; (W,Q—M;) = arg(ﬁ) [27]
025/ [ ][ ][b] En déduire I'équivalence : Me([;) < Z 79
Z—w

’_O
N
1

[ [ Jle] Montrer I'équivalence : Me([3;) < z2—iz—14i=0 et z#1
[ ]d] Montrer que : z2—iz—1+i=@EZ—-DE+1-1).
025/ ][ J[e] En déduire I'ensemble (I3) .

’_(D
N
1

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ ][] On se propose d'étudier des couples (a,b) d’entiers strictement

positifs tels que : a?=0b3.
[ L ][] Soit (a,b) un tel couple et d=PGCD(a,b).
L ][] On note u et v les entiers tels que : a=du et b=dv.

075/ [ |[x][@] Montrer que u? = dv3.
[ [ I[b] En déduire que v divise u , puis que v =1.

’_C)
N
1

[ |[2][ ] Soit (a,b) un couple d’entier strictement positifs.

050|[ | J[@] Démontrer I'équivalence : a?=b3 < 3keZ ; a=k? et b=k?
050([ ][ |[b] Montrer que : n=p? et n=q°> = n=0[7] oubien n=1[7]
AvecCc p et q sont deux entiers naturels.

0.50| [ |[3][@] Déterminer tous les couples (x,y) e N2 ; x2 x y% =253

050/ [ ][ ][] Déterminer tous les couples (x,y) eN? ; x%xy%=20103
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’p ’p
a1 a1
o o

’_O
a1
o

’p
N
1

’p ’-o
a1 a1
o o

’_O
a1
o

N N (O]
1 (S0 (=]

’_O
a1
o

’p ’-o
N |01
o1 O

’_O
a
o

B Exercice Numéro 4 : (08,00 points)

N

N

LI
L]
[ z]al

LIl ]
HEIE]
I

L]
i {EIE]

L]

[ z]]
EI
Hrim

[ Islal
LIl ]

HNE]
LI ]

L €]
L d]

Soit f, lafonction numérique définie sur R par

filx) =xe*—nx ; neN*

Soit (¢,) la courbe représentative de la fonction f, dans un repere
orthonormé (0,1,j) avec : il = |ljll = 2cm.

Soit ' g,(x)=((x+1)e*—n ; VxeR ; VneN

Ftudier la monotonie de la fonction g, .

Montrer que : Il a,eR ; g,(a,)=0 et 0=<a, <In(n)
n
Montrer I'égalité suivante : «a, = ln( )
1+a,
Montrer que : (Vx>0) : Inx<x-1
En déduire que : (VvneN*) : lnTngan
s . . o N . . an
Déterminer les limites suivantes : l%gl(an) ; l;gl (7)
Ftudier les variations de la fonction f, .
e e —n(a,)?
Montrer I'eégalité suivante : f (a,) = EFT
an

Montrer que (C,) admet une asymptote oblique D, & déterminer.
Ftudier la position relative de (C,) et de I'axe des abscisses.

Ftudier la position relative des courbes (C,) et (C,.1) .
Montrer que %Saz s% puis en déduire un encadrement de f,(a;)

Construire les courbes (G;) et (G;) dans un méme repere (0,1,)) .
n

Soient : @, =1A-a)" ; Yy =Z<pk ; ae]0,1[
k=0

Montrer que (@,)..n et W, ).y convergent et donner leurs limites

On considere la suite (u,),.y Nhumérique définie ainsi

Uy = Uy + Pn ; VneN
n
uy >0
Montrer que : (vneN) : wu,>0.
Montrer que la suite (u,),.n €St strictement croissante.
Montrer que : (vneN) : u, <u, +0(iuO

En déduire que la suite (u,),.ny €St convergente.
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B Exercice Numéro 1 : (04,00 points)
[ L ][ ] Rappel : (C,+,x) est un corps commutatif : 0=0 ; 1c=1.

NN NN NN N (O
o1 [0 o1 o1 (o1 (o1 o1 [©

’_O
N
a1

’_O ’_O
NN
[S2 0 (S]]

(M, (R), +,X) est un anneau unitaire : 6 = (g g) ;I = ((1) (1))
(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.
(][ ][ ] Soit (G,+) un sous-groupe du groupe (C,+) tel que :
Vxel01] ; (x+ix®) eG
[ J[z][a] Montrer que : Vvxe[01] ; 2x—1)(A+i)eG
[ [ Ilp] En déduire : vxel[01] ; (x+ix) € G
[ l2][a] Montrer que : vxe[01] ; (x—x2) €G
[ [ 1[b] En déduire que : [0;1/4] c G
[ 3][a] Montrer que : (VxeG),(3neZ) : X [0; l]
[ _][b] En déduire que : R €6 . " *
[ 4]l ] Montrer que : vxe[01] : i(x—x2)eG
[ 8] ] Montrer que : G=C
M |[ ] Soit E= {M(a b)_<,6’b aIZb) ; (a,b)eR?® et (a,pB)eR? fixés}

[ J[z][ ] Montrer que (E,+,x) est un anneau commutatif.
[ 2] ] Montrer que : (a2 —48) <0 = (E,+,X) est un corps commutatif
[ [3][ ] On supposera dans cette question que : a=2 et f=1.
[ [ ][] On considére I'application d : (E,x) — (R*X)
M(a,b) +— det(M(a,b))
[ ][ ][a] Montrer que d est un homomorphisme de (E,x) vers (R*,x).
[ [ 1Bl On considére I'ensemble : F={M(a,b)eE ; det(M(a,b))=1}
Déterminer la structure algébrique de I'ensemble (F,x)
[ ][ J[e] Résoudre dans l'intervalle [0,2z[ I'équation ainsi proposée
cosx +/3sinx 3
det M( > ; > )
B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)
L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0, 4, #).
[ ][ 1] On considére les points : A@G) ; KA +1i) ; L(é)

[ ][ [ ] Soit I'application f @ P\{4} — P
M(Z) —> M’(Z’) ; Z,=

Z—1
[ [ ][] Le but de cet exercice est de construire M’ connaissant M .
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025 [ ][z][@] D’abord un exemple. Placer le point K dans le repére (0,14,7).

0,25
0,25
0,50
0,50

50

=

’_(D
N
1

’_O
N
Q1

’-O ’-O
a1 N
(=2N(¢;]

(o] N N
o ol ol

’p ’-O
N (8]
ol o

[ ][ Ilb] Déterminer I'affixe du point k' = f(k).

[ I lie] Placer le point K' dans le repere (0,4, )

[ |[2][a] Déterminer L = f(L). Que reamrque-t-on ?

[ ] _llb] Démontrer qu’ils existent deux points invariants par f. (f(M) = M)
[ l[3][@] Maintenant on va établir un procédé de construction.

L] Soit : G = barycentre {(A,a) ; (M,a) ; (M,a)} ; VaeR et g=aff(G)

1
[ [w] Vérifier I'égalité suivante : g BEICE)

[ Jle] Montrer que : MecCercle(A,r) = G e Cercle (0,%)

] )id] Démontrer que : arg(g) = — (4, AM) [27]

[ ][ lle] En déduire un programme de construction du point D' = f(D).
Avec . DeCercle (A,%).

B Exercice Numéro 3 : (02,50 points)

[ Jlz][ ] Montrer que 163 est un nombre premier.

[ J2][ ] On considére I'équation : (E) : 13x—162y =1 ; (x,y) e Z?
[ [ _J[@] Déterminer une solution particuliére de I'équation (E).

[ ][ ][b] Résoudre dans Z? I'équation (E).

[ [3][ ] On considére dans Z le systéme (S) défini ainsi

_ x = a[13] .
) : {be[162] ’

[ @] Vérifier que le hombre x, =325b—324a est une solution de (S)
[ _llb] Montrer I'équivalence : x € Solutions(S) &  x = x,[2106]

[ [ Jle] Résoudre dans Z le systeme (S) dans le cas o0 a=2 ; b=3
| )4l ] Soit xeZ tel que : x2°=3[163]

[ [ J[@a] Montrer que : xA163=1. puis prouver que : x = 3'3[163]

[ [ I[p] En déduire que : «x?»®>=3[163] < x=313[163]

B Exercice Numéro 4 : (04,50 points)

(a,b) € Z?

(XL ][] Soit f lafonction numérique définie sur R par :
f(x) =2e*—2—xe*
L U] Soit () la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : |ill = |ljll = 1cm.
[ J[®][ ] Etudier les variations de la fonction f sur R.

[ 2]l ] Montrer que I'équation f(x) =0 admet deux solutions dans R
dont une a est telle que 15<a<16.
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I [ ] Soit maintenant (u,).y la suite numérique définie ainsi
U1 =(2—2e ™) ; VneN
_ 3
Uy =5

[zl ] Soit : gx)=2-2e™* ; Vxe E;Z] =1
[ I[a] Etudier les variations de la fonction g.

[ J[bl Montrer que : g(I)<SI et que Vxel ; |g (x)|<
[ le] Montrer que : VvneN ; wu,el
[ I[d] Montrer que la suite (u,),y €st croissante.

g NN a1
o |01 o1 o
N |-

’_O
N
U1

[ [ Jle] En déduire que (u,),.n €st convergente et que sa limite est a.
[ J[2][@a] Montrer que : (VneN) ; |u,4 —a S%Iun —qf
025/ [ ][ ][b] Redémontrer le résultat suivant : lim(u,) = a
B Exercice Numéro 5 : (05,50 points)
[ 1] On considére la suite numérique (u,) définie implicitement par
(1 1/ 1 1
(

+ —) ; VneN
Un+1 Uy

’p
a1
o

I
4 Up+2 2

| 1
ku0=§ et u =1

2u,

’p
-
a1

[ x][ ] Calculer : u, ; us; et Montrer que : (vneN) ; P
075/ [ |[2][ ] Montrer par récurrence que : (vneN) : %Sun <1 "
[ 13][ ] On considére les sous-suites (a,) et (b,) définies par :
(VneN) : a,=uy, ; by =uUpyi
2x

L] Soit = f(x) v ; Vxe E, 1]

1 1
050/ [ ][ J[@] Montrer que : f([f; 1]) c [E; 1]
050{ [ ][ ][B] Montrer par récurrence que (a,) est croissante et (b,) est décroissante
050[[ ][ ][e] En déduire que les suites (a,) et (b,) sont convergentes.
0.50( [ ][ ][d] Puis déterminer la limite de chacune d’entre elles.
1 4
[ ]l4]l ] On pose : v, = (u——§> ;  VneN

’_O
~
a1

[ [ I[a] Montrer que la suite (v,),.ny €St une suite géométrique.

’_O
~
a1

[ 1_I[b] Exprimer les termes généraux v, et u, en fonction de n.

’VO
al
(=)

[ ][ I[e] Déterminer ainsi la limite suivante : lim(u,)
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Egreuve de Maths Examen National du
Filiéres : SMA - SMB - BACCALAUREAT

Coefficient : 9 Minsie 3 L S3neation Nationale Session Principale

Durée : 4 heures De o Fammacon probesionneli 6°™ Blanc 2021
Professeur Badp Eddine El Fatihl & )¢ la &denﬁe .wlentlélque
B Exercice Numéro 1 : (05,00 points)
[ L ][] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1x=1.

W 0 0y ,_(1 0
(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 8 = (0 0) ;1= (0 1)
(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

[ ][] Soient : G ={MeM,(R) ; detM #0} ; Gt={MeM,(R) ; detM >0}

L] soient Sz{MeMz([R) ; detM=1} et ]=(_01 é)

[ ][] On considére I'application det définie ainsi

det : (M,(R),x) — (R,X)
M — det(M)

’_O
N
a1

[ J[z][ ] Montrer que I'application det est un homomorphisme.
[ [2][a] Montrer que (G,x) est un groupe.

’_O
N
a1

025 [ ][ ][b] Montrer que (G*,x) est un sous-groupe du groupe (G,X).

0.25 [ ][ Jle] Montrer que (S,x) est un sous-groupe du groupe (G7,x).
3] Soit : M~ = symétrique(M) ; VMe(G,X)

025 [ [ [ ] Montrer que : (VMeG),(VAeGT) : MxAxM"'eG*

’p
N
a1

[ _ll4l[@] Vérifier que <{1,—1} ; ><> est un groupe commutatif.

[ ] Soit l'application suivante : f : (G,X) ~— <{1,—1};><>

detM

Moo= fM) = em

025 [ ][ ]lb] Montrer que I'application f est un homomorphisme surjective.

025 [ ][ Jle] Déterminer I'ensemble K={MeG ; f(M)=1}

(I8 soit = E={m@)=( %0 %) . ger}

sinfd cosé@

0.25 [ ][ J[@] Montrer que (E,x) est un sous-groupe du groupe (S,X).

025 [ ][ |[b] Calculer : (M(8))" =M(@®) x M(6) x --xM(@®) ; V(6,n)eRxN*
n fois le M(0)
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025/ ][@][ ] Montrer que : V(a,b)eR? ; 3(r,0)eR* xR tels que
a by_(r O cosf sinf\ _( cosf sinb r 0
(—b a) B (0 r) % (— sinf cos 9) B (— sinf cos 9) % (0 r)
. _ _(a by . 2
7] ] On pose : F= {M(a, b) = (—b a) : (a,b)eR }
L] Soit g I'application définie ainsi : g : C€C +— F
a+ib — M(a,b)

[ ][ J[a] Calculer : g) ; g ; g@ ; avec z=a+ib
[ 1_Ib] Montrer que I'application g est bijective.
[ lle] Montrer que (F,+) et (F\{0};x) sont des groupes commutatifs.

[ 1 ld] Calculer : (M(a,b))n ;. vneN et V(ab)eR*
025/ [ ][ Jle] Résoudre dans F I'équation (M-D(M—-])=6 d’inconnue MEeF.

’_(D
a1
o

’-O ’-O
a1 N
o o

’_(D
\‘
a1

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

[ L[] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ¥).
L] on pose : P(z)=z0-122* +3622-81 ; VzeC

0,25/ [ |[2][@] Déterminer les nombres a et B tels que

(VzeC ; P@)=E*-9CE*+az?+p)

050 [_][ ][b] Résoudre dans € I'équation (E) : P(z)=0

050| [ ][ ][e] Vérifier que les solutions de (E) sont les nombres complexes z;, :

kn ~ (km
z, = 3 cos (?) + isin (?)

ke{0; 1;2;3;4; 5}

()2 ] On pose : w=2i(z —2cos(L)) ; Vke{0;1;2;3;4;5)

0,50/ [ ][ ][] Montrer que les nombres u, sont des termes successifs d'une suite
géométrique puis calculer la somme  (u; + uy + us + uy + us).

025/ |[3][ ] Montrer que : VOeR ; VzeC : (z—e?)(z—e®)=2%2—-2zcos0+1
2 4r

[ ][4l ] Montrer que : z°—1=(z—-1) (22 — 2z cos (g) + 1) (22 — 27cos (?> + 1)
| _|i8][a] Résoudre dans C I'équation z°—1=0.
[ ][ I[p] En déduire les valeurs de cos (2?”) et cos (4?”)

’-o ’-o
(8) (8)
o o

’_O
(8}
o
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’p’p
[Sa B (8]
o O

’_O
al
(=)

’_O
al
(=)

N N a1 N al N N
o1 o1 (=) a1 o U1 U1

’_O
a
o

B Exercice Numeéro 3 : (02,50 points)

[ )[x][ ] Soit : (mn)eN*xN* tel que mAn=1.

[ L J[a] Montrer que : (2m?+n?) £0][5].

[ ] _Jlb] En déduire que : (2m?+n?®)A5=1.

[ Jl2][ ] Soit I'équation : (E) : 2x34x—-5=0 ; xeR

[ ][ I[a] Montrer que (E) admet une unique solution aeR tel que 1<a <2

[ [ 1[B] On suppose que : a=% ; mAn=1 ; (mn)eN?

Vérifier que : (2m? +n?)m = 5n3 . Puis montrer que m = 5.

[ [ Jle] En déduire que a est irationnel.

B Exercice Numéro 4 : (03,50 points)

I L] Soit f lafonction numérique définie sur I'intervalle [0,+o[ par :

Inx
(Inx)2+Inx+1

flx) = Vx>0

f(0)=0

LI ] Soit () la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : |ill = |ljll = 2cm.

[ J[z][ ] Calculer la limite suivante : Jim f ()

[ ][2][ ] Montrer que la fonction f est continue & droite en zéro.

[ |3[@] Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite en zéro.

[ J[_[p] Puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

[_][4][ ] Etudier les variations de la fonction f.

| 1[8][ ] Ecrire I'équation de la tangente & la courbe (€) au point x, = 1.
[ ]le][ ] Construire la courbe (€) dans le repére (0,1,)).

[ 7]l ] Montrer que f est bijective de I = [1 ; e] vers | & déterminer.

e

[ /8] ] Montrer que ft: ] +— 1 est dérivable en 0 puis donner (f71)'(0).
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B Exercice Numéro 5 : (05,50 points)

X[ ][ ] On considére la fonction h définie sur l'intervalle [0, +o[ par
h(x) =x3 +4x*+6x—1

’_O
al
(=)

[ z][ ] Calculer :  h(0) ; h(%) ;o k(D) xlirfwh(x)

[ J2] ] Calculer h'(x) ; vx=0, puis dresser le tableau de variations de h.

’_O
al
(=)

’_O
N
a1

[ I3][_] Montrer que : 3!&6]0;%[C[0,+00[ ; h(@)=0

’_(D
a1
o

[ ]l4] ] Déterminer le signe de h(x) sur chacun des intervalles [0, a[ et ]a, +oo[

@[ [ | On considére la fonction g définie sur l'intervalle [0, +oo[ par

1

g(x)=x2+4x+6

025 [ |[z][@] Encadrer la quantité (x% + 4x + 6) pour xe [0; %] .

Ly 1 1

0,50/ [ ][ |[b] En déduire que : Vxe [0; E] ; 0<gx) < >
1 5
0,25/ |[2][ ] Montfrer que : vxe [0; 5] ;g o] < I

[ [3][ ] On considére maintenant la suite numérique définie par

{unﬂ =g(u,) ; VneN

u0=0

’_O
(8]
o

1
[ @] Montfrer que : vneN : une[O;—]

[l ]lb] Montrer que : g(@) =a .

’_(D
al
o

’_O
(8)
o

Loy 5
[ L ]le] En déduire que : (vneN) ; |uyyq —«al S—6|un—a|

’_C)
N
a1

[ [ ]ld] En déduire que (u,),.y €st convergente puis donner sa limite.

[ [ ][e] Montrer que : uy<a<u .

050| [ ][ _I[f] Montrer par récurrence que : (VneN) ; Uy, < a < uy,iq

’_C)
al
o
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. Mardi 78 Mal 2027 PE- )

Epreuve de Maths Examen National du
Filiéres : SMA - SMB BACCALAUREAT

- - - S ‘\-u'\‘ ,1. - - -
——coeffICIent = 9 /%lnl:u’n de U'Sducation Nationale seSSIon Pr"“CI;ale
- - la lle 2
Durée : 4 heures o Fammacon profesionme 7°™ Blanc 2021
Professear Bady Eddine El Fatihi & de la Recherche scunaélque

B Exercice Numéro 1 : (03,00 points)

[ ][ [ ] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1gx=1.
0 0 O 1 0 0
(M5(R), +,x) est un anneau unitaire : 6=(0 0 0| ; I=(0 1 0
0 0 O 0 0 1

(M5(R), +,-) est un R-espace vectoriel.

1
L] On pose Vx,ye]R\{E} D o xxy=x+y-—xy

1
[ [z][ ] Montrer que * est une loi de composition interne dans R\{E}

’p’p
a1 N
o o1

[ J[2][ ] Montrer que la loi * est commutative et associative.

1
[ 3] ] Montrer que (R\{Z}‘*> est un groupe commutatif.

’_O
a1
o

1 1
025 [ ][4][ ] Montrer que VerR{\{E} , VneN\{0,1} : x=xx=* ---*x=§(1—(1—2x)”)

1—x 0 . nfoisllex
@[ | ] Soit A={M(x)=< 0 1 0 ) ; xe]R\{E}]
X 0 1—x

025 [ |[x][ ] Montrer que A est une partie stable de (M;(R),x).
[ ][2][ ] On considére I'application définie ainsi

f ) - o
x — M(x)

’p
al
o

[ J[_J[a] Montrer que I'application f est un isomorphisme.
[ ] _lb] En déduire la structure algébrique de I'ensemble (A,x)

’p
N
1

050/ [ ][ ]le] Soient : neN* et B= M(_?l) Montrer les égalités suivantes

1-—-2" 1 1
n _— . ny—1 — -
B _M( 2 ) ’ (B") _M(z 2n+1)
B Exercice Numéro 2 : (03,00 points)

[ L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, 3).
[ J[z][@] Vérifier que 1; j; j? sont des solutions de z3=1 ; avec j= 5
[ ][ 1[b] Calculer la quantité (1 —)A +j+,2).

[ [ Jle] En déduire que : 1+j+j%2=0.

025 [ | |d] Vérifier que : e3 +j2=0.

’p’p
NN
o1 Ol

’p
N
a1
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’p’p
a1 |
o O

NN N
o1 o O

’_O
a1
o

[ |[2][ ]Soient les points 2 a2 distincts suivants : A(a) ; B(b) ; C(c) ; R(1)

c—a in

b — a) =es

[l I[bMontrer que : ABC est équilatéral direct < a+bj+cj>=0

[_I3][@lPour quelles valeurs de z # 1, les points M(z) ; M (2) sont-ils distincts ?

[ 1 |[b/On suppose que M = M’, Montrer que I'ensemble A des points M(z)
tels que RMM' soit un triangle équilatéral direct est une droite privé
d'un point gqu'on déterminera.

[ _J[@a]Montrer que : ABC est équilatéral direct < (

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ ][ 1[ ]JPour tout entier naturel n non nul, on appelle S(n) le nombre égal
a la somme des diviseurs positifs de n.

[ [zl Ivérifier que S(6) =12 et calculer S(7).

[ |2][@aMontrer que @ vn=2 : S)=n+1.

[ Ilb]Pour quelles valeurs de n on ait : S =14+n ?

[ 3] ]On suppose dans cette question que : n=pq ; (.q)eP? ; p#*q
[ [aMontrer que : sS(m) =1 +p)(1+q).

[ [ I[B]JONn considére la proposition : V(m#n)eN2 : S(mxn)=S(m) xSn)
[ [ ICette proposition est-elle vraie ou fausse ? justifier.

[ _ll4][ ]On suppose dans cette question que : n=p* ; peP ; keN

[ [alQuels sont les diviseurs de I'entier naturel n ?

_ nk+1
[ I[bIEn déduire que : s(n) = 1—p
-p

[ 18] ]On suppose dans cette question que : n=p2xq’ ; (p #q) e P?

[ ][ ][a]Soit m un entier naturel, Montrer I'équivalence suivante
0<s<13

.. 2 S t
& ; m=p° X
m divise n (s, t)eN” pPXq et |g<ip<7

, e 1-p"*\ (1-¢°
[ ][ I[b]Démontrer ainsi I'identité suivante : S(n) = 5 X -

B Exercice Numéro 4 : (11,00 points)

X[ ISoit f lafonction numérique définie sur R par :

Arct
X
f(0)=1
[ [ JSoit (€) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : il = |ljll = 2cm.

[ [2][ IMontrer que f est une fonction paire et confinue sur R.
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x3 x3  x°

075/ Jiz][@] Montrer que : vx>0 : X == < Arctan(x) < x—?+?

025/ ][ I[b] En déduire que la fonction f est dérivable en 0 et £ (0) = 0.

050 [ | Jle] Calculer f'(x) ; VxeR".

’_O
\‘
1

[ I[3][@] En utilisant une intégration par parties, montrer qu'on ait
Yoot o2 -1
: 2 f
Vx>0 : fo(1+t2) dt fo(x)
025/ ][ |lb] En déduire les variations de la fonction f.
0.50| [ ][4][ ] Construire la courbe (€) dans le repére (0,1,)).
EE[ ][ ] Soit F lafonction numérique définie sur R par :

F ) =§jxf(t)dt . VxeR
0

F(0)=1

050 [_][x][ ] Montrer que la fonction F est paire et continue sur R.
[ ]J[2][ ] Montrer que : (VxeR) : f(x) <F(x)<1.

[ I3][ ] Montrer que : (vxeR") : F(x) =%<f(x) —F(x)>

’_O
al
(=)

’_O
\‘
1

050/ [ |[4][@] Montrer que la fonction F est dérivable en 0, puis calculer F'(0).
0.25([ ][ ][] Donner les variations de la fonction F.
075/ [ ][ I[e] Montrer que : Vvxell, +oof : 0<%f1xf(t)dtgz(ln7x>
025/ [ Jld] En déduire la valeur de la limite suivante : xl_l)mooF(x)
@k || ] On considére la suite numérique (u,) définie ainsi
Uyy1 = F(u,) ; VneN
{ Uy, =1
050| [ J[Z][a@] Vérifier que : (vteRY) ; 0< ‘ g%
075/ | I[b] Montrer que : vx>0 ; |F ()| S%( (X))

’_C)
al
(=)

2
[ [ Jle] Montrer que : vx>0 ; 1<1 f(x)) x2f< ‘ >dt
0

1+ t2

’_O
N
o1

[ L id] Puis en déduire que : vx>0 : |F )| SZ'
[ |[2][ | Montrer que : 3t ae]0l1] ; Fla)=a.
[ I3l[a] Montrer que : (vneN) : |u,.4 —al < %Iun —al .

050 [ ][ I[b] En déduire que la suite (u,) est convergente et donner sa limite.

’_O
\‘
o1

’-C)
~
a1
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Epreuve de Maths Examen National du
Filieres : SMA - SMB , BACCALAUREAT
coeffICIent = 9 /mnl:a’u de l'é:;:aaon /\’aaonale seSSion Prir‘Ci;ale
Durée : 4 heures De o Faimmaton profecionneli 8°™¢ Blanc 2021
Professear Bady Eddine El Fatihi & de la Recherche scunaélque
B Exercice Numéro 1 : (03,50 points)
[ [ ][] Rappel : (C,+,x) est un corps commutatif : 0,=0 ; 1c=1.

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) C = (1 0)

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

[ L] Soient : E= {M(a, b) = (Z —Zb) . (ab)e RZ} et = (0 —2)

[ J[z][ ] Montrer que (E,+,) est un espace vectoriel réel.
[ 2] ] Montrer que (1,]) est une base de I'espace E.
[ I3l[@] Calculer J? puis déterminer J* en fonction de ne N*.

a1 a1 a1 a1
o o o o

[ [ I[b] Déterminer les coordonnées de la matrice A=1+]+ >4 -+ ™
En fonction de n dans la base (I,)).
[ ][4][ ] On considére I'application définie ainsi
p + (Ex) — (Cx)
M(a,b) — a+ibV2

’_O
a1
o

[ J[™a] Montrer que ¢ est un isomorphisme de (E,x) vers (C,x).

’p
al
o

[ ][ ][] Montrer que (E,+,x) est un corps commutatif.
[ [ Jle] Résoudre dans E I'équation : (M(a,b))3 =—V2-1+]

’_O
a1
o

B Exercice Numéro 2 : (05,50 points)

L0 ] Soit f, I'opplication définie ainsi : £, : C\{a} — C\{a}
z —  fo(2) =

az

Z—
075 [ J[Z][ ] Montrer I'équivalence : f,(2)eiR & |z|2- Re(a) = |a|? - Re(2)
[ J[2][ ] Soient : r=|z—«a et arg(z—a)=0[2n] ; VzeC\la}
075/ [_I[_J[@] Calculer |f,(z) —a| en fonction de r et |a].

075/ [ ][ ][] Calculer arg(f,(z) —a) en fonction de 6 et arga.

[ [3][ ] On prend dans cette question a=-1+i ,et on considére dans
le plan complexe (P) les ensembles de points définis ainsi

‘Dz{M(z) ; arg(fa(z)—a>z¥[2n]}
F={M@ ; I|f(2)-al=2} %={M(z> ; fa<Z)6i1R}
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075/ [ ][ J[@] Déterminer chacun des ensembles F et 3 .
050[[ ][ I[b] Montrer que D est une demi-droite d'exirémité A(a) privée du
point A, dont on déterminera une équation cartésienne.

[ I Jle] Soit : B(zy) e DNF ; avec z,eC\{a}.

Ecrire f,(z,) sous forme algébrique puis déterminer z, .

’VO
~
a1

025/ [ ][ ]ld] Représenter graphiquement les ensembles : D ; F ; H.
[ ][4 ] On considére I'application ¢ définie ainsi

Q P — P
Mz — M(E) ; z=(-1+Dz+3i—-1

’p
a1
o

[ J[a] Montrer que ¢ est la composée d'une homothétie et d'une
rofation toutes les deux a déterminer.

050/ [_I[_I[b] Déterminer les ensembles : @(D) ; @(F).

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ J[x][ ] Soit a un entier naturel tel que a=1[10].

050 [ ][ J[a] Montrer que : (a®+a®+a’+a®+a°+a*+a®>+a’*+a+1)=0[10]

[ [ I[B] En déduire que : a'®=1[100].

[ |2][@] Déterminer les restes possibles de la division d'un certain b*eN par 10
[ ][ I[B] En déduire I'équivalence suivante : bAl0=1 <  b*=1[10]

[ I3)[@] Montrer que : (vVbeN) ; bAal0=1 = b* =1[100].

050 [ ][ _|[b] Déterminer les chiffres des unités et des dizaines du nombre 6742

a1 a1 a1 a1
(=) (=) (=) (=)

B Exercice Numéro 4 : (04,50 points)

[ ] Soit h lafonction numérique définie sur 'intervalle 10,4+ par :

1
h(x) = i 2 Arctan(x)

L[] Soit (€) la courbe représentative de la fonction h dans un repére
orthonormé (0,1,j) avec : il = |ljll = 1cm.

’p
al
o

[ J[z][@a] Montrer que I'équation h(x) =0 admet une solution unique a > 0.

3
[ [ I[B] Montrer que : g <a<l1

[ ][ Jle] Etudier le signe de h(x) sur ]0,+ool.
[ |2][ ] On considére la fonction f définie sur Rt par :  f(x) =
0,50/ [_][_J[@] Etudier les variations de la fonction f sur [0, +oo[ .

’p
N
a1

’p
al
o

Arctan(x)
1+ x2
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1
0,50 Mont : - -
[ [ I[p] Montrer que f(a) YD)
o 3V3
050([ ][ J[e] En déduire que : (vx=0) ; 0<f(x) <5
050|[ ][3][ ] En utilisant I'inégalité des accroissements finis, Montrer que
3v3
V(x>xp) e RRxRY ; (Arctan x)? — (Arctan x)? < T\/—(x — Xy)

[ Jl4l[ ] On considére la suite (u,(x))nen définie par :

x>0
n

vneN :  u,(x) = Z (Arctan (%))2

p=0
050 [ ][ ][] Montrer que la suite (u,(x)) est majorée par 3Tx
[ I8Sl[ ] On pose : vx=0 : C(x)=lim(u,(x))

’_(D
a1
o

34/3 1
[ J[@a] Montrer que : Vv (x,x5) e R* x Rt : |u,(x) —u, (xo)| < T\/_Ix — x| zz—p
p=0

[ 1 llb] En déduire que la fonction C est continue sur R*.

’_(D
N
1

B Exercice Numéro 5 : (03,50 points)
L ][] On considére la suite numérique (u,) définie par :

(u,)?

kuozae]o;%[

1
025/ [ |[x][@] Montrer que : (vneN) : 0<u, <3
050([ [ I[b] Montrer que la suite (u,),.y est décroissante.
050[[ ][ Ile] En déduire que la suite (u,) est convergente et que : lim(u,) =0

[ Jiz][ ] Soit (S,) la suite définie par : S, =Z(—1)" Uy

k=0
050 [ ][ J[@] On considére les sous-suites : vneN : wv,=S,, et w, =Sy,
0.25|[ ][ ][b] Montrer que les suites numériques (v,) et (w,) sont adjacentes.

’_C)
al
o

2
[ I lle] Montrer que : (vneN) : Upi1 S;un P
= k

2
[ Jid] En déduire que : vneN ; |S,—v,|<a Z (—)

’_O
(8}
(=)

k=n+1 7
0.50[_][_]le] En déduire que : lim(S,) =lim(v,) = lim(w,) = £ € R
On pourrait remarquer que . IS, — 2| <|S,, —v,| + |v, — |

Propositions de correction - 2021 Blanc 08 - 2BAC-SM - Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2021 - La page 217



* % *

Epreuve de Maths

Rm’ame u Maroc
Samedi 22 Mai 2027 »

Examen National du

Filiéres : SMA - SMB 2 BACCALAUREAT
Coefficient : 9 Ministére aet’éauman Nationale %ses‘?’ion Principale
Durée : 4 heures De o Faimacon probesioneli 9°me Blanc 2021

Professear Bady Eddine El Fatihi & )¢ la ﬂda,“‘e “unaéiq“

’-O ’-O
NN
a1 o1

’_(D
N
a1

’_O
N
a1

NN N
[S2 NN (2 NS

’_(D
N
a1

N NN
a1 o1 o1

’_C)
al
o

B Exercice Numéro 1 : (04,50 points)
(1] ][ ] Rappel : (R, +,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1zx=1.
o, _ (0 0y  ,_(1 0
(M3 (R), +,x) est un anneau uancure'. 0 = (0 0) ; 1= (0 1)
(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

[ J[z][ ] On considére les matrices : A= (; i) et J= (1 1)

[ ][ J[@] Déterminer le couple (a,b) € R?* pour lequel on ait : A=a-J+b-I
[ ][ 1[b] Calculer J* en fonction de J.

[ ][e] Montrer que : VvneN : A" = (—2)"1+%<4n - (—2)”>]

[ [ ]ld] Donner [I'expression explicite de A™ sous forme d'une matrice
carrée d'ordre 2.

[ [ ][e] Montrer que A est inversible et donner A™1.
[ [2][ ] On note (v,) et (w,) les deux suites numériques définies par
{vnﬂ =v,+w, ; VneN {Wnﬂ =3v,+w, ; VneN
Vg = 3 Wy = 3
1%
[ J[@] Montrer que : (vneN) : X,=A"xX, ; avec X, = (WZ)

[ ][ _][b] En déduire I'expression de X, en fonction de n.
[ I lle] Calculer les valeurs de v, et w, en fonction de n.

@[ ][ ] Soit la matrice D = ( 2 )

-2 -1
[ 2] ] Résoudre dans M,(R) la matrice d'inconnue M suivante
(E): DXxM=MXxD
[ J[z][@] Soit § I'ensemble des solutions de I'équation (E), Montrer que :
(VMeS),(3 (a,f)eR?) : M=aD+pI
[ J[_][b] Etablir que (S,+,) est un R —espace vectoriel et déterminer sa dim

[ I[3][@] Montrer que S est stable dans (M,(R),x).
[ [_I[B] Montrer que (S,+,) est un corps commutatif.
[ ][ ][e] Résoudre dans S I'équation d'inconnue M suivante : M3 =M.
[ )4 ]Soit : D=DxDx --xD ; VneN et DO=]
n fois le D
[ ][ ][@] Calculer D™ en fonction de n.

[ ][ I[b] Déterminer (D + 1™ en fonction de n. (pensez au bindme de Newton)
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~ |01 |01
[S 2 (=1 (=)

’p’p
Q1 |0
o 1O

’-o ’p
N |01
o1 O

NN N (O]
o1 o1 [ 20 (=]

’p
N
a1

’p ’-o
a1 N
(=%

’_O
N
U1

B Exercice Numéro 2 : (03,50 points)

[ [ [ ] Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé direct (0,4, ¥).
4
L] On pose : f(z)=z+; ; VzeC

[ [z][ ] Déterminer z, ; z, les solutions de I'équation (E) : f(z)=-2.
[ J[z][a] Ecrire z, et 2z, sous forme trigonométrique avec Im(z,) > Tm(z,)
[ llb] Montrer que : z#016 4 72016 = 22017

[ 3] ] Soient les points :  A(a) ; B(z) ; C(z,) ; aeR*t.

[ [ ][a] Déterminer la valeur de a pour laquelle ABC soit équilatéral.

[ ][b] Montrer que : VvzeC : f(2)=f(z) < (z—2)(zz—4)=0
[ [ Jle] En déduire (I) I'ensemble des points M(z) pour lesquels f(z)eR.
[ id] Vérifier que les points A ; B ; C appartiennent & (I).

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ |[z][@a] Démontrer que : (vneN) : (23" —1) est un multiple de 7

[ [ I[b] En déduire que : (23"*1-2) est un multiple de 7.

[ [ lle] Et Montrer que : (23"*2 —4) est un multiple de 7 aussi.

| ]2][ ] Déterminer les restes de la division des puissances de 2 par 7.

[ I3][ ] Soit le nombre : A4, =2P+2% +2% ; VpeN.

] [@al Si p=3n., quel est le reste de la division euclidienne de 4, par7 ?

|| _lb] Prouver I'implication suivante : p=3n+1 = 7/p.

[ ][ Ile] Etudier le cas oU p=3n+2.

[ ][4l ] On considére les nombres aetb écrits dans le systéme décimal par :
a = 1001001000,y et b= 1000100010000,

[ ][ [a] Vérifier que ces deux nombres sont de la forme A4, .

[ _llb] Les nombres a et b sont-ils divisibles par 7 ? Justifier.

B Exercice Numéro 4 : (03,50 points)

[ J[x][ ] Soit f lafonction numérique définie sur l'intervalle I = [O; %] par :

2
F = /T

[ ] Soit (6) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : il = |ljll = 2cm.

[ J[@a] Montrer que : (vxel) ; f(x)= —cosx i
V2(1 + sinx)2

[ ][ _|lb] Montrer que : 3t iel ; f)=21.
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, V2
050( [ |[ Jle] Montrer que : (vxel) ; |f (x| <=

a1 (01 (O1 N
o o 1O U1

’_O
al
(=)

’p ’-O
a1 N
[ (S)]

NN NN
(SN (%! a1 O

’_(D
al
o

’_(D
al
o

(on N N (on N
o ol 8} o (8}

[ J2] ] On considére la suite numérique (u,) définie par :
Up41 = f(un) ) vneN
Uy = 0

[ J[@l Vérifier que : f(Hcl.

[ ][ ][] Montrer que : (vneN) ; wu,e€l.

[ [ ]le] Montrer que : (¥neN) : |u,,; —A| < glun - 1.
[ [ ]ild] Déterminer la limite suivante : lrilgl(un)

B Exercice Numéro 5 : (05,50 points)

L] Soit £, lafonction numérique définie sur Iintervalle 10,4+ par :

fix)=x—mlnx ; neN*
[ J[z][@] Calculer les limites suivantes : lim fo(x) 5 lim £, (x)

[ ][ I[b] Etudier les variations de la fonction f, .

[ ][ Jle] En déduire que pour tout entfier n >3, I'équation f,(x) =0 admet
exactement deux solutions u, et v, et que 0<u,<n<vy,.

[ llz][a] Montrer que : (Vn>=3) : 1<u,<e.
] b] Montrer que : (vn=3) : f,(u,41) =In(u, ) .
[ ]le] Montrer que la suite (u,),s; est strictement décroissante.

[ ][ ]id] En déduire que la suite (u,),s; est convergente.

[ I lle] En encadrant In(u,), Déterminer la limite suivante : lim (u,,)

<ln(un)

u, —1

[ I f] Démontrer les limites suivantes : lim

>=1 ; limn(u, —1) =1
noo noo

[ _|3][a] Déterminer la limite suivante : 17111;’1(17,1)

[ [ |[p] Calculer f,(nlnn) puis en déduire que : (Vn=3) : nln(n) <v,.
[ [ Jle] Montrer que : (Vx>0) : x>2Inx.

[ [ ]d] Déterminer le signe de la quantité f,(2nIn(n)).

[ [ |le] Montrer que : (Yn=3) ; nln(n) <wv, <2nln(n).

[ I[f] Montrer que : lim( Vn ): 1

no \nlnn
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Durée : 4 heures De o Fatmmaton prebesionneli 10°™ Blanc 2021

Professear Badp Eddine El Fatihl & de la Recherche .uu,,am

’-o ’-o
a1 a1
o o

B Exercice Numéro 1 : (01,50 points)

[ [ 1[ ] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0O

I
(@]
—_

=

I
—_

(M, (R), +,x) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) L= (1 0)

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

[ 1] On munit R d'une loi de composition interne * comme suit :
V(x,y)e]Rz : x*y:x‘/y2+1+y/x2+1
X __ e—x

[ ][] On considére I'application s définie sur R ainsi : s(x) =eT

[ [Z][ ] Montrer que s est un isomorphisme de (R,+) vers (R).

[ [2][ ] En déduire la structure de (Rx*) en déterminant son élément
neutre et le symétrique de tout élément dans (R,*).
[ 3] ] On pose : VxeR ; vn=2 : x®W=xsxxx--xx, calculer x®.

B Exercice Numéro 2 : (01,00 points)

[ ] On considére le sous-ensemble E de M,(R) défini par :

E={(Ccl Z)EMZ(IR) ; a+d=b+c}

[ &)l ] Montrer que E est un sous-espace vectoriel de (M,(R),+,) .
[ ][2][ ] Donner une base et la dimension de I'espace vectoriel E.

B Exercice Numéro 3 : (04,00 points)

L] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, v).
[ )] On considére les nombres complexes z, définis pour tout ne N par:

3 V3
zo=1 et Zpi1 = Z-l—lT Z, ; VneN

L] On note  z, =aff(4,) dans le repére (0,4,7) .
[ J[x][@] Ecrire sous forme exponentielle les nombres z; & z .
[ ][ 1[b] Placer les points 4, & 4, dans le repére (0,4, D).

[ 2] ] On pose : VneN : d,=|z,41 — 2z, .
3 V3

et Zn42 —Zp41 = <Z + lT) (Zn+1 - Zn)

Propositions de correction — 2021 Blanc 10 - 2BAC-SM - Professeur Badr Eddine ELFATIHI - +212660344136 - Ouarzazate 2021 - La page 221




* % K
Examen National du BACCALAUREAT - Session Blanche 2021

’_O
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g1 |
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’_O
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’p’p
a1 |0
o O

’p
a
o

a1l N O N
o o1 O ol

[ J[@] En déduire une relation reliant d,.; et d, ; VneN puis exprimer
d, en fonction de n et d,.

[ ] _llb] Donner une interprétation géométrique de chacun des nombres d,,.
[ [ ]le] On pose : VneN : Ln=ZAkAk+1
k=0

Déterminer I'expression de L, en fonction de n puis calculer lim(L,)
noo

13 ] On pose : a, =arg(z,) [27] .
[ ][ _J[@] Etablir une relation entre a,,; et a, .

[ [ I[b] En déduire que : VneN : aqa,= (%) [27] .

[ [ I[e] Pour quelles valeurs de I'entier n les points 0; 4,; 4, sont alignés ?

B Exercice Numéro 4 : (04,00 points)

[T ][ ] On considére I'équation (E) : 25x—108y =1 ol x,y € Z.
[ )[x][ ] Vérifier que le couple (13,3) est une solution de I'équation (E).
[ J[2][ ] Résoudre dans Z? I'équation (E).
@[ [ ] Soient (x,a,c,g) des entiers naturels tels que : 25g —108c =1
[ [Z][ ] Démontrer que si x =a[7] et x =a[19], alors x = a[133]
[ l[2][@] Vérifier que : Vvxell;6] ; x6=1[7]. Avec ([1;6]=[1;6]nN)
[ [ 1[B] On suppose que a n'est pas un multiple de 7.
Démontrer que : a'%® =1][7].
[ I _Jle] En déduire que : (a*®) =al7].
[ ][ lld] On suppose que a est un multiple de 7.
Démontrer que : (a?*)9 =a[133].
[ [ ][le] On admet que pour tout entier naturel a : (a®®)9 = a [19]
Démontrer que : (a?*)9 =a[133].

B Exercice Numéro 5 : (03,50 points)

1]l [ ] Soit f lafonction numérique définie par : f(x) = |x|x—£1

[ L] Soit (€©) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0,1,7) avec : il = |ljll = 2cm.

[ I[z][ ] Déterminer D; le domaine de définition de f et les limites de f
aux bornes de son domaine de définition D .

[ l[2][ ] Montrer que f est prolongeable par continuité en 1.

[ I3]L] Etudier les variations de la fonction f sur Dy.

[ ][] ] Construire la courbe (€) dans le repére (0,1,7).

[ _I8][ ] Montrer qu’il existe un unique réel {’23 telque f(£) =+¢.
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@[ ][ ] On considére maintenant la suite (u,) définie par :
Upr = f(u,) ; VneN
Uy =4
050| [ J[x][ ] Montrer qu'il existe un réel qe]0,1[ tel que : (szz) cf ()] <q

[ 2] ] Montrer que : (vneN) : |u,.4 —%| <qlu, — 4.
[ I[3][ ] Déterminer la limite : lim(u,)

’-o ’-o
al al
(=) (=)

B Exercice Numéro 6 : (06,00 points)

T[] On considére la fonction numérique g définie par :

X
(x—1)?%2+1
[_J[2]] Déterminer D,, le domaine de définition de g.

) 2x —4
[_l2][ ] Montrer que : (vxeD,) : g )= e _xl)z e

[ 3] ] Dresser le tableau de variation de g en déterminant ses limites
aux bornes de son domaine de définition D, .

g(x) = Arctan (x i 1)

’_O
~
a1

’_O
~
a1

’p
-
ol

075/ [ |[4][ ] Montrer  qu'il  existe un unique réel a de lintervalle
11,2; 1,4[ tel que g(a)=0.

On donne : Arctan(2,5) =~ 1,19 et Arctan(5) = 1,37
075/ [ ][8][ ] En déduire le signe de g(x) sur D, .
@ | ] Soit f la fonction numérique définie sur R — {1} par :

f(x) = x Arctan (x i 1)

’_O
~
a1

[ J[®][] Calculer les limites suivantes : lim f(x) ; lim f(x); lim fCx) 5 lim f(x)

[ 2] ] Calculer f'(x) pour tout xeR-—{1}.
[ 3] ] Donner le tableau de variations de f sans calculer f(a).

FF
~ [N
o o
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Durée : 4 heures De o Fatmmacon prebesionneli 11°m Blanc 2021

Professeur Badp Eddine El Fatihl & de la Recherche ,mnaélq‘w
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B Exercice Numéro 1 : (05,00 points)
[l ][] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : 0g=0 ; 1g=1.

(M, (R), +,X) est un anneau unitaire : 6 = (8 8) D= ((1) (1))

(M, (R), +,-) est un R-espace vectoriel.

Soit E={M@xy)=xI+y] ; 1=((1) (1)) F1=(

[ [x] ] Montrer que (E,+) est un groupe commutatif.

[ |[2][@a] Montrer que E est une partie stable dans (M;(R),x).

[ 1_Ib] Montrer que (E,+,x) est un anneau commutatif non intégre.

[ |[3][@] Déterminer I'ensemble des éléments de E qui admettent un

inverse dans (M, (R),X) .
[ [ I[b] Montrer que (E,x) est un groupe commutatif.

[ ]l4] ] On définit sur 6 =R*xR la loi de composition interne suivant :
V(a,b),(x,y)eG : (ab) T (x,y) =(ax ; ay + bx)
][] Et on considére I'application ¢ définie ainsi :
p  (Fx) — (GD
M(x,y) — (x,y)
[ I[™] Montrer que I'application ¢ est un isomorphisme.
[ 1[b] Quelle est la structure algébrique de I'ensemble (G,T) ?
[ [ ][c] Déterminer le symétrique de chaque élément (x,y) dans (G,1).
[ 18] ] On pose : M:(g i) ;i () eR* XR.

[ [ ][a] Calculer les matrices M? et M3 .
[ [ ]lB] En utilisant un raisonnement par récurrence, frouver une expression
de M™ pour tout n > 2.

[ [ Jle] Déterminer (o, y)" =G, T, TT(xy) ; vn=2 ; V(x,y)eG.
B Exercice Numéro 2 : (04,00 points)

1]l I ] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, ¥).
[ L[] Soient : A(a) ; B(b) ; C(c) avec a=—-2i ; b=—1+iV3; c=~3+i
[ Jz][@] Vérifier que le point 0 est le cenfre du cercle circonscrit de ABC
[ ][ ]b] Soit G le centre de gravité de ABC, Déterminer g = aff(G).

[ 2] ] Soit H(h) un point du plan ; avec h= (\/§— 1)(1 +10)

0 0

0 o) @yer?)
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c—b c—a
[l I[@] Calculer : arg (h— a) et arg(h_b)

[ ][ 1[b] En déduire que H est I'orthocentre du triangle ABC
( orthocentre = intersection des hauteurs )

[ [3][ ] Montrer que les points 0;G;H sont alignés.
M |[ ] On considére dans C I'équations suivante :
(E) : 1+i2*AQ—itana)=(1—-iz)*(1+itana) ; ael= _7”%[
[ J[z][a] Soit z, une solution de (E). Montrer que |1+ iz| = |1 —izl.
[ ] _llb] En déduire que z, est un nombre réel.
| |[2][@] Donner la forme trigonométrique du nombre complexe (izzz Z)

[ ][ 1B Soit z un nombre complexe. On pose z=tang ; @el.
Montrer que I'équation (E) est équivalente a une équation (E')
d'inconnue ¢ puis résoudre (E") dans I'ensemble C.

[ Jle] Résoudre dans C I'équation (E) .

B Exercice Numéro 3 : (03,00 points)

[ |[z][a] Déterminer les restes possibles modulo 7 de x? avec xeZ.

[ J[_][b] Résoudre dans Z I'équation x2—4x+3=0][7].

[ Jz][a] Déterminer suivant les valeurs de neN le reste modulo 7 de 2.

[ _llb] Déterminer le reste modulo 7 de I'entier 107200,

[ [ Jle] Déterminer les entiers naturels n tels que (107" + 1072" + 1073") soit
divisible par I'entier 7.

[ 3] ] Soit a un entier naturel non divisible par I'entier 7.

[ ] J[™@] On désigne par k le plus petit entier naturel non nul tel que a* = 1[7]
Montrer que le reste r de la division euclidienne de 6 par k vérifie
I'égalité : a" =1][7].

[l I[b] Quelles sont les valeurs possibles de k .

[ )4l ] Soit : A, =2"4+3"4+4"4+5"+6" ; VneN
Montrer que : Ay, =6[7].

B Exercice Numéro 4 : (03,50 points)

T

L] Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle I:]Z ; i—: par :

1
fe) = 1 — sin(2x)

[ J[Z][ ] Montrer que f réalise une bijection de I sur J = E ,+oo[.
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(]2 ] On pose : g=f"1 et K=[12].

[ J[@] Montrer que I'équation g(x) =x admet une unique solution aeK.
[ _Ilm] Montrer que : g(K) € K.

3] ] Montrer que : Vv (x,t)eK? : |g(x)—g(t)l S%Ix—tl

[ ]l4][ ] On considére la suite numérique définie ainsi :

a1 al al
o (=) (=)

Upp1 = g(u,) ; VneN
Uy = 1
[ ][ J[@] Montrer que  (VneN) : u,eK .

[ (b Montrer que  (vneN) : |uy,4q —al < %|un —al .
[ el Montrer que : lim(u,) = «
noo

o1 (01 |1
(= (=1 (=)

B Exercice Numéro 5 : (04,50 points)

L] Soit (uy),en la suite numérique définie par

Upi1q =1+1+un ; VneN
Uy =1

050 [ 2]l ] Calculer les termes u, , u, et us.

025 [ ][2][ ] Montrer que : (vneN) : 1< U, g%

050/ [ I[3][ ] Montfrer que : (vneN*) : |uy4q —uy,l s% lu, — upy_q

[ ]l4][ ] On définie les suites (a,) et (B,) par : (VneN) : a, =u,, et B, = Uyy1q

’p
N
a1

[ ][ J[a] vérifier que : (vneN) : B, =1+

’_O
N
U1

[ [ I[b] Montrer que : (vneN) : a, <p,

[ [ lle] Montrer que la suite (a,) est croissante et (B,) est décroissante.

’_O
~
1

’p
al
o

[ lid] Montrer que (a,) et (B,) convergent et vers la méme limite.

’p
al
o

1
[][s][@l Montrer que : (vneN) : |uu4q — V2| < 2 lu, — V2|
[ ][ _]Ib] En déduire la limite de la suite (u,).

’p
al
o

0.50[ [ ][ ][€] Déterminer un entier naturel N & partir duquel on aurait :

(vn=N) ; |u,—V2| <1072
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B Exercice Numéro 1 : (02,50 points)

[ [ ][ ] Rappel : (R,+,x) est un corps commutatif : O0g=0 ; 1x=

1
(M, (R), +,X) est un anneau unitaire : 8 = (8 8) ;I = ((1) (1))

(M, (R), +,) est un R-espace vectoriel.

[ ][ ][] Soient E={M(a,b)=(z pab) ; (a,b)e]Rz} et ]=((1) g) , peR

[ )[x][ ] Vérifier que J?>=pl puis montrer que (E,+,x) est un anneau
commutatif unitaire.

[ ]i2][ ] On suppose que p<0 et on pose E*=E —{0}.
[ ][] On considere I'application ¢ de E* dans C* définie ainsi
o : (E"%x) — (C)X)
M(x,y) — x+iy/—-p
[ [ J[@] Montrer que ¢ est un isomorphisme de (E*,x) vers (C*,x).

[ 1] Quelle est la structure algébrique de I'ensemble (E*x) ?

[ [ ][e] Développer (1/—p+i)2 puis en déduire les solutions dans I'ensemble
E* de I'équation suivante : X2 =(—p—1)I +2J

B Exercice Numéro 2 : (02,00 points)

[ ][] On pose : Ax)=xe* ; Bx)=e* ; Cx)=e™* ; xeR
L[] Soit F= { flx) = (aA(x) + BB (x) +yC(x)) e FIRR) ; (apB,y) 6R3}
[ _J[z][@a] Montrer que (F,+,) est un espace vectoriel réel.

[ ][] Montrer que (4,B,C) est une base de F.

[ ]2l ] Soit feF et soit f' sa fonction dérivée.

Montrer que f'eF puis déterminer les coordonnées de f' dans
la base (4,B,C).

[ 3] ] Soit f=aA+BB+yC un élément de F.

Montrer que si ay #0 alors (f,f,f ) est une base de F.
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B Exercice Numéro 3 : (03,50 points)
[ 1 [ ] Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,4, 7).
L] Soit (E) : z>+(4cosO —2)z> +(4—8cos8)z—8=0 ; zeC ; O¢€]0,n[

050 [ J[x][@] Résoudre I'équation (E) sachant gu'elle admet une solution réelle
indépendante de 4.

050 [ [ ][b] Ecrire les solutions de I'équation (E) sous forme exponentielle.
[ |[2][ ] Soient les points :  A(2) ; B(-2e?) ; c(-2¢€%).
050|[ [ _l[@] Déterminer une mesure de I'angle (ﬁ)

050|[ ][ |[b] Déterminer la valeur de 6 pour laquelle ABC soit un triangle
équilatéral direct.

050|[ ][ Jle] Déterminer z; et z; affixes des points E et F respectivement, milieux
des segments [AB] et [AC].

[ ]d] Montrer que (Z_EXZF_ZA) e R

Zr  Zp — Zy

’_O
a1
o

’_O
a1
o

[ [ Jle] Puis en déduire que les points 4 ; 0 ; E ; F sont cocycliques.

B Exercice Numéro 4 : (03,00 points)

(Il [ ] On considére I'équation (E) : 7x—6y =1 ; (x,y)eN?.

’p
N
1

[ _J[z][ ] Donner une solution particuliére de I'équation (E).
050|[ J[2] ] Résoudre dans N? ['équation (E).

M ][ ] On se propose de déterminer les couples (n,m)eN% vérifiant
la relation suivante @ (F) : 7"—=-3x2m=1

0.25([ J[x][ ] Montrer qu’ily a exactement deux couples de solutions pour m < 4.
[ J[2][ ] On suppose maintenant que : m >5.
0.25/[ ][ ][@] Montrer que si le couple (n,m) vérifie (F) alors 7" =1 [32].

050|[ [ b] En étudiant lesrestes de la division par 32 des puissances de 7,
Montrer que si le couple (n,m) vérifie la relation (F) alors n est
divisible par 4.

’_O
N
o1

[ [ lle] En déduire que si (n,m) vérifie la relation (F) alors 7" =1[5].

’p
al
o

[ ][ ][d] Pour m =5, existe-t-il des couples (n,m) d’entiers naturels non nuls
vérifiant la relation (F) ?

050 [ |[3][ ] Résoudre ainsi dans N?* |'équation (F).
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’_O
N
a1

’_O
N
a1

’_(D
a1
o

’_(D
\‘
a1

’p
~
a1

’-O ’p
~ |01
o1 1o

(8} al ~ ~ (on
o o ol gl o

’_O
\‘
a1

B Exercice Numéro 5 : (09,00 points)
[X][ ][ ] Soita un réel supérieur ou égald 1 et soit (x,) la suite définie par:
14+ (n+ D2

X1 ; VneN

Xo=aelR

[ ][] ] On suppose dans cette question que a=1. .

n+1

Montrer par récurrence que : (VneN") ; x, =
[ ][2][ ] On suppose maintenant que a > 1.

[ ][ I[al Montrer que la suite (x,) est décroissante et minorée.
[ ][ I[b] En déduire que (x,),.n €St convergente puis déterminer sa limite.
[ 3] ] On considére la fonction f, définie sur R* par :
X
fu () 1+ (n+ D2
1
[ ][ [a] Montrer que la fonction f, est croissante sur l'intervalle [0; —
1 n
[ Ilb] Montrer que : (VvneN*) ; 0<ux, S
1 1
[ [ lle] Montrer que : (VkeN*) ——=(k + Dx
Xke+1 Xk
1 1
[ Jid] Montrer que : (VvneN*) : ———<x, <
a1 n+1
n 1+x1

[ ][ J[e] Calculer la limite suivante : lim(nzx,)

IE[ ][ ] On considére la fonction numérique g, définie sur ]0,+o[ par :

nlnx
2

[ J[z][ ] Etudier les variations de la fonction g, .
[ ][2][al Montrer qu’il existe un unique réel a, >0 tel que g,(a,) =0.

[ Ib] Montrer que : (VneN*) ; 1<a,<e?.
g 2

[ ][ Jle] Vérifier que : (vneN*) : In(a,) = (2 — :”)

[ II3][a] Exprimer g,.,(a,) en fonction de a, et n.

gn(x)=(x—n+ ) ; neN”

[ ][ I[b] Puis en déduire que a,,; > a,.

[ l[4][ ] Montrer que la suite (a,),>; est convergente.

[ 18] ] Montrer que : limln(a,) = 2
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Le Premier Exercice
La Question: 1) a)

On calcule directement le discriminant de cette
équation a I'aide de la formule connue :

A= (5 + iV3)" — 4(4 + 4i3)
= 25+ 10iV3 + (iV3)" = 16 — 1613
=25+ 10ivV3 -3 —16 — 16iV3
=6—6iV3
D’oU le résultat suivant : A= 6 — 6iV3 = (1)

De I'autre coté, On développe (3 — iv3)
on trouve :

(3-iV3)' =9-6iV3—3=6-613
D’ou le résultat suivant :
(3—iV3) =6-6i\V3 = (2)
D'apres (1) et (2) on déduit que A= (3 — i\/§)2

Remarque : la question posée est une question
de vérification. C-a-d que le résultat est connu &
priori. Ef on vous demande de le redémontrer et
de le redécouvrir. Mais si on reformule la question
ainsi : écrire sous la forme d'un carré, alors 1a je
Vous propose le procédé suivant :

Premiérement : On doit écrire (6 — 6iv/3) sous sa
forme exponentielle ret

= 6—6i\/§=12<%—i73>
=12 (cos (—?n) + i sin (—?n))

Il est facile maintenant de trouver les racines
—im

carrées de 12e 3 .
Rappel : les racines n®™¢ du nombre complexe re'?

.(0+2km
sont les nombres complexes z, = ’{/Fe‘( ) )
k et n sont deux entiers naturels qui vérifient n > 2
et 0<k<n-1.

D'apres ce petit rappel, on déduit que les racines
carrées de 12e3 sont :

I r2x0xn

_%/— i<3 2 )_ -

zo=V12e =2v/3¢e76
=23 (cos(%n)+isin(_?n))
=2\/§(§—i%>
=3-iV3

_ _3—7T+2><1><n

L
Zl=2\/12€ =2V3e6

=23 (cos (%) + isin (%T))
=2V3 <%§ + %)

=-3+iV3

Finalement on écrit: A= (3 — i\/S_’)Z = (—3 + i\/§)2
La Question: 1) b)

a:(5+i\/§)—(3—i\/§)_

> =1+iV3
b:(5+i\/§);r(3—i\/§):4€R

La Question: 1) c)
(1-iV3)a = (1-iv3)(1+iV3)

=12—(i\/§)2
=1-(-3)=4=b

La Question : 2) a)

Soit R la rotation mentionnée dans cette question

R(O)=B, & (zp, —2z)= e%(zo —2y)
s (bi—a)=i(0—a)
& b =a(l—i)
e b =(1+V3)1-10)
e b =(1+V3)+i(vV3-1)
La Question : 2) b)

Notons par H la transformation du plan (P) qui
associe B 4 B;

<ZB_ZA>_ 4—1—1,\/§
zg, —24) 1+V3+iV3—i—1—iV3
_3-iV3 V3(¥3-1i)
T V3-i o (V3-i)

V3
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Zp — Z
<sz _Z':> =V3 = (z3—2z) =\/§(231 _ZA)
' = AB =3 4B,

Donc B est I'image de B; par I'homothétie H de
centre A et de rapport /3.

La Question : 2) c)

b (1-if3)a  1-iV3
b—a (1-iV3)a—a 1-iV3-1

1-iV3 1+1_
= = —1
—iV3 3
150 [+ () -3
—1| = —_— [ f—
V3 V3 3
b 1 2<\/§ 1> 2 in
=l+—i=—|—+3i|=—Feb
b—a V3 Vv3\2 2 V3

La Question : 2) d)

Soit (€) le cercle circonscrit au triangle 0AB et soit €
un point du cercle (€) difféerent de 0 et de B..

Ce(C) = 0,A,BetC sont circulaires

= ar (ZO_ZC)=ar (ZO_ZB)[n]
g = arg 74 — 75

(=9 e

- () =2

= arg(—— )+ = arg( b o) + rln]
- )=

= arg(a - C) = %[n]

Le Deuxieme Exercice

La Question: 1)

Rappel : ( Théoreme de Bezout )

aANb=1 & JuveZ; au+bv=1

Ona: 1436(1051) 4+ 2015(—749) = 1
Alors: 2015A 1436 =1

La Question : 2) a)

Soit x un entier relatif vérifiant x143° = 1436[2015]
= (3keZ) : x4 — 1436 = 2015k
= (3keZ) ; x'3° — 2015k = 1436

Soit d un diviseur commun des nombres x et 2015

= d/x et d/2015
= d/x"% et d/2015k

= d/(x'3° - 2015k)
= d/1436

La Question : 2) b)

Soit § =2015Ax
= §/2015 et &/x

= §/2015 et §/1436 ; selon2)a)

{5/(2015 X 749)
§/(1436 x 1051)

6=1; car1> -1
2015Ax =1

= §/(1436 x 1051 — 2015 X 749)
= §/1
oubien § =1
= {oubien 6 =-1
=
=

La Question: 3) a)

Rappel : ( Théoreme de Fermat )
La Forme générale :
peP = (VaeZ) : aP = alp]

La Forme réduite :

anp=1= a?~! = 1[p]
Pour commencer, il est fres facile de montrer que
5, 13 et 31 sont tous des nombres premiers. Et cela
a I'aide du critere connu par tout le monde (test
de primalité). Aussi, une simple calculette nous
assure les égalités suivantes :

1440 = 360 X 4

1440 =120 x 12

1440 = 30 x 48
xANa=1
Rappel: xAabc=1 & |[xAb=1
xANc=1

xA2015=1 o xA(5x13x31)=1

xAN5=1
S |xA13 =1
xA31=1
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Et voila | on dispose maintenant des armes
nécessaires pour appliquer le Théoreme de Fermat
sous sa forme réduite :

5P

5-1 —
xA5=1 = 7 = 13]
= x*=1[5]
— (x4)360 = 1360 [5]
= x!*0 =1[5]
13eP 13-1 —
xa13=1_ * . = 1[13]
= x“=1[13]
— (x12)120 = 1120 [13]
= x1*0 =1[13]
31elP 31-1 —
xA31=1 _ Y = 1[31]
= x>’ =1[31]
= 39" = 1*[31]
= x"0 =1[31]

La Question : 3) b)

a/n
Rappel: (b/n = ab/n
anb=1
x1440 = 1[5] 5/(x1440 _ 1)
x40 =1[13] = [13/(x™0 -1)
5A13 = 5A13=1

(5 x 13)/(x1*40 — 1)
65/(x144—0 _ 1)
x40 = 1[65]

U

x40 = 1[65]
x40 =1[31] =

65/(x1*40 — 1)
31/(x™40 — 1)

65A31=1 65A31=1
= (65x31)/(x0 -1)
= 2015/(x0 —1)
= x!*0 =1[2015]

La Question : 4)

x 139 = 1436[2015] - |x-x1439 = 1436x[2015]
x1440 = 1[2015] x 1440 = 1[2015]
‘x“‘“’ = 1436x[2015]
x 1440 = 1[2015]
{ 1436x = 1[2015] (1)
1436 x 1051 = 1[2015] (2)

=

U

-0 1436(x — 1051) = 0[2015]
2015/1436(x — 1051)
2015/(x —1051) ; Gauss

=
=
=
= x =1051[2015]

Remarque : On peut montrer que 2015A1436 =1
a I'aide du procédé de la décomposition en
produit de facteurs premiers de 2015 et de1436

2015=5%x13x31

Onas |"436 = 22 x 359

D'oU: (5x13x31)A(2%2%x359) =1

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

L'application ¢ est définie comme suit :
p: R+) — (ED)
x — M(kx-1)

Le but de cette question est de montrer la chose
suivante : o(x +y) =) Te(y)
Pour commencer, soient x et y deux nombres réels .

pX)Te(y)=Mx-1)TMy—-1)
=Mx-1+y—-1+1)
=Mkx+y—1)
=pkx+y)

D’'ou ¢ est un homomorphisme de groupes.

La Question: 1) b)

Premierement, On veut-bien montrer que ¢ est
une bijection. Il suffit de résoudre I'équation

@(x) =M(x —1) dans R et montrer qu’elle admet
une seule solution réelle .

Etant donnée M une matrice de E, alors par
définition de I'ensemble E on peut écrire M sous la

1—x X
forme M=M(x)=(_2x 1+ 2x

nombre réel. Donc ¢(x + 1) = M(x)

c-O-d: (VMeE)(3!xeR) : @(x+ 1) = M(x)

Et d'aprées la définition d’une application bijective
on conclut que ¢ est bien une bijection

Ainsi, I'image du groupe (R, +) par ¢ est le groupe
(E,T) (car @(R) = E )

) avec x estun

Rappel : Si f est un homomorphisme d'un groupe
(G,») vers un ensemble (F,T) . alors I'image du

groupe (G,*) par f estle groupe (f(G),T) .

Les propriétés caractéristiques du groupe (E,T)
seront déduites & partir de celles du groupe (R, +)
par le biais de I'application ¢ . Autrement-dit, il suffit
d'exploiter I'égalité ¢(R,+) = (E,T) .

Comme (R, +) est commutatif alors (E,T) I'est aussi.
Comme 0 est I'élément neutre de (R, +)

alors ¢(0) sera I'élément neutre pour (E,T) avec

_ . (2 -1
@(0) = MO -1) = M(~1) = (2 _1) Donc la
matrice (; :1) sera I'élément neutre pour (E,T) .

Badr Eddine El Fatihi - Ouarzazate - 00212660344136 - www.professeurbadr.blogspot.com - session normale 2015 - la page : 234



http://www.professeurbadr.blogspot.com/

Le symétrique d'un élément ¢(x) dans (E,T) est
I'élément ¢(—x) dans (E,T) (car -x est le symétrique
dexdansRetona: ¢(—x)=M(—x—1)

La Question : 2) a)

_(1—x x 1-y y )
M(x)XM(y)_(—Zx 1+2x)x(—2y 142y

:( 1-x)1-y)—2xy y(1 —x)+x(1+2y) )
—2x(1—y)—2y(1+2x) —2xy+ (1+2x)(1+2y)

_(1—x—y—xy x+y+xy )
S \—2x—2y—2xy 1+4+2x+2y+2xy

_(1—(x+y+xy) (x+y+xy) )
T\ 2(x+y+xy) 1+2(x+y)+xy

=Mx+y+xy)

La Question : 2) b)

E est un sous-ensemble de M, (R) puisque c'est
I'ensemble des matrices carrées, d’ordre 2 a
coefficients réels, qui s’écrivent sous la forme M(x)
définie dans I’énoncé. Soient M(x) et M(y) deux
éléments de E, Alors On a d'apres la question
precédente : M(x) X M(y) = M(x +y + xy)
comme x et y sont deux nombres réels

alors (x +y + xy) est aussi un nombre réel

doU: VM), M(y)eE : M(x)XxM(y)eE

Donc E est un sous-ensemble de M, (R) stable par
la multiplication matricielle x dans E.

x est commutative dans E car :

M(x) X M(y) = M(x +y + xy)
=M(y+x+ yx)
= M(y) x M(x)

La Question : 2) c)

Soient M(x) , M(y) et M(z) trois éléments de E.

M(x) x (M(y) XM(Z)) =Mx)XM(y+z+1)
=MQ2x+y+z+1+xy+xz) (*)

(M(x) xM(y))T(M(x) XM(Z))
=Mx+y+xy)TM(x + z + x2)
=Mx+y+xy+x+z+xz+1)
=MQ2x+y+z+1+xy+xz) (xx)

D'apres les résultats (x) et (xx) on tire :

M(x) x (M(y) x M(2))
= (M(x) x M(3)) T (M(x) x M(2))

Donc x est distributive a gauche parrapport a 1.
on vérifie aisément la distributivité a droite de x par
rapport a T pour conclure finalement que x est
distributive parrapport a 1.

Soit M(x) un élément de .

M) TM(=1) = M(x —1+1) = M(x)
M(=1)TM(x) = M(~=1+x + 1) = M(x)

Donc M(—1) est I'élément neutre du groupe (E,T)
pour la matrice unité I.

on a fout d’'abord I = ((1) (1)) = (—12_><00 1+ (2) x 0)

soit M(x) un éléementde Eona:
M(x) x M(0) =M(x + 0+ x0) = M(x)
M) X M(x) = M(0+ x + 0x) = M(x)
Donc M(0) = I est I'élément neutre de la
multiplication matricielle x dans E.

La Question: 3) a)

Soit x un nombre réel différent de —1,

M(x)xM(_—x)=M<x+ —x X >

1+ x 1+x 14+x
<x2+x—x—x2>
=M
1+ x
=M0) =1

La Question : 3) b)

Rappel : soit E un ensemble muni de deux lois de
compositions internes « et 7.

(E,*,T) est un corps Si et seulement si :
(E,x) est un groupe abélien (commutatif)
(E\{e},1) est un groupe
T est distributive par rapport & =

Avec e est I'élément neutre du groupe (E,*) .

Soient M(x) et M(y) deux €lements de E\{M(—1)}
Ona: M(x) x M(y) =M(x+y+xy)

x# -1 y(x+1)#0

y#-1 x#—1

Donc x+y(x+1)# -1

c-a-d: (x+y+xy)#—-1

D'ou: M(x+y+xy)e E\{M(-1)}

Comme { alors {

Donc x est une loi de composition interne dans
I'ensemble E\{M(-1)} .

Comme x est associative dans E alors elle |'est
aussidans E\{M(—1)}.comme I = M(0) est
I’élément neutre pour (E,x) et M(0) e E\{M(—1)}
alors I est aussi I'élément neutre pour x dans

E\{M(-1)}

Comme VxeR\{-1}; M(x)xM (%) =]
alors tout élément M(x) de E\{M(-1)} admet un

symétrique M(%) dans E\{M(-1)}
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Finalement : On a trouvé que x est une loi de

composition interne dans E\{M(—1)}, associative,

admet un élément neutre et qui vérifie la symétrie
des éléments de E\{M(—1)}
alors (E\{M(—1)}; x) estun groupe (1) .

Mais d'aprés les questions précédentes on a vu
que (E,T) est un groupe (2) . et aussi que x est
distributive par rapport a 1 (3). Donc on tire des
résultats (1), (2) et (3), aI'aide du rappel que
(E,1,x) est bien un corps qui est commutatif car la
loi x est commutative dans E.

Le Quatrieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

lim f(x) = lim x(1+(nx)?)=+oo

xX—+00 xX—+00

—+ 0o —+ 00

X
lim & = lim 1+ (Inx)? = +o

x—>+0 X X -+

Donc la courbe (€) admet une branche
parabolique suivant I'axe (0Y)

La Question : 1) 2) a)

. — . 2
xlgggff(x) = lergler(l + (Inx)*)
T 2
= xll)r(r)1+ x + x(Inx)
_ : 2
=0+ leI(I)lJr x(In x)

, 2 2
= lim (vx)"(2InVx)
= lim 4t%Int

t—0+
t=Vx
= lim (4t) (tInt) =0 = £(0)

t—0+

0 0
Alors la fonction f est bien continue a droite en 0 .
La Question : 1) 2) b)

2
tim £ — im 1+(1nx) = o0

x-0t X x—-0+

— 00

I'axe (0Y) est tangente a (€) au voisinage de 0 .

La Question: 1) 2) ¢)

f(x)=(Unx)?+2(nx)+1
=(nx+1)?>0; Vx>0

Alors la fonction f est purement croissante.

La Question : 1) 3) a)

f (%) = (Inx + 1)?

f" est dérivable sur ]0, +o[ comme étant un carré
d'une autre fonction aussi dérivable. La dérivée
seconde f"" est définie par:

f”(x)=2(lnx+1).%=w

Si x == Alors f"(x) =0
Si x>= Alors £ (x) >0

Si x <~ Alors " (x) <0
Alors (%f G)) est un point d’inflexion a (C) .

La Question : 1) 3) b)

f(x) —x =x(1+ (Inx)?) —x = x(Inx)?

signe(f(x) — x) = signe(x(In x)?)
= signe(x) ; car (Inx)?>>0

=)

= Vx20; f(x)—x=0
= Vxe[0,+o[; f(x)=>x

Alors :

La Question: 1) 3) ¢)

y ©

La Deuxiéme partie

La Question: 1) 1)

Soit (B,) la proposition définie comme suit :

(B) : is u, <1 . Examinons la véracité de (P,)
pour chaque n de N d I'aide du procédé de
récurrence. L'instance (P,) est validée car tout
simplement % < i <1.

Soit n dans N et on suppose que (B,) soit vraie.
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(P,) est vraie = e l'<u,<1
= fle™) < flu,) < f(D)

2
= ;Sf(un)<1; car f est 7

= 1<2< (u,) <1
5 <5 =f(m

1
= g < f(un) <1

1
= E < f(un) <1
= (P,41) est vraie

l'instance(P,) est vraie

Ainsi : {l'instance(Pn) implique (Pn11) ; VneN

Donc (B,) est toujours vraie
C-a-d : (VneN) ; %S u, <1

La Question : 1l) 2)

Vx>0): f(x) =>x
(pour x =uy) = f(u,) Zu,
car (VneN) ; u, = % >0

Donc (VneN) ; u,;q = u,

Et par définition de la croissance des suites on
conclut que (u,),.n €st une suite croissante.
Or, VneN ; u, <1 (majorée par 1)

Donc (u, ),y CONnverge vers une limite réelle [ .

La Question : I1) 3) a)

1
(VneN) ; ;S u, <1

<I1l<1 ; passage aux limites

La Question : 1) 3) b)

Upsq = f(u,) ; VneN
w):q 1

0=

e

f est une fonction continue et croissante,
soit | = lim,, (u,) ; Donc [ veérifie : [ = f().

I(1+(nD? =1
1+(nD?>=1;1+0
(InD? =0

Inl=0

=1

L S

La Troisiéme partie

La Question : 11I) 1) a)

Une condition suffisante pour qu'une fonction f
admette des primitives sur un intervalle est qu’elle
y soit continue. Il est évident que la fonction h est
bien continue sur I'intervalle ]0, +o[ comme étant
somme de deux fonctions trivialement continues
sur 10, 4+oo[ . il reste O démontrer que :

Vx€e]0,+oo[ ; H (x) = h(x)

, _ 2
Soitx>0; H (x) =sz+%(x7+2xlnx)

X
=7+§+xlnx

=xlnx

= h(x)

La Question : 111) 1) b)

Je propose une démarche a base d'une
intégration par parties.

Rappel : I'intégration par parties est la méthode &
travers laquelle on transforme I'intégrale d'un
produit de fonctions en d'autres intégrales dans le
but de simplifier le calcul :

b b
f u(x) v (x)dx = [u@x)v()]L - f u (%) - v(x) dx

fx t -(ne)?de = [u®v©lf - fxu(t)v'(t) dt
1 a1ty v 1

t2 Yoorx (e 1
N L 2| _ v 2
e

x%(Inx)? x
2 1

La Question : 1llI) 1) ¢)

Evaluons d’abord I'intégrale suivante : [" tint dt

jx(tlnt)dt = ij’(t) dt =[H()]}
1 1

=H(x)—H(1)
-1 1 1
— 2 = 21 -
4x +2x nx+4
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F(x)=j1f(t)dt

= fxt(l + (Int)?) dt
1
-(Int)?dt

X X
Z.I tdt*-f
N CIETO)
t t2 oox 2 1
_ _ 2 _ __. -
[2] [2 lnx)] L(Z 2Int t>dt
1 2(lnx)2
7 2) "

x* 1 Z(hnx)2 -1, 1, 1
Xz ~x21 _)
<2 2>+ (4x +2x nx+4
3x 2

3 2(lnx)2 x%Inx

fx(tlnt) dt

4

1t 2

La Question : I11) 2) a)

3x2 3 x*(Inx)? x%Ilnx
== —3t—% 3

F est continue sur [0, +o[ comme étant somme de
quatre fonctions toutes continues sur [0, +oo[ .

La Question : I11) 2) b)

lim Fex) = li 3x? 3_|_xz(lnx)2 x%Inx
xlgl*' (x) _xl)%l*' 4 4 2 2

- <_3 +0-0+0) =
= =
La continuité a droite en 0 nous donne :
-3 0
lim F(x) =F(0) = —-= fl F(t)dt
3 1
= Z= f F(t)dt
4 Jy

Le Cinquieme Exercice

La Question: 1) a)

Soientx >0ette[x,2x] = x<t<2x
= —2x<-t<—x
= e <et<e™; Exp est /7

La Question: 1) b)

Soient x > 0 et t € [x, 2x]

—2x e—t
<-—<
t

—X

3>}

e <et<e™ =

2x e—2
- |
Y t

;>0
t t

X 2x e—t 2x e ™™
>dt§f <T>dtﬁf ( : >dt

J'ai le droit d’introduire I'intégrale parce que les
trois fonctions sont toutes continues sur [x, 2x]
et aussi x < 2x gardera |'ordre inchangeable.

= e ¥[In|t[]* < g(x) < e *[In|t]]¥
= e *(In2)<gkx)<e*(n2)

La Question: 1) c)

e ?*(In2) < g(x) <e*(In2)
% 0f x>0t
In 2 In2

= lim g(x) =In2 = g(0)
x-0%

= g est bien conitnue a droite en 0

La Question : 2)

Soit a un réel strictement positif.

La fonction ¢ : t — eT est continue sur 10, +oo[

et ae]0,+oo[ Donc ¢ : xl—>f( )dtes’rloseule

fonction primitive de ¢ sur ]0, +oo[ qui s'annule en a
Ve >0; P (x) = 9x)

C-o-d: {

Y(a) =0

gx) =fx2x <eT_t>dt = fxzxq)(t) dt

= fxago(t) dt + faxq)(t) dt

= —fx(p(t) dt+f2x<p(t) dt

= —Y(x) + ¥ (2x)

g est dérivable car elle s’écrit sous la forme
d'une somme de deux compositions continues
de fonctions continues.

g (x) = —9'(x) + 2’ (2x) = —(x) + 2¢(2x)
—e™* e
+

X 2x

La Question : 3) a)

Soit t > 0.la fonction h:x+— e™ est dérivable
sur R tout entier, I'usage du TAF est donc valable
sur n'importe quel intervalle dans R .

En particulier sur [0, t]

{ h est continue sur [0, t]
h est dérivable sur ]0, t[
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h(t) — h(0)

—o @

Donc : Jce]0,t] ;

0<c<t

e t—1
e

—t<—-—c<0
e t<e“<1; Expo est 7
—1<-e ‘< —et

e t—-1

t

U

O0<c<t

-
-
-
= —-1< <—elt:;t>0

La Question : 3) b)

Soient x et t deux nmbres réels strictement positifs.
e t—1

t

= f:x(—l) dt < f:x (e_tt_

On a introduit I'intégrale sur cet encadrement
car la continuité est vérifiée et x < 2x

=>—m?sfnc;>u—fueynskﬂ?

2x

-1< <—et;t>0

1 2x
>dt < (—e H)dt
X

—X

= —x<gx)—In2<e ™ —e¢

< g(x)—In2 < e ¥ — e

X X

= -1 ;x>0

La Question: 3) c)

Calculons tout d'abord cette gentille limite :

. e %X _ o~
lim | ————
x—-07t X

X e—x _ eO
j— > —X
)‘)L%‘+("’ >(—x_o )

= (e™)((e™)x=0)

= (e)(=e™)
=-1
: ~In2 T e
D ou: _1Sg(x) 1 S(e ¢ )
X X
x> 0%
x> 0"
-1
-1
—g(0
= lim <M>=—1ER
x—07t x—0

= g est dérivable a droite en 0

Le Premier Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1) a)

V(,y)eR?; xxy=x+y—e® +1
=y+x—e” +1
=yx*xXx

Donc * est commutative dans R.
La Question: 1) 1) b)

Soit a I'élément neutre da la loi * dans R,
alors: a*x =x*a=x

= at+x—e®+1=x; VxeR
= e =a+4+1; VxeR

= In(e®™)=In(a+1) ; VxeR

= ax =In(a+1) ; VxeR

= ax+0=0x+1In(a+1) ; VxeR
{EtbienazO
EtbienIn(a+1)=0

= a=0eR

=

Donc I'élément neutre de la loi = est O

Remarque :j'ai utilisé le fait que deux polyndmes
(3§ aix?) et (3¢ bix") sont égaux si et seulement si
V(lSlSn),al=bl

La Question : 1) 2)

L'équation 3 + x — e?* = 0 admet deux solutions
réelles différentes a et B.

3+a—e?*=0

S l34p—eb=o’ 7P
24a—e?+1=0

@ .
24p—er1=0 *FF

- 2xa=ax2=0 .
2¢p=prx2=0" “FF

Dire que la loi * est associative dans R revient a
démontrer, pour tout triplet (x,y,z) € R3, la chose
suivante : (xxy) xz=xx*(y*xz) (m).

Réfuter I'associativité revient donc a trouver un
triplet qui ne vérifie pas I'égalité (m) (un contre
exemple), il suffit de remarquer que le triplet (a, 2, B)
accomplira la tache avec rigueur.

d'unepart : a*x2*p)=ax0=a
etd'autrepart : (a*x2)*f=0xB =0
commea#palors ax2*«B)+ (a*x2)*p

Donc c'est gagné.

Badr Eddine El Fatihi - Ouarzazate - 00212660344136 - www.professeurbadr.blogspot.com -

ion normale 2015 - la page : 239



http://www.professeurbadr.blogspot.com/

La Deuxiéme partie La Question : I1) 3) a)

La Question : 11) 1)

Etant donnée ¢ une application définie sur C*
a valeurs dans F qui, a tout complexe (x + iy),

Rappel : En algebre linéaire, un sous-espace . .
9 P associe la matrice M(x,y).

vectoriel d'un espace vectoriel E est une partie non
vide F de E stable par combinaisons lin€éaires. .
Cette stabilité s'exprime par : la somme de deux p: .(C = F

vecteurs de F appartient a F. et le produit d'un (x+iy) — MQy)
vecteur par un scalaire appartient a F aussi.
Premierement, F est une partie non vide de
I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 &

L'application ¢ est un homomorphisme si et
seulement si elle vérifie la chose suivante :
(Vz,z€C") ; p(zxZ)=¢(2)xp(2)

coefficients réels M (R) et 0 = (8 g) est un Soient (x + iy) et (x + iy") deux nombres

élément de F. soient M(x,y) et M'(x,y") deux complexes non-nuls .

elements de F et soit @« un nombre réel. Pour

simplifier, on pose M(x,y) =M et M'(x',y) =M’ o((x + iy) x (x + iy")) = (p((xx’ —yy) +ilxy + x'y))

=M((xx' —yy"); (xy +x'y))

x =2y x' =2y
aM+M =a <3_’ X > +1y X Or, d'aprés le résultat de la question 2), On a vu
2 2 que M(x,y) x M'(x ,y) = M(xx —yy ; xy+xy)

= Z; ’ ;C, ey C-ado(x+iy) X o(x +iy)=M(xy) xM (x,y)

—+=  ax+x =M(xx —yy ; xy+xy)

2 2 . ! S0
=o((x+iy) x (x +iy))

(ax +x) —2(ay -y

= ay+y , La Question : 11) 3) b)
> (ax +x")
=M(ax+x; ay+y)eF Pour montrer que ¢(C*) = F, il suffit de montrer
que I'application ¢ : C* — F* est une bijection.
Ainsi = (V (M,M") e F?),(VaeR) ; (aM +M")eF Soit M(a, b) un élément de F* .
a —
Donc F est stable par les combinaisons linéaires Donc M(a,b) = (g a > ; (a,b) #(0,0).

D'ou (F,+,") est un sous-espace vectoriel de L'équation ¢(x + iy) = M(a, b) admet une solution

(M2 (R), +,). et une seule dans C* et c’'est le nombre complexe

+ib car +iy) = M(a,b) .
La Question : 1I) 2) ati ¢(x +iy) = M(a,b)

x =2y a —2b
D’abord F est une partie non-vide de M, (R) = (z N > = (9 a )
puisqu’elle contient des matrices carrées 2 2
d’'ordre 2 dont I'élément 0 = (8 g) fait partie. JEN {x = Z * 8
! r ! - i
SoientM = M(x,y) etM = M'(x,y ) deux Y
éléments de F. Ainsi ,On a montré la chose suivante :
x =2y x' =2y (VM(a,b) e F)(A! (x+iy)eC*) : o(x+iy)=M(a,b).
MxM = (X . ) x|y ) D’ou ¢ est une bijection de C* a valeurs dans F* .
2 2 * C-a-d: ¢(C*) = F*.
XX =Yy —2xy —2xy La Question : II) 3) c)
22 Ly
2 2 4 On a vu que I'application ¢ : (C*,x) +— (F*,x) est
(xx —yy) —2(xy +x'y) un isomorphisme, Donc I'image du groupe (C*,x)
= &'y +xy) , est le groupe (F*,x) .
— (xx"—yy) En d'autres termes : ¢(C*,x) = (F*,x)
) L ou encore (p(C*),x) = (F*,x) . C-a-d que (F*,x) est
=M(xx —yy ; xy+xy)eF un groupe qui hérite ses caractéristiques du groupe

(C*,x) . Comme (1 + 0i) est I'élément neutre du

Ainsi : (V¥ M,M eF); MXMeF .DoncF esfsfable groupe (C*,x) alors ¢(1 + 0i) = M(1,0) = (1 0) —
par la multiplication matricielle x . s . 0 1
C-&-d : F est stable dans (M;(R),x) . est I'eléement neutre du groupe (F*,x) .
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Comme le symeétrique d’un élément (x + iy) dans

(o es’r( =
x“+y

' élément M(x,y) dans F* est (

S —i (xziy2)> Alors le symétrique de

x Ly )
x24y2 ' x24y2) "

La Question : 1) 4)

Pour montrer que (F, +,x) est un corps commutatif,
il suffit de vérifier les assertions suivantes :

1) (F,+) est un groupe abélien d'élmnt neutre (0,0)
2) ((F\{M(0,0)}; x)) est un groupe.

3) la loi x est distributive par rapport & la loi + dans F
4) la loi x est commutative dans F.

(F,+) est un groupe commutatif puisque (F, +) est
un sous-groupe du groupe abélien (M, (R),+) .
Remarquer que F € M,(R) et F # @

et M(x,y) —M(x',y) =M(x—x'; y—y)eF

(F\{M(0,0)}; x) est un groupe abélien puisque c'est
(F*,x) qu'on a démontré dans 3)c) .

La loi x est distributive par rapport a la loi + dans
M,(R) Donc c'est la méme chose dans F puisque F
est une partie de M, (R).

La loi x est commutative dans F comme on I'avait
démontré dans 3)c) .

La conclusion : (F, +,%) est un corps commutatif.

Le Deuxieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

Rappel : du petit Théoréme de Fermat :

Si p est un nombre premier et si a est un entier non
divisible par p, alors (a?~1 — 1) est un multiple de p.
Autrement-dit, sous les mémes conditions sur
aetp, onécrit:a?™! = 1[p].

{pe[P’

p_1=
aAp=1 = a = 1[p]

13eP = a'?2 =1[13] ; d aprés Fermat
— (q!2)168 = 1168[13]
= %916 = 1[13]

La Question : 1) 2) a)

Onpose x A13 =6 .comme 13 est un nombre
premier alors : ou bien § = 1 ,0u bien§= 13 . carles
diviseurs de 13 sont {—13,—1,1,13} . pour montrer
que § = 1 il suffit de réfuterle cas 6 = 13 .Onle
suppose vrai, alors x A13 = 13 C-a-d que 13 divise x
D'ou I'existence d'un certain x dans Z tel que x = 13k

Comme x est solution de I'équation (E) Alors

x2015 = 2[13] . D'oU (13k)?°15 = 2[13] = (1).

Or, 13 = 0[13] . Donc (13k)?%15 = 0[13] = (2).

Par transitivité du signe (=) , et en partant de (1) et
(2) on conclut que 2 = 0[13] . C-a-d que 13 divise 2
(contradiction) Donc la proposition § = 13 qu'on a
supposé étre vraie, a abouti & une contradiction

( 13 divise 2 ) . Ce qui signifie qu’elle est fausse,
Alors §# 13 . Ainsi xA13=46=1.

C-a-d que x et 13 sont premiers entre eux .

La Question: 1) 2) b)

Soit x une solution de I'équation (E) .
x est solution de (E) = xA13 =1, selonl)2)a)

= x2016 = 1[13] (3) ; d aprés 1)
x est solution de (E) = x?915 = 2[13]
= x-x21 = 2x[13] = (4)
(3) et (4) = 2x=1[13]

_ { 2x = 1[13]
14 = 1[13] ; solution particuliére

= 2x—14=0[13]

= 2(x—7)=0[13]

= (x—7) =0[13] ;d aprés Gauss
= x =7[13]

La Question : 1) 3)

Pour résoudre I'équation (E) dans Z , il suffit de
montrer I'équivalence suivante :

x est solutionde () & x=7+ 13k ;keZ.

Pour I'implication directe, si x est solution de (E),
alors d'apres la question 2)b) On a : x = 7[13]
d'oux =13k +7 ; keZ .Pourl'implication inverse,
on se sert de la compatibilité de la congruence
modulo avec la multiplication :

x=7+13k = x=7[13]

N x2015 = 72015 [13]
= x2015 = (73)671 X 72 [13]
= x2015 = (343)%71 x 49 [13]
343 = 5[13]
2015 — 671
= x =51 x10[13] car 49 = 10[13]
= x2015 = (52)335 x 51 x 10[13]
= x2015 = 25335 % 50[13]
25 = —1[13]
2015 — (_ 13335
= x = (—1)°> x 11[13] car 50 = 11[13]
= x

2015 = _11[13]
x2015 = 2[13]| car — 11 = 2[13]

U

D’ou I'implication suivante :

x=7+13k

P = x estsolutionde (E) dans Z

Finalement : I'ensemble des solutions de I'équation
(E) estdonnépar§ ={7+ 13k ; keZ}
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La Deuxiéme partie

La Question : 1) 1)

On tire au hasard une boule portante le chiffre n.
pour que n soit une solution de I'équation (E),

il suffit qu'il s'écrit sous la forme 7 + 13k avec k est
un entierrelatifet 1<n <50.

1 <7+ 13k <50 et keZ
—6 <13k <43 et keZ

O <B ke
13=f=13 ¢

046 <k <3,3 et keZ

k e[-0,46;3,3]NZ
ke{0;1;2;3}

(7 +13k) € {7;20;33 ;46 }

Loy II § 3

La Question : 11) 2)

On considere I'événement A défini comme suit :

A = " tirer une boule numéroté 7,20,33 ou 46"

Signalons que I'hypothese d’équiprobabilité est
bien vérifiée puisqu’'on a affaire a un tirage au
hasard d'une boule parmi cinquante autres toutes
card (A) _C_%_i_i

card (Q) ~ Cdy 50 25
Rappel : soit A un événement, de probabilité p ,
dans une expérience aléatoire. Si A est répété
indépendamment n fois, alors la probabilité
correspondante a la vérification de A exactement
k fois est donnée par py = CX x pk x (1 —p)** fin.
A est un événement de probabilité % .

Cet événement est répété trois fois.
Ainsi, la probabilité correspondante & I'obtention
de A exactement trois fois est donnée par :

ps = €3 x (p(A))? x (1 — p(A)*? = 2o

identiques. D'ou p(4) =

Le Troisieme Exercice

La Question: 1)a) A= (1+i)?—-4(2+20)
=14+2i—1-8-8i
=1—-6i—9
=12 - 2(1)(3i) + (3i)?

= (1 — 3i)?

La Question: 1) b)

D’aprés la question 1)a), On remarque que (1 — 3i)
est une racine carrée du déterminant A . Ainsi, les
solutions de I'équation (E) dans C seront donc

7, et z, définies comme suit :

CA+D-(1-3)

Z1 = 2
(1 +0)+ (1-30)
Zy = 5 = —

La Question: 1) c)
zy 20 2i(A+D) .
z 1-i (1-Da+0) °
= §—1|=|i—1|:,/12+12:\/§
2

Z1 —\/7 \/E
—=ﬁ<7+‘7>

-8 o)
V2 (cos (7 - —) +isin (7 - %))
oo (25)+ 10 ()

L31T)

:\/58(4

La Question : 2) a)

a: aff(A)=z et aff(B) =2z

E est le milieu du segment [AB].

B R LIGAL O
o e=Atn
2
2i+1-1
S e= >
1 1
= e=51+5

La Question : 2) b)

Tg ¢ (P) — (P)
M(z) — M'(z')
une rotation dans le plan complexe .

rM)=M o (z —z)=e?(z-2z)

Rappel : Soit

On a:A(zy),B(z,),E Gl + %) et C(c) et on considere
la rotation r dans le plan complexe définie par :

(a7 P) — P
M(z) — M'(2)

rE)=c o (z—2)=e? (2 —2)

& (c—2i)=—i(li+l—2i>

2 2
11
=4 C:2l+§—§l—2
3i 3
e =53
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La Question: 2) c)

Z; —d c—7
ona s (8572
c—d Z; — 71

, 3. -3 3. .
_ 1—1—1—71 y T+§l—21
—5 1—i-—2i
(3+i)
= )( -
1-—3i
_( i X<3+l) (1+3z>
B 1-3i 1+ 3i
(1 (3+9l+1—3>
= X
1-(-9)
i
- (7)(55)

Rappel : soient A(z,) ,B(zp), C(z¢) et D(zp) quatre
points dans le plan complexe.

Sila quantité ( ZA) X (ZB_ZD) est un nombre réel
ZB—ZA Zc—Zp

<arg<(23:2) X (Z:Z)) = O[n]) , Alors, ou bien les 4

points sont colinéaires, Ou bien ils sont cocycliques .

Fin du rappel.
0 . (zz—d)x(c—zl)_l R
nas c—d Zy — 71 _26

= o (222 (22)) =0t

= arg(ZB — ZD) + arg(ZC — ZA) =0 [n]

Zc —Zp Zp — Zg
Zp — Z _ Zp — Zy

& arg =ar ]
ZC_ZD ZC_ZA

= (ﬁ) = (m) []

Si A, B et D sont colinéaires, alors 4B et AC le sont.
Donc (3keR) ; AB = kAC .
C-O0-d: (zp, —2z4) =k(z, —2y) .
Cod: (ZZ4) eR » ()
A

ZB_ZA 1—l—2l 1—3l
or. Ze—75 3,305, “\=3_1
2 T4l 2 2

1-—3i 3—1i
==2(577)* (52

3+ 3—1i
_ 2(3—i—9i—3)
- 9+1

-1
= ?(—101) =2i€eiR

Ce qui est en contradiction avec (x) .

D'ou A, B et C ne sont pas colinéaires .

de méme pour A, B et D. Ainsi, comme ces 4 points
ne sont pas colinéaires, alors ils sont cocycliques.

(v7.55) = (3T 78) 1

Le Quatrieme Exercice

La Question: 1) a)

1
11m fr(x) = lim —
! TR 4 eTB(X_”)
~ 1 I S S
ezt 14e™ 140
1
lim f,(x)= lim [———
X—>—00 X—>—00 1 + eT(x_n)
_ 1 _ 1 _ 1 _
14ente 1ter® 1+4o
La Question: 1) b)

Ona ﬁ (x —n) est dérivable sur R tout entier, car

c’est une fonction affine. Donc e SGn) est aussi
dérivable sur R fout entier car c'est une
composition de deux fonctions dérivables sur R

-3
et eRCR .d'oU 1+e2%™ estdérivable sur R

. 1 ;. P
Ainsi ——=—— est dérivable sur R comme étant
14eZ2 "

I'inverse d'une fonction dérivable qui ne s’annule
pas sur R (foujours positive) . Soit x e R :

fn’ (x) = -3 2 = -3 2
(1 + eT(x_n)> (1 + eT(x_n)>

_73(x—n)

e

N W

-3 2
(1 + eT("_”))
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La Question: 1) c)

§ e%S(x—n)

-3 2
(1 + eT(x_n)>

f.. (x) est une quantité positive sur R comme étant
une quotient de deux quantités strictement
positives. Ainsi : (VxeR)(VneN*) ; f,(x) >0

D'ou f, est strictement croissante sur R .

Ona : (VxeR) ; f,(x) =

La Question : 2) a)

Rappel : Soit Dy le domaine de définition d'une
fonction réelle f et soit A(a, B) un point dans le plan
réel . On dit que (C;) est symétrique par rapport & A
si les deux assertions suivantes sont vérifiées :
(VxeDf) ; (@+x)eDs et (a—x)eDy
(VxeDf) ; fla—x) = f(a+x)
On a f, est définie sur R tout entier alors on aura
toujours (n —x) e R et (n+x) e R & partir du
moment ou x appartient & R quelquesoit n dans N .
soit n e N*

Fin du rappel.

1 1

i =x)+ fu(n+x) = =3 —3
1+ eT(n—x—n) 1+ eT(n+x—n)

1 1
=T 3t =
1+e2* 1+e2”

=3 3
<1+e2")+(1+e2">

= 3 =3
(1 + efx) (1 + eTx)
-3 3
242" 4e2F
242" 4e2F

Ainsi f(n—x) + f,(n+x) =2 x % Donc la courbe
representant f dans un repere orthonormé (0,71, 7))
est symetrique par rapport a I, (n, %)

La Question : 2) b)

La représentation graphique de la courbe (¢;)

. 1 .
representant la fonction —=.5 dans un repere
1+e2 ¥~
orthonormé (0,1, ).

Yy

- (64
] /4_(—40
1

2

o i *

~y

(C,
Cs)

La Question : 2) c)

Soit A I'aire définie par I'intersection de la courbe
(€;) et les droites d’équations:x =0,x=1et y=0
A= follfl(x)l dx = fol fi(x) dx car f; est positive sur
[0,1] . par un procédé de changement de

-3
variables, on pose t=ez* ™V ;

dt _ ( _—3(x—1)>, _ —_3 _—3(x—1) _ —_3t
2

R ) 2
dx ¢ 28
o =2\ dt
Ainsi : dx = (—)—
3/t
3
On a aussi x=0 & t=e2
x=1 < t=1

1 1
A= f I —
0 \14e2@V

_ 2 1(1)dt+2f1< )
3 )3\t 331+t

e

2 2
=—[In|t|]*s +=[In|t + 1]]%s

3 ez 3 e?2
—_2< 3)+2(1 21 (1+ %))
E 2) T3\ teT it Te

" 1( 2 )
= —In
3 1+e

~ 0,327

N

N w

La Question : 3) a)

Soit g, la fonction définie dans R & valeurs dans R
qui, a tout nombre réel x, associe son image

(fu(x) = x) .
gn * R — R
x = filx) —x

gn(x) est continue et est déerivable sur R
car f,(x) et x le sont.
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’ , Ee%S(x—n)
gn(x) = fn(x) -1=

-3 2 1
(1 + eT(x_n))
_ _ 2
%e;(x_") - (1 + eTg(x_n)>
_ 2
(1 + e73(x_n))
3 e 2 _ | _ 92 _ p=3(r-n)

-3 2
(1 + eT(x_n))

-3
-~ (%eT("‘") +1+ e‘3("‘"))
- <0

-3 2
(1 + eT(x_"))

Donc : (VxeR) ; g,'l (x) < 0d'ou g, eststrictement
décroissante sur R . Alors comme g,, est confinue et
elle est strictement décroissante sur R alors c'est
une bijection de R dans R.

gn(=e0, 400D = | lim g,(0) 5 lim g, (x) =R

En réalité, g, est une bijection de n’'importe quel
intervalle I ¢ R & valeurs dans g, (I).

Onpose I=]0,n[c R, Alors g, : 10,n[ — g,(]0,n[)
est une bijection.

9:.00,nD = | lim g, (x) ; lim, g, ()|

1 1
=5 3n

1+e2

%[ est une bijection .
1+e2

Et d’apres la définition d’une bijection on conclut
que :

(Vye

En particulier, poury =0 ( car %— n<0< ;3,1)

c-a-d g, : ]O,n[l—>]%—n ;

1 1
5N, 7

2 1+e2

>,(3! u, €10,n[): g, (u,) =y

1+e 2
Onécrit:0e ]l—n ; ;3,1[
2 1+e 2
= (Fu,elon]): g,(u,)=0

= (3! unE]O'n[) : fn(un)_un =0
= (3 une]O,n[) : fn(un)zun

C'est I'élégance qui m'a conduit & répondre ainsi.
Sinon, si vous aimeriez étre typique, vous pouvez
répondre comme suit : On pose g, (x) = f,,(x) — n .
la fonction g,, est continue sur ]0,n[ il est trop facile
de démontrer que g,(0) x g,(n) < 0 Donc d'apres
le TVIon écrit:3u, e]0,n[ ; g,(u,) =0

comme g, est continue et est strictement
décroissante (g, (x) < 0) Alors u,, est unique

( g, bijective ) .D'ou: 3!l u, €]0,n[ ; f,(u,) =u,

La Question: 3) b)

-1<0 = x—n—1<x—n
3 >
- — —_ —_ —_— —_
5 (x—n ) 5 (x —n)
-3 -3
eT(x—n—l) > eT(x—n)

1+ e_Tg(x_n_l) >1+ e_Tg(x_n)
1 1

U

1+ e_Tg(x_n_l) 1+ e_Tg(x_n)

= for1(0) < fu(x)

La Question: 3) c)

neN*" = u,<n
= f,(u,) <f,(n) ; carf,est 7

1 fn(un) = un
; car 1

20 =5

= u, <

0< <1
U, >

U

1
0<un+1 <;

(un+1 - un) <1

Upyr — 1 <u,

Loy

Uy —1—-n<u,—n

U

-3 -3
= (1 = (1 +1) > ==y =)

U

o 2= 5 Fn—n)
1 1
<

1+ e_Tg(un+1_(1+n))

U

1+ e_Ta(u" )

= fn+1(un+1) < fn(un)

fo+1(Unt1) = Uy

fo () = uy

= Uyyq <U, ; car

D'oU : (VneN*) ; u,11 <u, C-a-d (uy)pen €T UNE
suite strictement décroissante et comme elle est
. , 1
minorée par 0 ( car (VneN*) ; 0 <u, < 2 ).

Alors elle est convergente.

La Question: 3) d)

On part du fait que f, (u,) = u,

C-o-d:—= = u, . par passage aux limites,
14+e7Z @n=m)

on retrouve bien :

1
lim (T) = lim(u,)
"\l ez W/ "

1
=1

[—c0) -

= 3
—(
1+4+e2
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= —=1
= 0=1
D'ou finalement :

lim(u,) =0
noo

Le Cinquieme Exercice

La Question: 1)

On demontre la parité de la fonction g a I'aide
d'un procédé de changement de variable.

g(=x) = f_ jx (%St) dt

On pose : l=—t = dt=—dl
cost cos(—l) cosl —cosl
t -1 =l 1
t=—x & l=x
t=-3x & [=3x

0= [ (a7 ca

3 _ . ) )
- f * (&St) dt Si vous n étes pas dérrangés
x t " tetlsont deux variables muettes

=g

Comme g(—x) = g(x); VxeR* Alors g est une
fonction paire sur R* : C-&-d la courbe (&) est
symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

La Question : 2)

cost

Soit ¢ la fonction définie sur 0, +oo[ par ¢(x) = -
et soit a un élément de 10, + ] . la fonction ¢ est
bien définie et est continue sur ]0, +oo[ comme
étant quotient de deux fonctions toutes continues
sur 10, +oo[. Donc ¢ admet des primitives sur |0, +oo] .
En particulier, ¢ admet une primitive i sur ]0, +oo[
qui s'annule en a et qui est définie comme suit :
= (2 ae . Ny

{lp(x) fa ( t ) la fonction ¢ est dérivables et

Y(a) =0
admet ¢ comme dérivée sur 0, +oof .
C-a-d: () =22=p(x); Vx>0.

X
d ¢
ou encore : E(f; (COS )dt) ===

t X

Et voici un récapitulatif :

3% /cost
o= [ ()
X t
@ rcost 3% cost
= [ (F)aes [ (F)a
X t a t
* rcost 3% cost
=-f (—)dt+f ( )dt
a t a t

= —(x) +¥(3x)
=Y (3x) —P(x)

Y est dérivable sur [0, +oo[ , Donc ¥ (3x) est
dérivable sur ]0, +oo[ comme étant la composée
de deux fonctions toutes définies et dérivables sur
10, +o[ . Donc x — (3x) — Y (x) est dérivable
comme étant différence de deux fonctions
dérivables sur ]0, +oo] .

Ainsi : g’ (x) = (Y(3x) — 1P(’C)),
=3x-9' Bx) -9 (x)
=3x-9(3x) —p(x)

cos 3x

CoSs X

3x X

= 3x

La Question: 3) a)

Soit x un élément de 10, + o],
3% cost 3x 1
glx) = f (—) dt = f cost — |dt
t —_—— t
X X v (t) u\E.J)

3x
= [u(t) x v()]3* - f u' () x v(t) dt

sin t13* 3% _sint
[
t )t

sin(3x) sinx 3% sint
- SR [T
X

~

3x X t2
sin(3x) — 3sinx 3%sint
= + f —Zdt
3x . t

La Question: 3) b)

Soit x un élément de ]0,[ On

a:lsint] <1 w (1)
. 1 1
Aussi: xSt = xP<t? = S5<5 W (2)

t2
1
x2

3% sint 3x 1
X t X X
3% 1sint 1y (3%
X t X X
3% 1sint 1
= f —dts(—>(3x—x)
X

3% sint 2
= —|dt < -
. X

sint

Mx@) = 7
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Récapitulatif :

3% cost
J ( )dt
X t

lg()| =

sin(3x) — 3sinx 3%sint
= +J‘ _Zdt
3x . t
sin3x sinx 3%gint
fpngx_sinx s,
3x X . t
sin 3x sinx 3% sint
< ‘ + f _Zdt
3x x . t
1 1 3% 1sint
< [ R
3xl Ix . |t
1 1 2
S—4—+-=
3x x x
10
— 3x
.~ 10
D'ou: (Vx>0) ; |g(x)|£§
: 1900l < —
comme : |g(x =35
Alors : 0<| ()|<(10)
ors : <lg)| < o
X +o0o
X +oo
0
) (—10>< ()<(10)
ou encore : ey <glx) < oy
£ +oo 7§\+m
0 0
D'ou: lim g(x)=0
X—+00

La Question : 4) a)

D'unepart:cost<1 = 1—-cost=>0

1—cost
= fZO; car|

x<t<3x
x>0

3x 11 —cost
= (1):J (f)dtzo; car 0 < x < 3x
X

D’'autre part :

1—cost

1—costst = <1; cart=x>0

3x 11 —cost 3x
= J (—)dtsj 1dt
X t X

1—cost

Car x < 3x et la fonction ( ) est continue sur 10, +oo[

3% 11 —cost
[ <
X t

—cost

(1) et (2) = (Vx>0);osf3x(1 ) )dtSZx

La Question : 4) b)

3x _ 3x 3x

[ [ [ G
= g(x) — [In|t|]3*
=g(x)—(Un3x—Inx); x+#0
=gx) —ln(i—x> ; x#0
=g(x)—1In3

La Question : 4) c)

2x 1 —cost
(Vx>0);0£f ( . )tSZx
X
x %0t A
0 0

_ 2x /1 —cost
Donc : lim (—) dt)]=0
x—0t x t
o 2x rcost—1
Aussi : lim —)dt| =0
x—07t X t

cost —1
sty
t

Alors : lim (g(x) —In3) = li f3x<C°St_1)dt
ors s g =)=\ [

C—a—d :

3x
comme : g(x)—1n3=f (
X

xllrggr(g(x) —In3)=0

Ou encore :

xlir(l)1+ g(x) =In3
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Le Premier Exercice

La Question: 1)

Tout d’abord, E est une partie non-vide de M;(R)
puisque c'est I'ensemble des maftrices carrées
d’ordre 3 qui s'écrivent sous la forme

M(x,y)et M(0,0)=0¢€E.

soient (x,y) et (a,b) deux éléments de E :

x+y—a—-b 0 -2y +2b
M(x,y)—M(a,b)z( 0 0 0 )
y—>b 0 x—y—a+b

_ o (x—a)eR

=M(x—a;y—b)eE car (y—b) eR

D'ou: (E,+) estunsous-groupe de (M3(R),+) .

La Question : 2)

MG, y) x M(x,y") =

x+y 0 =2y x +y 0 =2y
=< 0 0 0 )X( 0 0 0 )
0

!

y 0 x-y y x =y
<(x +NE +Y) =29y 0 =2y (x+y)—2y(x — y’))
= 0 0 0
yx +y)+y (x—y) 0 —2yy +(x—yx —y)
((xx’ —yy)+ (xy +yx) 0 —2(xy" + yx) >
= 0 0 0
(xy" +yx) 0 (xx' —yy)—(xy +yx)
=MQ(xx —yy ; xy +yx")eE ; car xx —yy eR
B Yy o xy ry ’ xy +yx eR

La Question : 3) a)

Soientz = x + iy et 2/ =z’ + iy’ deux éléments de C*
et soit ¢ I'application suivante :

p: (C,x) — (EX)
z=x+iy — @(z) =M(x,y)

p(zxz) =o((x+iy)(x +iy))
= o((xx’ —yy") +ixy +yx")
=M@xxx —yy ; xy +yx")
=M, y) x M(x',y") ; d aprés?2)
= ¢(2) X p(2)

Ainsi @ est 1 homomorphisme de (C*,x) dans (E,X)

La Question: 3) b)

Soit M(a, b) un élément de E* .

I'’équation ¢(x +iy) = M(a,b) admet une seule

solution x +iy =a+ib Donc:

(VM(a,b) e E"),(A! (x+iy)eC’): o(x+iy) =M(a,b)

c-a-d que ¢ est une bijection de C* dans E* .
Déslors: @(C) =E* .

comme ¢ est un homomorphisme de C* dans E

et comme (C*,x) est un groupe commutatif,

alors la structure algébrique de (C*,x) sera

fransmise vers (E*,x) via I'application ¢.

(€*,x) groupe commutatif = (E*,x) Aussi .
(1+i0) estl'élément neutre de (C*,x) =
@(1+4i0) = M(1,0) estl'élément neutre pour (E*,x)

La Question : 4)

(E, +,x) est un groupe commutatif car :

m (E,+) est un groupe

m (E*,X) est un groupe commutatif
B X est distributive par rapport a+
m X est commutative dans E

car :

La distributivité de x par rapport a + :

M(a,b) x (M(x,y) + M(x', "))
=M(a,b) xM(x+x ; y+y)
=M(a(x+x")=b(y+y); aly+y)+b(x+x'))
= M(ax + ax —by —by ; ay+ay + bx + bx")

M(a,b) X M(x,y) + M(a,b) x M(x',y")
= M(ax — by ; ay +bx)+M(ax —by ; ay + bx')
= M(ax — by +ax —by ; ay+bx+ay + bx")

Donc la distributivité a gauche est vérifiée.
Méme procédé pour la distributivité & droite.
Pour la commutativité de x dans E ,on a:

M(x,y) X M(x’,y’) = M(xx' - yy' ; xy' + yx")
= M(xx' — yy’ ; y’x + x'y)
=M(x,y") x M(x,y)

La Question : 5) a)

0

AXM(x,y) = <O
0

0
=10
0

cococ or o
oo
N——
I
S
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La Question : 5) b)

Soient M(x,y) une matrice de E et M(x’,y") son
symetrique dans E.

M(x,y) x M(x',y") = M(x,y) x M(x,y) =1
M(x,y) x M(x',y") =1 car x est commutative
AXM@,y) xMx,y)=AxI=A4A
OxM(x,y)=4

0=4

0=1; ¢ est absurde

A 1 A

Donc M(x,y) n'est pas inversible ( n'admet pas de
symetrique )

Le Deuxieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

173/(a® + b3) = (a® +b3) = 0[173]
= a® = -b3[173]
= (a®)%7 = (-b3)*7[173]
= ql7l = —p171[173]

La Question : 1) 2)

173/a < 173/a® ; 173€P
& a®=0[173]

& (a® +b3) = b3[173]

& b3 =0[173]

& 173/b3

< 173/b; car 173 e P

La Question: 1) 3)

173/a = 173/b ; d apres?2)

173/a
173/b

= 173 divise toute combinaison linéaire ena et b
= 173/(a+ b)

La Question : 1) 4) a)

Rappel du Théoreme de Fermat :

pelP

p—1 =
ahNp =1 = a = 1]

Comme 173 ne divise pas le nombre a, alors 173
ne divise pas b a cause de I'équivalence de la
question 2) . 173/a < 173/b

173 Aa=1

173Ab =1
al’? = 1[173]
al’? = 1[173]

On peut Donc écrire :

Ainsi d'apres Fermat : {
D'oU: al’? = p172[173]

La Question: 1) 4) b)

{a171 = —p171[173] {a(a”l) = —a(b"1)[173]
al’? = b172[173] a'’? = b172[173]

- { a'’? = —a(bV1)[173]
a'’? = p172[173]

= b2 = —a(b'"V)[173] ; la transitivité
= 173/b'"'(a + b)
= bY(a+b) =0[173]

La Question: 1) 4) ¢)

173Ab=1 = 173Ab17"1 =1
173/b'"1(a + b)

= 173/(a+b) ; car
c est Gauss

La Deuxiéme partie

La Question : 11) 1)

(x,y) est solution de (E) = x3+y3=173(xy +1)
(x+y)(x2—xy+y?) =173(xy + 1)
173k((x — y)?> + xy) = 173(xy + 1)
k(x —y)? + kxy =xy +1

k(x =)+ (k—Dxy =1

U

La Question : 1) 2)

oubien k=1

keN' = k=1 = |oubienk>1

Sik>1 = (k—1)>0
et(k—1xy>0

et k(x—y)2>1; x#y
= k(x—y)?+(k—-Dxy>1

= 1>1; ¢ est absurde

= k=1; c est le cas restant

{x+y=173><1

= M-y +(1-Day=1
x+y=173
= {<x—y>2=1
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ou bien {X+y= 173
N x—-y=1
. {x+y=173
ou bien
x—y=-1

{ou bien (x,y) = (87,86)
ou bien (x,y) = (86,87)

soit § I'ensemble des solutions de I'équation (E)
dans N?* | Le résultat est :

ou bien (x,y) = (87,86)

(xy)es = { ou bien (x,y) = (86,87)

873 + 863 = 1294559

Inversement :
173(87 x 86 + 1) = 1294559

Ainsi : 873 + 863 = 173(87 x 86 + 1) .
C-a-dque: (87,86) €S et (8687) €S

La conclusion: § = {(87,86) ; (86,87)}

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

z 2Z1Z2
Zy — Z Z1 7, — 221Z2 Z1
Al + Zy

z21(zy + z3) — 2212; 7

(7 +2) 2212, 7

Z1 Zy+2Zy— 22, 27y
_Z zl+22—221XZ
Z1 +2zy — 227
ozt 2z, — 227

21— 2y

Zy — 23

=-1
La Question: 1) b)

Z1 — Z Zy Zym, — Zm Zy, — Zo
><—=—1<:>< ! x | —2 =—-1€eR
ZM, — ZM ZMy, — 20

{ ou bien M, My, M, et O sont colinéaires
ou bien M, My, M, et O sont cocycliques

0, M, et M, Sont supposés différents deux d deux
dans I'énoncé . Alors M, M;, M, et O ne peuvent éfre
colinéaires. D'ou les 4 points sont cocycliques .
Autrement-dit : M appartient au cercle circonscrit
au friangle OM; M,

(W, M) = (0M5,003) [x]

La Question : 2)

_ _ (227179 2212, 2212y
ZZ = Zl - Z = = — — = — =
Z1 +Zz Z1+Z2 Z1 +21
27124 2|z |?
= R

= = €
Z_1 + Z1 Z‘Re(zl)

= zeR

= M e (l axe réelle)

La Question : 3) a)

Soit r la rotation définie comme suit :

r@,a) : (P) — (P)
M(z) — M'(Z)

T'(Ml) = MZ =4 (ZM2 - Zo) = ei“ (ZM1 - Z0)

& 7z, =el%z

La Question : 3) b)

Z1— Z Zy 1 —Z —Z1
XxX—=-1 & =—
Zy — Z Z1 Zy — Z Zy
Z1—Z —z -1z .
= |2 == = |= 1=|e‘”"|=1
Zy — Z V) ele - VAl
Z1 — Z
= =1
Zy) — Z
= |z1—z| =2, — 7|
— MM1 = MM2
= M € la médiatrice de [M;M,]
La Question : 4) a)
—— (e +1)
z; et z, sont - 21+ 2, = 6
solutions de (G) el —1
212, =
122 6
2717, 2(ei9 - 1)
= z= = —
zZ1 + 2, el +1
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La Question: 4) b) La Question: 1) 2) b)
Rappel des formules d’Euler : 0<x = ef <e* — X e
i _ oy — i (x_y) i(*7%) L-e”
e e =2isin(——)e s x<et_1: |avecl—e* >0
. . X =Yy i) " learx >0
e”‘+e”’=2cos( )e 2
2 = x+1<e*
ei9 -1 eiB _ eiO .
z=2 <m> =2 <m> La Question : I) 2) C)
_ (20
2isin(9 > O)el( z ) 0<6<x = e%<el <e;Expestcontinueet 7
N a0y @ o o1c—S <o
2cos( ) )e 1—e*
N X x
=2i-tan(z)-el(2 2) = 1n1<1n(1_e_x)<ln(e )
(iﬂ) 0 In est continue sur R} est »
= 2e\2/tan (E) - el0
9 (m) La Deuxiéme partie
= 2tan (E) -e\2
N La Question : 11) 1) a)
=[2un(3): 3]
lim f(x) = li (xex) I (xex)
- - 1m X) = llm = lim
Le Quatrieme Exercice x>0 =0t \e* =1/ o0t \e* -1
e* lim e*
ie H = lim = x=0%
La Premieéere partie o0+ [eX — g0 eX — g0
(=) w(5=5)
X 0 x—07t x—0
La Question: 1) 1) 20 0 =
La fonction ¢ : t — et est dérivable sur R tout
entier comme étant la composée de deux Donc f est continue & droite en 0.
fonctions dérivables bien définies sur R (e ® € R) .
On peut ainsi appliquer le TAF sur n'importe quel La Question : 11) 1) b)
intfervalle I inclus dans R . Soit x un réel strictement
positif : .
xe
lim (f(x) —x) = lim ( —x>
@ est continue sur [0,x] xote xoteo \€F — 1
@ est dérivable sur 10, x| ( X ) 1
x)—@(0 = lim =lm|[——]=0
= 396]0,)([; <M>=(p’(9) x—>400 \e* — 1 x—+00 ﬁ_l
-0 X X
— 0<0<x ; <e_x _ 1) = ¢ " Donc la droite (A) : y = x est une asymptote pour
x (€r) au voisinage de +oo
X
=>O<9<x;( _x):eg
1-e La Question : 1I) 2) a)
La Question : 1) 2) a) Soient t >0 et x>0.
= 1—-t<et; daprés )2)a
>0 = e/ >1 = —>1 P )2)2)
1 —e X X X
B = f(l—t)dt<f(e_t)dt
= x>1—-e*>0; carx>0 0 0
J'ai le droit d’introduire I'intégrale fox dt car ces
deux quantités sont intégrables ( la continuité est
vérifiée ). L'orde n'a pas changé a cause de 0 < x
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0
x2
= (x—7><—e_x+1 ; (1)

De méme, Soient t >0 et x > 0.

X

xe
= 0<In
e —1

) ; d apres 1)2)c)
xe*

= el< eln(e"—l)

xe*

e*—1
x-e

ex - (1—e™)
X

1—e™*

= 1<

X

= 1<

= 1<

On multiplie les deux cotés de cette inegalité par
le nombre positif (1 —e™) , il est positif car x > 0.

= (1l-e¥)<x
= (2): —e*+1<x ; joliment

2
X
Det(2) = Vx>0; x—7<—e_x+1<x

2
Pour x=0,0na: x—%z—e‘x+1:x:0 (m)

On écrit finalement ;

2
X
(Vx =0) ; x—7s—e"‘+1Sx (m)

La Question : 1) 2) b)

a-t-On le droit d'intégrer la formule m ?

Oui, effectivement, On a le droit de le faire car les
trois quantités sont des fonctions continues sur R
tout entier . Et x > 0 gardera le sens de I'ordre

inchangeable . ,

x
x—7s—e_x+1Sx

t xz t t
= j x—— dx<] (—e‘x+1)dx<fxdx
0 2 0 0

t

(m) =

< x3+ t
—3 _———
2 6 cte

<[e™ +x+ctelf <
0

t? 3 t2
- -t _ _ .
<2 6><(e +t 1)<<2> ; t>0

Cette inégalité reste vraie pour t=0.
Donc finalement on écrit :

t2 3 t2
(Vt=0) : <———><(e‘f+t—1)<<—>

"ZH]t
—+ cte
2 0

2 6 2

La Question : Il) 3) a)

Soit x >0:
xe* 1
f)—1 \e¥—1)" + xe*—e*+1
x B x T ox(e*=1)
1 1
xf(1 241
:xe (1 x+xex)
x(e*—1)

B xe* xe* —e* +1
T \lex—1 x2ex
_ xe* e* x—1+e™™*
T \lex—1 ex x2
x—1+e™™*
2

)f(x)

La Question : Il) 3) b)

-1 -1 -
i (1270) g ()

o x—14+e™* )
=\ ) e
! 1
= —X = —
2 2
Mai i x—1+e™\ 1 )
ais pourquot  lim, 7 =3

x>0t x% 0F
1 1
2 2
- 1 e *+x-1 _ 1
er(I)l*' x2 - 2
x)—1 1
Ainsi @ lim <&) =—
x—-0*t X 2
 (f)—f(0)) 1
= lim [———= | ==
x—-0t x—0 2
f est dérivable a droite
=3 , 1
en 0 et f;(0) =5
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(Cf) admet la demi — droite (A)

1
de coef ficient directeur 5 comme

tangente a droite en (0,1)

1
@) ¢ y=5x+f(0)

La Question : 11) 4) a)

Comme x — xe* est dérivable sur 0, +oo[ comme
étant produit de deux fonctions dérivables. Aussi la
fonction x — e* — 1 est dérivable sur ]0, + o[
comme étant somme ( différence de deux
fonctions dérivables ) ; et vx >0 ; e*—1+#0.
Alors f est déerivable sur 10, + [ comme étant
quotient de deux fonctions dérivables sur 10, +oo[ .
soit x € ]0, 4+ oo[ :

, xe*
ror=(22)

_ (e +xe*)(e* —1) — (e*)xe”

, _ (xe*) (e* — 1) — (e* — 1) xe*
- (ex — 1)

(5 =12
_ef(1+x)(e¥ — 1) — xe?*
B (e — 1)
_ ex((l +x)(e*—1)— xe")
- (ex — 1)
_e*(xe* —x+e* —1—xe”)
- (v =12
_e*(e*—1-x)
"o

La Question : 1) 4) b)

(e* —1)2 >0 ; toujours

Ona:|e*>0; toujours
e*>1+x; I2)b)
e*(e*—1-—x)

Donc : ———>0 ; Vx>0

(e —1)?
C—a—d : f(x)>0 ; Vx>0
C—a—d fest 7surl0,+oofainsisur[0,+oo[

La Troisieéme partie

La Question : I11) 1)

Soit la proposition P(n) : u, > 0.
Pour n =0, on au, > 0. donc l'instance P(0) est
vraie. Soit neN et on suppose que P(n) est vraie .

P(n) est vraie = u, >0
= f(u,) > f(0); fest 7[0,+oo[
= flu) >1
= In(f(u,)) >Inl ; In est 7]0,+[
= Uy41 >0
= P(n+1) est vraie
P(0) est vraie
P(n) = P(n+1) ; VneN
Alors: (vneN) : u, >0

Ainsi on a trouvé : {

La Question : 1Il) 2)

N2)c) = 0<In(f(x))<x; Vx>0
= 0< ln(f(un)) <u, ; caru, >0
= 0<uyy <u, ; VneN
= (Up)ney €St Strictement \

= (Up)neny COnverge car minorée par 0

La Question : 11l) 3)

f est une fonction définie sur [0, +oo] .
Onad'apres )2)c) : (Vx> 0) ; In(f(x)) < x .
Autrement-dit : vV x € |0, +oo[ ; In(f(x)) # x .

Mais In(f(0)) =In1 = 0. Donc la seule solution de
I'équation In(f(x)) = x est 0 dans I'ensemble
10, +o[ U {0} = [0, +oo[ . C-O-d dans [0, +o].

Rappel : Soit f une fonction numeérique continue
surunintervalle I de Rtel que f(I) c I

Et soit (u,), une suite récurrente définie par
Upsq = f(u,) , avecugel .
Sila suite (u,),, converge verslalimite I, et lel
Alors (D) =1.

Onpose Vxe[0,+[ ; @(x)=In(f(x)).
@ est continue sur [0, +oo[ car c'est une
composition de deux fonctions continues

(f et In). Et f([0,400[) =[1,400].

On aaussi @([0,+[) =In([1,+[) = [0, +oo[ .
Comme (u,), est convergente vers [ alors d'apres
le rappel, la limite [ vérifie (1) = L.

C-a-d: In(f())=1. d'ou I =0 = lim,,(u,)

How Dot po IT ?
| WANT TO DO \T
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Le Cinquieme Exercice

La Question : 1) a)

On pose Y(x) =

; Vx>0

1
Vo -1

Y est une fonction continue sur 0, +o[ comme
étant une composition bien définie de trois
fonctions continues.

Onremarque que (Vx>0); ¥(x)>0.

Donc le signe de I'intégrale [ ¥ (t) dt depend de

l'ordre enfre In2 et x.Si x<In2 = [* ¢()dt<0.

Six>In2 = [ p@®)dt>0

La Question: 1) b)

Rappel : Si f est continue surl et ael .
Alors f admet des primitives sur I . En particulier f
admet une primitive ¢ qui s'annule en 0 et qui

vérifie - {Vxel (p(x) —f f(t)dt et @(a) = 0
vxel ; ¢ (x) = f(x)

Onay est con’rmue sur 0, +oo[ etIn2 €]0, +oof
Alors ¥ admet une primitive F qui s’annule en In 2

Vx>0 ; F(x)—f1 ,W(t)dt et F(an)—O
Vx>0; F(x)=9X)
Donc F est dérivoble sur 10, +oof .
' 1
Et vx >0 ; F(X)—ﬁ

Avec :

La Question: 1) c)

>0

Vx>0 ; F(x)=yk) =

1
ve* —1
D’'ou F est strictement croissante sur 10, +oo] .

La Question : 2) a)

On pose u =+e* — 1. la fonction u(t) est dérivable
sur ]0, +oo[ comme composée de deux fonctions
continues .

. du et u +1
dt Zwet 2Uu
dt (2u>d
= =
uz+1 v

t=n2 © u=1

t=x © u=+ve*¥-—-1
1 1
) =—
et—1 u

u=+ve*x -1

L'intégrale devient alors :

LG @ )
=2f (u2+1)

= 2[arctanu]{¢ 1

= Z(arctan(\/ex — 1) — arctan(l))
=2 (arctan(\/ex — 1) — %)
=2 arctan(\/ex — 1) —g

Vve*—1

La Question: 2) b)
xlir(r)l+ F(x) = xli%L (2 arctan(\/ e¥ — 1) — g)
= (2 arctan (\/ﬁ) - E)

2

= (2 arctan(0) — g)

—2x0-—2
B 2
—TT

2

lim F(x) = 11m (2 arctan(Ve¥ — 1) — —)

X—+00

T

=2 lim arctant | ——
t—>+o0 2
t=Vve*—1

La Question : 3) a)

F est une bijection de 10, +o[ dans F(]0,+[ ) car F
est continue et est strictement croissante sur ]0, +oo[

F 10,400 +— F(0,+oo[)

x 1
X — ( )dt
n2 Wet —1

F(]0,+Oo[) - ]xll»r(l)l+F(x) z xl—i>r-|I-100 F(x)[ B ]%n’g[
F:]O+w[%*]_nn

x 1
X — ( )dt
n2 Wet —1
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La Question: 3) b)

—T
-3l
X — Zarctan(\/ex — 1) —g

F : 10,400 +— ]

F est une bijection Alors :

(vve |5 30) @relo+eD) : vy =7

(soitye ]Tn,g[)(alors Alx€]0,+o[) : y=f(x)

& y= 2arctan(\/ex - 1) —g

= (g + %) = arctan(\/ex — 1)

= tan(%+%)=ex—1

tan (%) + tan (%)

= 1—tan(32—/)-tan(%)=ex_1

tan(x)+1_ N

—\2) "~ x

= 1 —tan (%) ) !

Yy _ Y
- (o) =)

2 2
= 2 =e*
1—tan (32—/)

< In W = In(e®)

LA
< In(2) —1In (1 — tan (E)) =x
Remarque : il est trop facile de montrer que :

In(2) —In (1 - tan (%)) >0

Finalement :

P S

y — In2 —1n<1—tan(%)>

| — 10,+ef

Le Premier Exercice

La Question: 1)

card(R,) Ct 1

P(Ry) = card(Q) C_é T2

card(B,) ci 1

p(By) = card(Q) cl 2

La Question : 2) a)

1

Cy 4
By/R;) = — ==
p(By/Ry) C71 7

La Question : 2) b)

Cs

By /By) = =
P( V/ U) C.61 3

La Question : 3)

p(By) = p(Ry N By) + p(By N By)
1 4 1 2 13
=X toXo =
2 7 2 3 21

La Question : 4)

8
p(Ry) =1—p(By) = 71
=p(Ry) X p(By/Ry) + p(By) X p(By/By)

Résumé :

7N

B 3 | Ry

7N NS

[ Ry ) -

1 N 7N\

_ — [ BV |

7 N

/'/ - \k\

fn - 15 Ry

2 “/B N 3

N (B

3 \Y
Rien| | On tire On tire Fin
n'est de de de
fait | | I'urne U 'urne V I'exp
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Le Deuxieme Exercice

La Question: 1)

(E,*) est un groupe commutatif car :

+ est une loi de composition interne dans E
* est associative dans E

M(0) est I'élément neutfre dans E

Le symétrique de M(z) est M(—z) dans E

* est commutative dans E

Je vous laisse le soin de vérifier ces assertions.

La Question : 2) a)

Il est tres facile de montrer, a I'aide d'un simple
calcul matriciel, que :
V(z,2)eC ; p(zx2z) = p(z)x oz

La Question : 2) b)

Montrer tout d'abord que ¢ est bijective :
(I'équation ¢(z) = M(a) admet une seule solution
dans C* ). Et & partir de I'isomorphisme ¢,

on écrit : (C*,x) = (p(C*) ,x) = (E*,X) .

le groupe (E*,x) hérite ses caractéristiques du
groupe (€*,x) via I'isomorphisme ¢.

La Question : 3)

(E,*,x) Est un corps commutatif car :

(E,*) Est un groupe d’élément neutre M(0).
(E\{M(0)},x) Est un groupe.

x Est distributive par rapport a *

x Est commutative dans E.

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

A I'aide d'un simple calcul, que j'ai fait dans mon
brouillon, On montre facilement que :

r=((V3-1)a- i))2 ©

La Question: 1) b)

T
zl=[4;§
oo

La Question : 2) a)

(D):z=%(1+ix/§)z‘

1 i3
= (D) (x+iy>=(§+17)(x—iy)

e (D): V3y—x=0

La Question : 2) b)

Tout d’'abord, vous devez montrer que b? = 2a
2b 7 sy , .
et —= b al'aide d'un simple calcul sur des

nombres complexes: a=1+iV3 et b =+3 +1i.
En suite :

b? _ 2a
(z =b)(z—b) (az—2b)(z—b)

- (az'be) (sz)
- (=)

B 2
~@-b)-(z-b)
B 2
|z —bl?
La Question : 2) c)
b? 2

@ -b0)@a—b Jz—bE "

= 5)G) e
= (7p)x=p) e

~ ans((7=5)<(=5)) 2ot

Zy' — Zp Zy — Zp
Zp —Zp\ _ Zy — Zp

= arg =ar T
Zy' — Zp ZO — Zp

(W”;\W) = (W’TW) (7]
(BO) est la bissectrice de l’angle (W/,\B—M’))

(D) est la bissectrice de l'angle (W; BM’)
car O e (D) et Be (D)

U

U

U
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Le Quatrieme Exercice

La Question: 1) a)

lim f,(x) = 4+
xX—+0c0

W _ =

(C,) admet une
branche parabolique

. ! .
lim suivant | axe des abscisses

x—-+0 X

l'axe des ordonnées
lim f,(x) =+ = estuneasymptote
0 .
= verticale pour (C,)

La Question: 1) b)

' 1 n x+n
Vx>0; fn(X):;+x—2:x—2>0
X 0 + oo
fo () +

+ 00

fn /

—00
La Question: 1) c)
y
(C2)
X

La Question : 2)

f,, est continue et strictement croissante sur |0, +oo].
Donc c'est une bijection de 0, +oo[ vers f,(]0,4+oo[)
fn(]op +OO[) = ]_OO' +OO[ = R .

La Question : 3) a)

fn ¢ 10,+0[ — R est une bijection
= (VyeR)@!'xeR) ; fu(x) =y
= (poury=0eR)(3'a, €]0,+[) ; f,(a,) =0
= (YneN")(3!a, €]0,+[) ; fo(a,) =0

La Question: 3) b)

-1
for1(X) — fn(x) = >y <0; Vxel0,+of

= Vx>0 firi() <fulx)

La Question: 3) c)

fn+1(an+1) - fn+1(an) =0- fn+1(an)
n+1

= —In(a,) +

n

n 1
=—1n(an)+a—+—

n n

= — <1n(an) - a%) + 1

an

=—>0; car a, >0

= fn+1(an+1) - fn+1(an) >0 ; Vn = 1
fn+1(an+1) > fn+1(an) A 4 (= 1

fot1 (far1 (@n41)) > fai (far1(@n)) 5 vn=1
car f; 4 est croissante

vn=>1

U

U

= Api1 > Ap

= (a,)n>1 est une suite strictement croissante

La Question : 4) a)

On pose p(x) =lnx —x

X 0 1 +o0
o) ¥ {) -
-1
® / \

= (Wx>0); e(x)<0
= (x>0);Inx<x

La Question : 4) b)

a, >0 = In(a,) < a, ; selon4)a)

n n
= In(a,) ——<a,——
a

n n
a%—n
= fula) <=
n
a,%—n
= 0<
an

= a’2-n>0; car a, >0

U

la,| >vn ; avec |a,| =a, >0
= a,>Vn = lim(a,) =+w
noo

n

+ oo
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La Question : 5) a)

Utiliser le théoreéme de la médiane :

f est continue sur [a, ,a,,+1] € 10, +oo[

Ona :
(VneN") ; a, < apqq

¢, €la,,an41]

Alors : f n+1fn(x)dx = (an+1 - an)fn(cn)

1 An+1
—an-[a fn(x) dx = fn(cn)

= 3¢, €ela,,a41] ;
Opy1 —

= (VneN)@ ¢, €lay, ani1]) 5 I = fulcy)

La Question : 5) b)

Cn € [an Jan+1] = ap S Cp = Upyg

= fn(an) S fn(cn) S fn(an+1) ) le /l

n
= 01, <In(a,4q1) —
n+1
n 1 1
= 0= In < ln(an+1) - - +
n+1 On+1 On+1
n+1 1
= 0<1I, <In(ay41) —
n+1 an+1
= 0<1I; < fupr(any1) +
n+1
= 0, <0+
Ant+1
1
= [0, < ; VneN*
Xn 41
La Question : 5) c)
lim(a,) =lim(a,;1) =40 = 0<[, < ( )
nee neo An41

= lim(/,) =0
Mnoo

Le Cinquieme Exercice

La Question: 1) a)

1 .
X == est continue sur [n, +oo[ € [2, +00[

= x— ﬁ admet des primitives sur [n, +ool.
En particulier g,, (x)

I 1
= gn(x)=m ; Vx=n

La Question: 1) b)

. 1
gn(x)=m>0; Vx=>n

= g, est croissante tout au long de [n, +oo

La Question : 2) a)

du = dt
t=u-—1
t=n © u=n-1
t=x © u=x-—1

Onposeu=t—-1

Vuz0;Inl+uw)<su
1 1
—2_
In(1+uw) u

x—1 x—1
= L—l (ﬁ)duzﬁl_l (%)du
x—1
n—1>

= g,(x) = ln(

La Question : 2) b)

x—1 )
In(x) = In (n—l) = lim g,(x) =+
X # +oo

400

La Question : 3) a)

gn €5t continue et strictement croissante sur [n, +oo[
= g, est une bijection de [n, + o[
dans g, ([n, +oo[) = [0, +oo[

La Question: 3) b)

gn ¢ [n,+o[ — [0,+oo[ est une bijection
& (Vyel0,+oo[)@lxe[n +o[); g,(x) =y
= (poury=1)Q'u, e[n,+o[); g,(u,) =1
up 1
— (Vn=2)@lu, =n) ; f (—)dt —1
. \nt

La Question : 4) a)

Unttl s n 1 n+1 1
f (—) dt = (—) dt + f (—) dt
u, Int Int n Int

Un
Un+1 1
+ (—) dt
n+1 Int
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La Question : 4) b)

Un+1 1 n+1 1
([ e[ 219
1
signe(up+1 — uy) = signe(n+1—-n) ; car (m) >0
= signe(u,41 —u,) = signe(1) =

= Uy > U Vn =2

n

= (uy)n> est une suite strictement croissante.

La Question : 4) c)

U, =2n = lggl(un) = +o0

Le Premier Exercice

La Question: 1)

E est une partie non vide de M;(R) car c’'est
I'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 qui
s'écrivent sous la forme M(a, b) définie dans
I'énoncé. La matrice 0 est un élément de E car
0 = M(0,0) et (0,0) e R? .

soient M(a, b) et M(c,d) deux éléments de E,

a b -—-b c d —d
M(a,b)—M(c,d)=<0 0 O)—(O 0 O)

b —a a d —c ¢
a—c b—d —(b—-d)
=< 0 0 0 )
b—-d) —(a—c) (a-c)
=M(a—-c;b—d)eE car (Z:;)ERZ

Alors d'aprées la caractérisation des sous-groupes
on en déduit que (E, +) est bien un sous groupe de
M3 (R), +) .

La Question: 2)

Soient M(a,b) et M(c,d) deux matrices de E,

M(a,b) TM(c,d) = M(a,b) X A X M(c,d)

a b —b 1 0 0 c d -—d
=<0 0 0>><<1 1 0>><<0 0 0)
b —a a 1 1 1 d —c ¢

a 0 -b c d -—d
=(0 0 0>><<0 0 O>
b 0 a d —c ¢

<(ac —bd) (ad+bc) —(ad+ bc))

0 0 0
—(ac — bd)

(ad + bc) (ac — bd)
=M(ac—bd ; ad+ bc)eE (%)

car (ac—bd)eR et (ad + bc)eR
Ainsi T est une loi de composition interne dans E.
C’est-a-dire que E est une partie stable dans
(M3 (R),T)

La Question : 3) a)

@ (CXx) — (E°T)
a+ib — M(a,b)

Soient (a + ib) et (¢ + id) deux nombres complexes
non-nuls :

(p((a +ib) X (c + id)) = (p((ac —bd) +i(ad + bc))
= M(ac — bd ; ad + bc)
= M(a,b) TM(c,d) ; selon (x)

Ainsi ¢ est un homomorphisme de (C*,x) dans (E*,T)
En plus ; ¢ est une bijection carI’équation

@(x +iy) = M(a,b) admet une seule solution dans C*
et c'est (a + ib) avec M(a, b) est un élément donné
dans E* . En d'autres termes :

(VM(a,b) e E) @'x+iyeC’) : o(x+iy)=M(a,b) .
Donc la bijectivité de ¢ nous assure I'écriture :
o(C)=E".

La Question: 3) b)

Comme ¢ est un homomorphisme et comme (C*,x)
est un groupe ; alors (¢ (C*),T) est un groupe aussi.
C'est-a-dire que (E*,T) est un groupe.

(1 + 0i) est I'élément neutre dans (C*,x)

alors M(1,0) sera I’élément neutre dans (E*,T)
Remarque 1) : 'homomorphisme des groupes
conserve la structure algébrique des groupes.
Remarque 2) : ¢ est définie de C* dans E* mais pas
dans E parce que I'élément 0 = M(0,0) n'est pas
inversible dans (E,T) .

M(0,0) T M(x,y) = M(0,0) = M(1,0)
M(x,y) T M(0,0) = M(0,0) # M(1,0)
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La Question : 4) a)

Soient M(a, b),M(c,d) et M(e, f) trois €lements de E

M(a,b)T(M(c,d)+M(e,f))=M(a,b)TM(c+e;d+f)
=M(a(c+e)—b(d+f); ald+f)+b(c+e))
= M(ac + ae — bd — bf ; ad + af + bc + be)
Or : M(a,b)T M(c,d)+ M(a,b)T M(e, f)
= M(ac — bd ; ad + bc) + M(ae — bf ; af + be)
= M(ac — bd + ae — bf ; ad + bc + af + be)

Donc T est distributive par rapport  + a gauche.
La distributivité a droite est déduite via la
commutativité de Tdans E.

Finalement : T est distributive par rapport & + .

La Question : 4) b)

D’apres les résultats trouvés ci-dessus, on écrit :
(E, +) est 1 groupe commutatif d élément neutre M(0,0
(E\{M(0,0)};T) est un groupe
T est distributive par rapport a +

Donc d’apres la caractérisation des corps on en

déduit que (E, +,T) est un corps. De plus T est

commutative dans 1. Alors (E, +,T) est un corps

commutatif .

Le Deuxieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

A=4(m+1+D*—-8(m? +m(1 +i) +1)
=4m? +2mA+D)+ A +)?) —-8m* +m(1 +1i) +1i)
= 4m? + 8m(1 + 1) + 4(2i) — 8m? —8m(1 + i) — 8i

= —4m?

= (2im)?

La Question : 1) 2)

_2m+1+D+2im (m+1D(E+1)
B 4 B 2

Z

_2(m+1+i)—2im_(m+i)(1—i)
B 4 B 2

Zy

La Deuxiéme partie
La Question : 11) 1) a)

im+D)(A—-i) 2 im—-mi+i+1)+2

- 2 27 2
im+m—-14+i+2 im+m+1+i

- 2 - 2

_m+DE+1)

iZZ+1:

2 A1

La Question: Il1) 1) b)

ZMI—(A)_Zl—(J)

Ona : =
Zy, —®W 23— W

A+dm+1) A+10)

A-Dm+i) A+10)
2 2

@A+ Dm+1D)-A+0)
ST A=-Dm+iD)-1Q+0)

_@+dDm+D)-1+10)
T A=-Dm+i)—i(1-19)
@+ D)

(A =i(m)

14

11—

o (+0?
EHED)

. . Z —W
Ainsi ;21—
ZMZ—(U

c'est-a-dire : (zy, —w) = eL?n(zM2 —w) .
c-a-d que M; est I'image de M, via la rotation R
de centre Q(w) et d’ongle% .ie:

R%(Q)‘ ®) — P
M, (zy) — My(z)

La Question : 1) 2) a)

ZMZ—m_ZZ—m

Ona : =
ZMl—m Z1—m

A-Dm+i) 2m
2 2

(1+i)(m+1)_2_m>
2 2

_ (1=Dm+1i)—2m

T (A+)(m+1)-2m

m+i—im+1—-2m
T m4+1+im+i—-2m

-m—im+1+1i
im—m+1+1i

_—m(1+ ) +1(14+0)
Com@i-1)—-i(i—-1)

A+ D(Em+1)
(- Dm-D

=) 6=

=
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La Question : 11) 2) b)

On part du fait que les points M, M; et M, sont
colinéaires

= EIk(:‘]R,MM2=kMM1

- akE]R, (ZMZ—ZM):k'(ZMl—ZM)

VA — 7
— TkeR (M):keR
ZMl_ZM

Zy —m
= 7m< )=0

= (=)

x+1y—1 .
= Im l( =0; m=x+iy
X+ly—l

Q

m <xli l_(y - 1)) 0

5 (ix —y—D(x—iy—
= m< x% 4+ (y — 1)?

i)>:0

X2 +xy—x—xy+iy:i—iy—ix—y+1
— Im y 2)’ y 2)’ y
xt+ -1

= x24+y’—y—-x=0
= (xz—x+l)—1+(y2—y+l>——=0
4 4 4 4
1\2 1\ 1
= (x-3) +(y‘z) =2
1\° VZ\’
= (x-3) +(y“ (7)

2
, (V2 11
= |MI|* = -5 avec I(Z 2)

, _ (ABY? .
= |MI| =(T) ; avec I = milieu[AB]

La Question : 1) 2) c)

Les 4 points sont circulaires si : premierement M
n'appartient pas au cercle (') et deuxiemement

si (QM;EMl) = (MM, M) [n] .

=0

(=), (2= <o
ZM, — 20 ZM, — ZM
~ (=) () en

Zy — W ' Zp —m

- () <l(m—1)) R

l

= (m_i) eR

m-—1

m—i
:>1m( >=0

m-—1

x+iy—1i
— (2

x+iy—1

x+iy—Dx—iy—1)

=0
= 1m( (x—1)2+y2
x2—x—ixy+ixy—iy+y*—ix+i—y
Im =0
(x —1)2 + y?

= —y—-x+1=0
= x+y=1
= Me(Q):x+y=1

Cherchons maintenant les points d'intersection
entre (I') et (A) en résolvant le systeme suivant :

x+y=1

(+=3) +(-3) =3

{oubienx=0 =y=1
oubien x=1 =y=0

= W)nM={0O1; @0}

Finalement : I'ensemble E des points M pour que
Q, M, M; et M, soient circulaires est la droite

(A) : x +y =1 privée des points (1,0) et (0,1) .
Autrement-dit : E = (A)\{(0,1); (1,0)} = (A)\{B; 4}
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Le Troisieme Exercice

La Question : 1) a)

On considére dans N?* |'équation suivante :
lpx + yP~! = 2017] . soit (x,y) une solution.
Ona: px+y? l—p=px—-1D+y’ .

(x,y)eN** = x>1 et y>0
= (x—1)=0et y>0
= px—1)>0et yP"1>0carp>5
= px—-1+yP >0
= px+y? l—p>0
= px+yPl>p
= 2017>p

La Question: 1) b)

Par I'absurde, on suppose que p divise y.
Alors : (3keN*) ; y =kp

= px+ (kp)P~1 =2017
= px+ kP 1pP~1 = 2017
px + (kP~1pP~2p) = 2017

=3
= p(x+ kP~ 1pP~2) = 2017
- pelP

p/2017; avec{SSp<2017

) p 1
= p/2017; avec{p¢2017
= absurde

= p nedivise pas y

Remargue : on peut disément montrer que
(x + kP 1pP~2)eN* car x>0 et k>0 et p>5.

La Question: 1) c)

C’est le moment idéal pour faire appel au petit
théoreme de Fermat.

peP?t

P—1=
p/\a=1:>a =1[p] .

Rappel :

Ona:pAy=1,carpnedivise pasydonc y#p .

Donc d'apres le petit théoréme de Fermat , on

écrit: y?~1 =1[p] .Siy = 1 alors ca marche aussi.

Ona px+yP~1 =2017
c-o-d : px+(yP~1 —1)=2016 .

p/px 1
comme _ alors x+yP— —1

p/(P~1 1) p/(px +y )
D'ou: p/2016

La Question: 1) d)

p/(2° x3%2x7)
pe{2;3;7}

p/2016

pe{7}; carp=5

Lol

p=7

La Question : 2)

On a d’'apres les résultats de la question 1) :

si (x,y) est solution de PX +yP~1 = 2017, alors p=7.
Donc il est clair que sip # 7 alors I'équation
n'admet pas de solutions dans N2+ .

L'équation devient : 7x +y® =2017 ; (x,y) e N>

(x,y)eN?>* = x>0 et y>0
7x>0 et y>0
0<2017 —7x < 2017
0 <y®<2017
0<y<2017%

0 <y<3,55
ye{l;2;3}

Ly vl

y=1 = 7x+1=2017

2016
= x == 288

y=2 = 7x+2°=2017

2017 — 2°
= x=——"= 279

y=3 = 7x+3°%=2017

2017 —3°
= ——— =[184]

= x
7

Inversement : On vérifie aisement que les couples
(288,1) , (279,2) et (184,3) vérifient-bien I'équation
7x +y® = 2017 . Finalement : I'ensemble des

solutions de cet équation est défini explicitement
par: § ={(288,1); (279,2); (184,3) }
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Le Quatrieme Exercice

La Premiére partie

La Question: 1) 1) a)

1\ -1
. — . _ — . _ t
xll)r(r)hf(x) = ler51+ (1 + x) ex = tl_&r_n()()(l t)e

¢=—1

k'Y

= tl_i}r_ng()(& —tet)
=0t-0"=0
= f(0)

Ainsi : f est confinue en 0 a droite

La Question: 1) 1) b)

lim

x—-0+

f(x) —£(0)
x—0

= lim —t(1 —t)et
-1
X
= lim (—tet + t2e?)
¢ Loty
= 1i — i —e2
Jim (—te) + tim 4 (5e7)
= tlim (—te?) + 4M§mm(ye”)2

=—0"+4(07)>=0€eR

Donc f est dérivable & droite en 0 et £,;(0) = 0

La Question: 1) 1) ¢)

Comme x ._>§ est dérivable sur 10, +oo[ ,
alors x +— (1 + %) est aussi dérivable sur 0, +oo] .

-1 ;.
comme x — — es’r dérivable sur ]0, +oo[ et x — e*
-1

et aussi derlvoble sur]0,+o[etvx>0; ex >0

Alors x — e« es’r dérivables sur 10, +oo[ .

comme x +— (1 + ;) est dérivable sur ]0, +oo[ ,
-1
et comme x — ex est dérivable sur )0, +oo[ alors le

produit est dérivable aussi sur ]0, + o] .
-1
ainsi x — (1 + %) ex est dérivable sur 0, +oo| .

soit x€]0,+oo[ :

, 1\ -1 -1y’ 1
f(x)=(1+—)ex+(ex)(1+—)
X X
-1 -1 /=1y -1 1
=—ex +<—)ex(1+—>
X X X
-1 -1 1 -1 1
=—ex +—ex(1+—)
X X

1 -1 1
=—Zex< 1+1+)
X

La Question : 1) 2) a)

lim f(x) = lim (1 +%) e_Tl

xX—+0o0 xX—+00

— i —t
= t1_1)r51+(1 +t)e

1
=5

=(1+0)e’=1

La droite d’équation y = 1 est une asymptote
horizontale & (€;) au voisinage de +o .

La Question : 1) 2) b)

! 1 ;1 '
Comme f (x) =sex alors vx>0; f(x)>0
donc f est strictement croissante sur 10, +oo] .

x 0 +o0
£ +
1
f
0

La Question: 1) 3) a)

= x*(1-3x)=0
N {oubienx=0

oubien (1—-3x)=0
< (1-3x)=0; carx>0
< (1-3x)=0; carx>0
- _1

*=3
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Donc le point (% ;0,2) est un point d’inflexion pour
la courbe (C) .

La Question : 1) 3) b)

\ .
1 1 an
\ ’ i

La Deuxiéme partie

La Question : 11) 1)

Rappel : Si f est continue surl et ael.

alors f admet des primitives sur I'intervalle 1.

En particulier f admet une primitive ¢ qui s’annule
en a telle que :

vxel ; @(x) =fxf(t)dt ; ola)=0
vxel ; <p'(x) =;(x)

Dans cet exercice, f est continue sur I'intervalle
10, +o[ et 1 €]0,+[ . Alors f admet une primitive ¢
vxel0,+oo[ ; @(x) = [ f(£)dt = —F(x)
¢(1) =0 ,

et ¢ est dérivable sur 10, +oo[ ; ¢ (x) = f(x) .

Donc F est continue sur 10, +oo[ .

telle que

La Question : 1) 2) a)

[e=£(3)

La Question : 1l) 2) b)
[+ )eFae= [ (7)arr [ 1(e7)ae
= Jl(%-e%l)dt+

x>0

= e_l

1 -1
=e " —xex ;

La Question : Il) 2) c)

il suffit de remarquer que :

(e?)

’ ’

-1 -1 -1 1 -1
=1-ex +<ex)

-x=97+—2-x-e7
X

-1

e x
= f(x)
1 1 1 -1
Donc 0f(x)abc=]0 (1 +;)ex dx

1/ 42 '
=f0 <x+1 f(x)) dx

xz !

[ o]

12 02
=<1+1f(1))_<0+1f(0))
=1f(1)

2
-

La Question : I1) 3)

a=| FOlde = | Far
’ 1 ’ 1
- fo F(t)dt —fz F(t)dt
e !l — (e‘l -2 6_71)
2e

)
263)
)

Z1
2

I

2l 1171

2cm) X (2cm)

1
8e2 | cm?

NEVER GIVE UP
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La Question : Il) 4) a)

La fonction f est une fonction continue sur ]0, +oo
et 1€]0,+o0[ . Alors f admet une primitive ¢ qui
s'annule en 1 définie comme suit :

o() = [} f(©)dt = —F(x)

p(1) =0 . Alors pour tout n dans N*

¢ () =f(x)

on obtient = | ¢ est continue sur [n,n+ 2]

@ est dérivable sur |n,n+2[ °
Ainsi d’apres le théoreme des accroissements finis
appliqgué a ¢ sur [n,n+ 2] on écrit:
. . 942)—oMm) _
vn=0; v, eln,n+2[; D)o = ¢'(v,)
c-O-d: Fn)—F(n+2)=2f(v,) .

c-a-d: u, =2(1+Ui)eﬁ .

n

Finalement :
-1

vn=>0; v, eln,n+2[; un=2(1+vi)eﬁ .

n

La Question : 1) 4) b)

On a prouvé, dans la premiere partie , la
croissance de la fonction f sur 0, +oo[ . soit ne N*,

= v, eln,n+2[ ; u, =f(v,)
n<v,<n+2 = fM<flw)<fm+2)carf 7
= 2f(n) <2f(v,) <2f(n+2)

1\ -1 1
= 2(1+—)e7<un<2(1+ )em
n n+2

La Question : 1) 4) c)

1y -1
lim2<1 +1—l)e7 =2(1+0)e =2

noo

1 -1
lim2(1+ )em =2(1+0)e =2
n+2

noo
=1
) en+2

1\ =1
= 2(1+—)en <un<2(1+
n n+2

/{

2 2

Finalement : lim(u,) = 2
Mnoo

La Troisiéme partie

La Question : 11I) 1) a)

Soit ¢ la fonction numérique définie sur R* & valeurs

-1
dans Rt par: y¥(x) =ex .il est clair que y est
continue et strictement croissante sur 10, +oo] .

1
car x>y = —<-—
y
-1 -1
= —>—
x y
-1 ot 3

= ex >eV

= P& >YP(y)

Donc ¢ est une bijection de 0, +oo[ O valeurs
dans ¥ (]0,4+[) .

(10, +e0]) = | lim ¥(0) 5 lim ()| =10,1[
Donc y est une bijection de 10, +oo[ dans 10,1] .

P+ 10,40 — 0]

x — P(x)
& (Vyelo1[),3'xe]0,+oo) : Pp(x) =y
ou (Vxel0,+oo[), 3! yel0,1[) : p(x) =y
joliment (VneN*),(3! B, €10,1]) : Y(n) =B,

< (vneN*), (3! B, €]0,1[) : e%l=ﬁn (*)

La fonction f est aussi une bijection de 10, +oo[ O
valeurs dans ]0,1[ car elle est continue et elle est
strictement croissante sur ]0, +oo| .
f i 10,+0o[ — ]0,1]
x — f(x)
c—a—d: (Vyelo1[), 3! xe]0,4+[) : y=f(x)
(pour B, €]0,1[), 3! @, €]0,+00[) : B, = f(ay) (+*)

De () et (xx) on conclut :

(VneN*),(3! a,, > 0) : f(ay) = e_Tl

La Question : 111) 1) b)

SoitneN*c-0-d n>1

1 1
n+1>n & ——<— ; passage al'inverse
n+l n
-1 S -1 N i
11> 7,  bassagealopposé

-1 -1
entl >en ; Expest 7 etbijection

f(an+1) > f(an) y d’aprés 1)a)

an41 > a, ; f estbijectiveet 7

=4

g 1071

(@y)n>1 estune suite 7
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La Question : 1lI) 1) ¢)

-1 1y 22 =1
flay) =e = <1+—)e“n=en

an

1y =t -1
< In (1 +—> et | =In (67)
aTl
1 -1 -1
< In (1 + —) + In <e“n> =In (eT)
an

1 1
= ln(1+—)——
an an

-1
n

La Question : 111) 2) a)

D'une part, On a:

1 1-(12-t%) t?
() -0 ==
1+t 14t 1+t

(pourt=0); t?=0et (1+t)>0
t° >0 D’OL‘J'< L ) 1-t)=>0
e AVETAS e

Donc:

c-0-d: (%H) >(1-t) = (1)

1 A+ -t+t>) -1
1—t+t? —( )z
( +t9) 1+t 1+t
t3
T1+t

(pourt=0); t3=0 et (1+t)>0
t3 =0
1+t

\ 1
D'ou: (1—t+t2)—(1—+t)20

Donc:

Ainsi: (1—t+t?)> (%—I—t) ws (2)

1
Det(2) < 1—tsI:7s1—t+ﬂ (Vt = 0)

La Question : 111) 2) b)

1
Soit x>0, (1—x)£(—>£(1—x+x2)
1+x

1
@—xs( )—1S—x+x2
14+ x

= f(—l)def(ﬁ—l)dxS_[(—x+x2)dx

Car la continuité est vérifiée.

= _—xz<—x+ln|1+x|<_—xz+x—3
2 - 2 3
—x2 —x2 x3
= TS—X+1D(1+X)ST+?

La Question : I1I) 3) a)

Alw

et =2
-1
Fla) = f); car |[fla)=e?

f()=2e7!

& a4 =1; festbijectiveet 7

I
y

On consideére la proposition suivante :
P(n) : a,=>1

Pourn=4,ona a, =1.Donc P(n) est vérifiée.
Soitn > 4 et on suppose que a,, = 1.

Comme (a,),> est croissante ,

Alors a, 11 = a, =1.Donc P(n + 1) est vérifiee.
P(4) est vraie

P(n) =>Pn+1); vn=>4"
DoU:Vn=4: q,>1.

Ainsi :

La Question : I1l) 3) b)

On a d'apres la question 1)c) :

—+1n(1+—>=—

a, a, n
1 1 1

o ln<1+—)=——— w (%)
a, a, n

1
D'autrepart: a,>21 & —=1>0

—1/1? 1 1
= () ==(3)+m(1+o)
2 \a, a, a,
3@ 36

T2 \ay, 3\a,
Et cecid'apres 2)b) :

-1 -1 1 1 -1

1
+— ; selon (¥)

202" a, a, n- 2a? 3

-1 -1 -1 1

& —S<—=<-—+-—=
202~ n " 2a? 3ad
& —2a? ! + < —2a? <_—)<—20(2 !
"\2az 3a3)” " - M\2df
2 2a,
= 1- < <1
3a, n
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La Question : 1lI) 3) ¢)

U

<1 ; d aprés3)b)

U
W] =

IA

[UnN

I

U
W] =
IA

IA

n
Q%SE s carn>4>0

oS

|
T

IN

:Q

IN
ST

|
TS
N———

IN

1S}

=

b

+
8

= lim(a,) =+
noo

La Question : 111) 3) d)

lim(a,) = +
noo

1-0=1

= lim (1 —
noo

Ban) =1- 3(foo) -

Le Premier Exercice

La Question: 1)

La loi de composition interne :

Soient a et b deux éléments de G :

0<ax<l1
0<bx<1

= 0<(a+b)<?2
= E(a+b)e{0;1}

{OS(a+b)S1 si E(a+b)=0
1<(a+b)<2si E(at+b)=1

{0S(a+b)—0<1 avec E(a+b) =0
0<(a+b)—1<1 avec E(a+b) =1

{0S(a+b)—E(a+b)<1 avec E(a+b) =0
0<(a+b)—E(a+b)<1avec E(a+b)=1

= ax*xb el

(a,h) eG? = {

Deuxiéme méthode :

(VmeZ)(VxeR) : E(m+x) =m+ E(x)
(VxeR) : E(x)€eZ
(VxeR) : E(x)=0 © 0<x<1

Rappel :

Soient a et b deux éléments de G :

axb=(a+b)—E(a+b)
E(axb)=E((a+b)—E(a+D))
E(a*b)=E(a+b)—E(a+b)
E(axb) =0

0<axb<l1

axbel0,1[=G

axbeG

A

La conclusion: V (a,b) €G> ; axbeG

Donc * est une loi de composition interne dans G.
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La Question : 2)

La loi * est commutative dans G puisque :

V(a,b)eG?; axb=a+b—E(a+b)
=b+a—EMD+a)
=bxa

Pour I'associativité, on considére frois éléments
a,betcdansG.D'une parton a:

(a*b)*c=(axb)+c—E(axb+c)
=(a+b—E(a+b)+c—E(a+b—E(a+b+c)
=(a+b+c)—E(@a+b)—E(a+b+c—E(a+b))
=(@a+b+c)—E(@a+b)—E(@a+b+c)+E(a+b)
=(a+b+c)—E(a+b+c) w» (1)

Et d’autre part :

ax(b*xc)=a+b*xc)—E(a+b=c)
:(a+b+c—E(b+c))—E(a+b+c—E(b+c))
=(a+b+c)—E(Mb+c)—E(@a+b+c)+E(MD+0)
=(a+b+c)—E(a+b+c) » (2)

A partir des résultats (1) et (2), on remarque que

(axb)xc=a=(bxc).ce quiveut dire que * est

associative. Attention a ne pas utiliser I'égalité

E(x +y) = E(x) + E(y) car elle est conditionnée,
ce qui montre qu’elle n'est pas toujours vérifiée.

La Question : 3)

Soit e I'élément neutre de la loi * dans G .
Onécritalors:a*xe=¢*a=a ; VaeG .

axe=a < at+e—E(a+e)=a
< E(a+e)=c¢

oubien 0

oubien 1

< ¢=0car 0€[0,1[=G

= sz{

D’'ouU I'élément neutre de la loi * dans G est le
nombre O .

La Question : 4)

Etudions maintenant la symétrie des éléments de G.

Soit a un élément de G et soit a’ son symétrique
dans G. = a*a’=0

= a*a —E(a+a)=0

= a+a =E(a+da)

— a*a'=E(a+a’):{0ublen0

, oubien 1
N {oubien a+a’ =0
oubien a+a =1
N {oubien a: =—a
oubien a =1—a
- {oubien a =(-a)e]-1;0]
oubien a = (1—a)e[0;1]
= a=0-a)el0;1[=G

La conclusion :
(VaeG)(@'a =(1—a)eG) : a*a =da xa=0

La Question : 5)

Soit d résoudre dans G" I'équation suivante :

1
X kX koo kX =—
N—— ——
n fois n
neN
n=2

Tout d’abord, remarquez que x *x = 2x — E(x) .
x®) =xsxx*x=x%(2x—E(x))
=x+2x —EQ2x) —E(x + 2x — E(2x))
=3x—EQ2x)—E@Bx)+ E(2x)
=3x — E(3x)

x® = 4x — E(4x)
x®) = 5x — E(5x)

xM™ = nx — E(nx) ; avérifier par récurrence !

(vn > 2) soit (Q,): x™ =nx — E(nx)

avec : xU = xxxxxx-xx
SN~—— ——————
n fois
pour n =2, ona : x*x=2x—E(2x)

Donc (Q,) est vérifiée . soit n e N fixé tel que n > 2
et on suppose que (Q,,) est vraie .

(Q,) est vraie = x™ =nx — E(nx)

xD = x % x™ = x x (nx — E(nx))

x ) = x + nx — E(nx) — E(x + nx — E(nx))
x™tD) = (n 4+ Dx — E(nx) — E(x + nx) + E (nx)
xD = (n+ Dx — E((n + Dx)

(Q)n41 est vraie

L A

(Q,) est vraie
(Qn) = (Qn+1) ; Vn>2

D'oU (Vn =2) ; x™ =nx — E(nx) w (%)

Ainsi : {

A I'aide de () on résout aisément I'équation
£ 1. |x€G
“n’ In>2,neN

1 1
x™W == o nx—Emx)=-
n n

1
= ——=F
nx - (nx)
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n=>2 & Emx)e{0,12,-,(n—1)}
= (nx — %) €{0,1,2,---,(n— 1)}

{1 n+1 2n+1 n(n—1)+1}
& nx e {— ;

) ) )

n’ n n ’ n

1 n+1 2n+1 nn—1)+1
= —_ . "oeee
YENn2 TR T n2

D’ou I'ensemble des solutions de cette équation
est défini explicitement par:

)

5_{1 n+l 2n+1 _n(n—1)+1}

n?’ n? nz '’ n?

Par exemple : I’équation x® :% admet
exactement neuf solutions dans [0,1] , les voici :

_{ 1 10 19 28 37 46 55 64 73}
97 181’81’81°81°81°81°81°81’81

Le Deuxieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

Rappel
Formules
D'Euler sin(x) =

2 (ei(%) - e_i(x%y)> ¢I(7")

2

= ei(W) — e_i(W)

— eix _ eiy

De méme : cos (x ;y) = l(ei(%) - e“(%))

2c0s (152) (7)< 2 (o107) - 157)) ()

ei(x—y-zkx+y) 4 el,(—x+y2+x+y)

=e* + eV

La Question : 1) 2)

Résolution de I'équation (Ey) dans C .

A= (=20)% +4(1 + %)

= —4 + 4 + 4?0
= (2¢1)°
2i — 2e" . in
Z=———=i—¢e% =2 — ¢t
2 1o
E_Q l'Z_
= 2isin 2 e ?
2
T 0 i(£+g)
= 2isi (___) )
isin 173 e
2i+2e° o mo
Zy=————=1i+e" =e2 +e'
E_Q i%i
=2 cos| 2 e\’
2

= 2 cos (% - g) ei(%r%)

La Question: 1) 3)

A, B et C sont
colinéaires

2isin (% — %) ei(%‘%)

2 cos (%—g) ei( )

_ it (n 9)
—Lan4 )

Rappel : PN (R,E) = 0[]

Zm_ (ZA —Zo) _

Zg — Zo +

B
NES

= (O_B) O_A)) = arg(i) + arg (tan (% - g)) [2m]
= (0B,04)=2+0[2n]
= (OB, 07) Eg [27]

= (@,m’) £ 0 [n]

A, B et C ne sont
pas colinéaires

OAB Est un triangle rectangle :

2isin G — %) ei(%%)

(T 9)
i\zt+5
e (4 2

Ona: 0A=|z4—zp| = |24l =

n(z-2)~
Sin 4 2

'(” 9)| . la valeur absol
Sin 4 2 , tavateur absotue

=|i|] x 2

=2
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2 cos (E - E) ei(%+%)

OB = —_ = =
|zg — zp| = |zg| 7 2
T 0 l-(L.Q)
=2 —— - x 42
o (5 =3)] % ¢
T 0
=2 ‘cos (Z_E)‘ ; la valeur absolue

AB = |z — 7|

= ZCOS(E—g)e(Z g)—Zisin(z—§>e(Z g)

4 4

= 2(cos<z—€)—isin<z—§>)e(z g)

4 2 4

=12 (cos (g - %) + isin (9 - E)) ei(%+%)

2 2 4
(6 (T 0
= Zel(j_%)el(%+7)
= [2¢"| =2
-z(” 9)+ z(” 9)_1
sin 1737 cos 173"
n(5-) +|eos G- =1
= e —— ] =
Sin 4 ) coS 4 )

() +leosG3)
sin 4 5 cos 4 5

sfn(G=3)] ofeos G5 =
sin 2 2 cos 7 2 =

-9 (e -9 -

& 0A% + 0OB? = AB?

=

D’'apres le théoreme de Pythagore , on conclut
que 0AB est un triangle rectangle en 0 .

Pour que 0AB soit isocele, il suffit qu'il vérifie 0A = OB

o/ 0 T 6
0OA=0B & 51n<z—§)|= COS(Z—E)|
. (m 0
sin(——5 -
= %zl;avec@ET[Zn]
cos (7-3)

4 2 2

T 6 -7
tan(———) =1; avec 6 # —|2n]

T 0 -7
tan(———) =+1; avec 0 :757[27'[]

=
4 2
bien : T 0\ T
o oubien : tan(z—§>—tan (Z)
1
b' ot (E_€>—t (__T[)
oulen-an42—an4
bi (n 9) n[]
oubien : (——=|=—|m
o 4 2 4
bi .(E_€)=__n[]
\ou len : 1 32)5 72 T

bien : ” 9) I kn; kez
o oubien : 5) =g Tk ke
bien : (z—€> = _—n+ k'm; k'eZ
oubten = \472) "4 '
N {oubien : 0 =2k ; keZ
oubien : 0 =n—2k'm ; k'eZ
{oubien : 0 =0[2m]
= .
oubien : 6 = r[27]
S 0 =0[n)

Donc 0AB estisocele Si 0 = 0[n] .

La Deuxiéme partie

La Question : 11) 1)

La rotation r est définie par :

r(af)

P) — P
M(z) — M (z)

U l'£
TM)=M o (zy —2z4) =e3(zy —2zy)

s (Z—a)= e%n(z— a)

i
o z =e3(z—a)+a

V3i

o z'=(%+7)(z—a)+a

Ainsi la rotation r sera définie par :

r(aZ): @ — @
M(z) — M (%+g>(z—a)+a
r(B) =B < zBr—(%+g)(zg—a)+a
o zB:=(%+g)(b+i—a)+a
<b+a—\/§) _(1—\/§+\/§a>
= zZp = > +1 >
La Question : 1) 2)
B'e(0Y) & zmeiR
& Re(zg) =0
b+a—+3
& ———=0
& a+b=+3
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Dans ce cas On refrouve :
b+a-+3\ [1-+3++3a
Zpp = |——F | ti| ————
2 2
,(1—\/§+\/§a> ]
=1 f eiR

La Question : I1) 3) a)

| A(V3)
B(i)
C(~0)
D (2 +3(1 - 2i))

le cas :

Pour le triangle ABCon a :

AB =|i—V3| = /12+(—\/§)2=2

AC = |-i—V3| = J(—1)2 +(—V3) =2
BC=|-i—i| =402+ (-2)?=2

Donc ABC est un triangle équilatéral.

Pour le triangle ACD on a :

AC = =i =3] = |12+ (—V3) =2
AD = [2+V3 - 2V3i— V3| = (22 + (-2V3) =4

DC = =i =2 —V3 + 243 = [(-2=V3) + (2V3 1)’ =IO

On remarque que 2% + 4% =

(V20)°
c-a-d que : AC? + AD? = DC?

c-a-d que le triangle ACD est un triangle rectangle.

La Question : 1) 3) b)

Soit T la translation définie par :

T @) @)
M(z) — M ()

Et Soit r la rotation définie par :

i (P) = (P)
M(z) — M ((; fl)(z—\/_)+\/_>

T(D) =F DF = AC

(zr —2p) = (2. — 24)

(zr =2 =3+ 2V3i) = (i — V3)
—2V/3i+2

zp =2 —i(1+2v3)

A N A

(;+ﬂ>(zp ) + 3

- ZE_(;+@>(2+W 2 —3) 413
o <2+\/§l>(2—2\/_1)+\/_

= =1(1+\/§z)2(1 V3i) +V3

o z;=12—(iV3) +V3

& zp=1-(-3)+3

= ZE=4+\/§

Montrons d’'abord que BEF est équilatéral.

ZB:i
Ona : ZE=4-+\/§
zp =2 — (14 2v3)i
=\/(4+\/§)2+(—1)2
=\/16+8\/§+3+1
= /20+8\/§
Et : BF =|zz —z5| = |2 — (1 + 2v3)i — i
=2 —i(2 +2V3)|
=\/22+(2+2\/§)2

=J4+4+8x/§+12

= /20+8\/§

Et : EF =z —zg|=|2—i—2V3i
=|-(2+v3) —i(1 +2V3)|
=|(2 +v3) +i(1+2V3)|

— [@+v3) + (1+2V3)

—4 -3

=\/4+4\/§+3+1+4\/§+12

= /20+8\/§

On remarque que BE = BF = EF =20+ 83
Donc BEF est bien un triangle équilatéral.
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Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

Rappel : (le petit théoreme de Fermat )

Z/e\];j: 1= a?~! = 1[p]
On a p est un nombre premier. Ona aussiaAp =1
cara<p .Donc c’estimpossible d'avoir p soit un
diviseur de a. Donc, d'apres le petit théoréme de
Fermat, On écrit : a?P~1 = 1[p] . D'oU a(a?~?) = 1[p] .
Et cela veut dire que aP~2 est une solution de (E)
dans Z.

La Question: 1) b)

Soit r le reste de la division euclidienne de a?~2 sur p

Alref{0;1;2; -;p—1}
ap_ZEr[p]

aP~2¢eN
peN

Si =10 alorsp divise aP~! .
= p divise a car p est premier
= p<a
= Absurde car a<p

= r+0

Donca?P?=r[p]l et re{l1;2; ;p—1}.

D'oU a?~! = ar[p] et re A,. Or d'aprés le petit
théoréme de Fermat on écrit :

a1 = 1[p] car peP et aAp=1.

, a’ l=ar[p] ; reA
resumons : { 1 [Pl P
al~ = 1[p]
ar=1
{ [p] ; car "=" est transitive
re Ap

r est donc la seule solution de (E) dans 4,

La Question : 2) a)

On pose p= 31,

pour a=2ona:@lreds); 22 =r[31] (»).
Or, 2° =32 =1[31] = (2°)° = 1°[31]

225 =1[31]

= 2% x 2% =2%[31]

- =)

r=16[31]

B1/G - 10)] =

re Az Alors ref{l1;2;--;30}

= |lr—16/< 31| mm

=

() et (%)

=
=

metmm = |r—16/=0

= [r=16

Poura=3; 3lreds;; ; 3¥°=7[31] ®
Or 3% =729 = 16[31]
= (3%*= (29)*[31]
= 3% =216[31] (%)

Aussi 216 = (2°)3 x 2 = 13 x 2[31]
= 216 =2[31] (x*)

(¥) et (xx) = 324 =2[31]
= 3% x 3% =2 x3%[31]
= 329 =486([31]
= 329 =21[31] ®® car 486 = 21[31]

Qet Y = r = 21[31]

= (®)
comme re€ Az ={1;2; -;30}

(©©)

Alors :

@et ®® = |r—21|=0
=

La Question : 2) b)

Soit x une solution de I'équation (F;)

2x = 1[31]

x est solutionde (F}) < {2(16) = 1[31]

On effectue la soustraction entre ces deux égalités
modulo 31 on frouve :

2(x —16) = 0[31] = 31 divise 2(x — 16)
31/(x —16) car 31 A2 =1
(3keZ) ; x—16 =31k
(3keZ) ; x =31k + 16

=
=

=

Inversement : Montrons que tous les entiers relatifs
de la forme (31k + 16) vérifient-bien I'équation (F;)

Ona : 2(31k + 16) = 62k + 32
62k = 0[31] 3
comme { 31 = 1[31] alors (62k + 32) = 1[31]

D’ou I'ensemble des solutions de (F;) est définie
implicitement par: § = {31k + 16 ; keZ}
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De méme, pour I'équation (F,) : 3x = 1[31]
Sachant que 3 x 21 = 1[31] d apres 2)a)

= 3(x—21) =0[31]
= 31/3(x —21)

{ 3x = 1[31]
3(21) = 1[31]

= 31/(x—21); car31A3 =1
= (3keZ) ; x—21 =31k
= (3keZ) ; x =31k + 21

Inversement, On montre que tout entier relatif de la
forme (31k + 21) est bien une solution de (F,)

Ona : 31k =0[31] = 3(31k) = 0[31]
= 3(31k) + 3(21) = 1[31]
car 3(21) = 63 =1[31]

= 3(31k +21) = 1[31]

D'ou I'ensemble des solutions de (F,) est défini
implicitement par §, = {31k + 21 ; keZ}

La Question : 2) c)

Soit x une solution de (F) dans Z .

x est solutionde (F) & 6x%—5x+1=0[31]
< (2x—1)3x—1) =0[31]
& 31/2x-1)(3Bx—1)

oubien 31/(2x —1)
= oubien 31/B3x—1) ’ car 31€P
- oubien 2x = 1[31]
oubien 3x = 1[31]
o [ou bien x est solution de (F;)
ou bien x est solution de (F,)
o [ou bien x € {31k + 16 ; keZ}
ou bien x € {31k + 21 ; keZ}

& xe{31k+16; 31k +21; keZ}
& S§={31k+16; 31k +21; keZ}

Le Quatrieme Exercice
La Premieére partie
La Question: 1) 1)

foxh(t)dtzfx(et—t—l)dt
=f tdt—ftdt—fdt
(27"
e H

=e* —1———x

2

x2 x
= ex=1+x+7+f h(t) dt
0

La Question: 1) 2)

La fonction h est dérivable sur R tout entier comme
étant une somme de fonctions toutes dérivables.

h'(x)=e*—1; (VxeR)

R (x) <0 e¥—1<0
x<0
x € ]—00,0]

h est décroissante sur ]—o,0]

R (x) =0 e*—1>0
x=0
x € [0,+oo[

h est croissante sur [0, +oo[

tgog 0000

h'(x) - ( +

La Question: 1) 3)

On a d’'apres la question 1) :

xZ X
(VxeR) ; ex=1+x+7+f h(t)dt
0

2 X
= ex—(1+x)=x7+f h(t) dt
0

ex—(1+x)_1 1 xhtdt- 0

it kel NUOLEESS
h(x) 1 1 (*

= Vx#0); 2 _=x_zj;) h(t)dt (%)

Soientx e Ry ette[0,x] . ( t estvariable muette )

E[O,X] = 0<t<x
= h(0) < h(t) < h(x) ;

= 0<h() <h(x)

= J:OdtSJ:h(t) dtsfoxh(x) dt

car h 7 [0, 4o

J'aiintroduit [ dt car la continuité est vérifiée et
aussi 0 < x gardera le sens de I'ordre inchangé

= 0< jxh(t) dt < (x — 0)h(x)

(x) D x2>0

= 0<—J h(t)dt<

Badr Eddine El Fatihi - Ouarzazate - 00212660344136 - www.professeurbadr.blogspot.com -

ion Khmiset 2011 - la page : 273



http://www.professeurbadr.blogspot.com/

= OSM—%S h(x) ; selon (%) = lim<M>=O

X x—0 X
1 h(x h(x 1 h h
= —S—Z)S ) = = 1im<ﬂ>=lim<ﬂ>=0
2 X X 2 x=0t\ x x-0t\ x
1 f—(x+1 h 1 . . .
= 5 < (ch ) < ) + 5 Vx>0 Si (x € R}) on obtient selon la question 3) :
X X
) (1><e - (x+1) (h(x) )
La Question : 1) 4) 5) S 22 >
. o 0t x% 0"
Soient x dans R* et t dans [x, 0] .
1 1
€[x,0] = x<t<0 2 2
= h(x)=h(t)=h(0); h N ]—,0 . Y—(x+1 1
(0) = h(D) = h(0) ] =e0,0] . lim<e x )>=_ ©
= h(x)=>h(t)=0 x-0* X 2
0 0 0
= j h(x)dt > f h(t) dt = f 0dt Si (x e RZ) on obtient selon la question 4) :
X X X
) o 1  h(x) e —(x+1) 1
J'aiintroduit [ dt car la continuité est vérifiée et St ]S 22 = (E)
aussi x < 0 gardera le sens de I'ordre inchangé o
—_ X
X x50
= (O—x)h(x)z—f h(t)dt =0 1 1
0 2 2
X X _
= —xhx) = —f h(t)dt =0 D'ou: lim (ﬂ) =1 (OO)
0 x=0" x2 2
X
= xh(x) < fo h(t)dt <0 De (®) et (OO) on tire la limite suivante :
xh(x) 0 (ef-(x+1D) 1
= —f h(t)dt<—; x>0 91(1_1}(1)<—x2 =35
- h(x) < lzjxh(t) dt < 0 La Deuxiéme partie
X x= Jy
La Question: II) 1
h(x) h(x) M
= ——<—5"—5=0; selon(x)
X X 2

Sur ]—,0[ et sur 10,+oo[ , il est clair que f est

1 h(x) hx) 1 confinue comme étant quotient de deux fonctions
=yt =752 =3 continues et (e* — 1) # 0.
Etudions alors la continuité en O .
1 h(x) e*—(x+1) 1
= —+ < <- ; Vx<O0
2 X x? 2 llm f(x) = llm( ) = llm;
x—0 \eX¥ — 1 x—>0( - 1)
La Question: 1) 5) x
_ i 1 1
— 1m = T
lim <@> - lim (ﬂ) = e°> (€)=
x—0 X x—0 X X — 0
x _ 1 1
=im<e _1) =5 =1=£(0)
x—0 X e
i e* — e - Donc f est continue en 0 .
= 0o ) M Finalement f est continue sur R tout entier.
= (€))ym0 —
=e’-1=0
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La Question : 1l) 2)

lim f(x) = lim (= o) = lim 1

x—+o0 x—4o00 \eX¥ — x—+4oo | €% 1
X X
! 0
+o00 -0

Donc I'axe des abscisses est une asymptote
horizontale de la courbe (€;) au voisinage de +o

l l z =
x—l)r—noo f(x) - x—1>IPoo (ex —_ 1) - e—oo —_ 1
—Q0 —00

0F—1 -1

lim @: lim _r lim( ! )

x—+0 \e* — 1

I

j=n

=
~—~

Jim (FG) + 1)

Il
®
6]
8
/-~
D
Rl R
| D
R
[N
~_—

Donc la droite (A) : y = —x ( la 28™¢ bissectrice ) est
une asymptote & (Cr)

La Question : I1) 3)

On se sert des deux limites suivantes :
) x o (e —=(x+1) 1
;lcl—% (e" - 1) =1 et 9lc1—1>r(1)< x2 ) )

N\ N\

o 1 1 D aprés1)5)
_}cl—r:r(l) e —el |~ g0
x—0
X 1
. <f(X)—f(0)> . [ex=1"
lim|{—————— | = lim| =———
x—0 x—0 x—0 X

o [x—e*+1 _ —x(ex—(x+1))
=lim|—— ) =lim

x-0\ x(e* — 1) x—-0 x2(e* —1)

] e*—(x+1) x 1
—)1(1_r)r(1)—< x2 >(ex—1)__(§)x(1)
__1_ ! 0
=5=1©

D'oU f est dérivable en 0 et f'(0) = _71

La Question : 1) 4)

Il est clair que f est dérivable sur R* car c’est un
quotient de deux fonctions toutes dérivables sur R
avec (e* —1) # 0 ; VxeR"

. x N 1(e*—1)—e*(x)
f(x):(ex—l) = (e* — 1)2
_(1=x)e* -1
Sl
¢ (x)

:W ; o) =1 —-x)e* -1

La Question : I1) 5)

@ est une fonction continue et dérivable sur R tout
entier. ¢ (x) = —e* + (1 — x)e* = —xe*

Remarque: ¢ (x) >0 sur R~ et ¢ (x) <0 sur R*

X —00 0 +oo
@' (x) + -
0
@ / \
| —o0

D’apres ce beau tableau, On remarque que :

VxeR; p(x)<0
dou: VxeR*; p(x) <0

La Question : 1l) 6)

@(x) - -
f'(x) - =

La Question: 1) 7)

Soit (4) la tangente de ¢ en 0.

(8): y=(x—0)f (0)+ f(0)

1
A): y=—5x+1
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La Question : 1Il) 2) a)

1
\ pour x >0 ; f()+§ (;p(x)l)2+
_ 20(x) + (e¥ = 1)?
Cr) T 2 —1)2
x

_2e"(1—x) =2+ (e" — 1)
B 2(e* —1)2

1

4) e* —2xe* —1

2(eX —1)2

La Troisieme partie

La Question : 11l) 2) b)

La Question : 1ll) 1)

(VxeR) ; h(x) =e* —x—1

Sotent : { (VxeR) ; P(x) =e?* —2x—1

Soit g la fonction numérique définie sur R comme
différence de deux fonctions foutes contfinues sur R

Soient x et y deux éléments de R tels que x >y . Pour x>0 = e*>e%; car Expest /7
Alors f(x) < f(y) car f est décroissante sur R . = e¥*—-1>0
Et Org)? OLTJS'Si -x < —y. en posson’r‘délo somme, — R()=0; car h' (x)=e* —1
onobfient: f(x) —x < f(y) -y c-a-d gkx) <g®») — R oest 7 sur R
Ainsi, On a pu montrer I'implication suivante : = h(x) = h(0)
= h(x)=0 (*
x>y = g()<gW) (920 ¢
Ce qui veut dire que la fonction g est strictement pour xeR = 1 (x) = 2% — 2e* — 2x e*
décroissante sur R . et & cause de la continuité, g =2e*(e* —1—x)
est une bijection de R dans g(R). = 2¢*h(x)
g(R) = g(]-o0; o[ ) = Lli‘lloog(x) ; xl_i)rzlmg(x)[ pour xeRt = e*>0 et h(x) =0
lim g(x) = lim (f(x) —x) =0 = (+o0) = = = 2e*h(x)=0
X —>+0 ’
= YPx)=0
xl_i)r_noog(x) = XE@WU(X) —X) = 400 — (=00) = +oo =  YP(x) est 7 sur RF
= x) =Y
Ainsi, g est une bijection de R a valeurs dans R . v = 9(0)
Comme 0 est un élément de R, Alors il admet un = Y0 =20
antécédent a dans R via la bijection g. = X —2xe¥—12=0

Dans le cas général on écrit :
La déduction: x e Rt = e?* —2xe*—-12>0
(VyeR)(3!'xeR) ; gx) =y

2x __ X __
(pour 0 e R)(A!aeR) ; g(a) =0 N € 2xe 1>()

2(e* —1)2  —
A'aeR) ; f(a) =«

, 1
= fxX)+==20
c-a-d que I'équation f(x) = x admet une seule 2

solutiona dans R, ( f(a) = a) — f'(x)>_—1
a , 1
= “—1=a = 0>f(x)2—§;car<p(x)<0
1
= a_1=1;aveca¢0
s —1=1; avec a #0
S e¥=2 ; avec a#0

S a=In2 ; avec a #0
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La Question : I11I) 3) a)

On a vu, d'apres les résultats préecédents, que f est
continue et est dérivable sur R tout entier. Donc

I'application du TAF est valable sur n'importe quel
intervalle [a,b] dans R .

POUF [alun] CR, ElCE]a,un[ : M:f’(c)
U, —«a
= 3Jcela,u,[c R ; fQn) = f@) =1 (o)
u, —a

Ona cela,u,[ c R*

_1 ’ ’
= 7Sf(c)<0; d apres 2)b)

1 <0<l
- — Z
7 ST 2

—1< ) 1
= 7_f(C)<E
. 1
= If@l=5
_ e —re@ 1
U, —a 2

1
= |f(un)_f(a)|szlun_a| ; VneN
1
= |un+1_a|S§|un_a| ; VneN

La Question : I11) 3) b)

Par récurrence, On démontre aisément la véracité
du prédicat P(n) défini ainsi :

@)+l —al=(3) (-

1 0
Pour n=0 ; |1—-In2|<(3) |1-In2]

Ainsi I'instance P(0) est vérifiée (c-a-d vraie)

Pour neN fixé, On suppose que P(n) est vraie

1
(B) estvraie = |u,41 —al < Elun —af
1 /1\"
= funs —al <3(3) 11-al
n+1
= i —al<(3) -

= P(n+1) est vraie

P(0) est vraie

Finalement : {P(n) implique P(n+ 1) ; VneN

D'ou, d'aprés le principe de récurrence, On déduit
+1
que : (vneN) ; [, —al<(3) A-a)

1\" . , -
On remarque que (E) est une suite geometrique
. 1 . 1
de raison 5 Qui converge car |E| <let(l—a)est

un nombre réel. On obtient alors la situation
suivante :

n

uy—al<(3) -0

0

Donc, d'apres le critére de comparaison dans la
convergence des suites numériques réelles, On
déduit :

limu, —a|=0 < limu,)=«a
noo noo

La Question: 1V) 1)

Soient x e Rt et t € [x, 2x],

te[x,2x] = x<t<2x

0<x<t<2x
fO=f)=fO=f2x); fVR
f)=f®) =2f2x)=0

f) =z f(®) =0

2x

(fx) = f(t) = 0)at

A

U

X

e .2 N, Py
J'aiinfroduit [ *dt carla continuité est vérifiée,
et x < 2x gardera le sens de I'ordre inchangé.

2x
= fx)dt =

X

2x 2x
f()dt = f 0dt
X X

= xf(x)=2F(x)=20 (%)

X—+00

I i ()2 !
im x f(x) = lim 1)~ im 1
2

T 12
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Ainsi I'inégalité (x) devient :
xf(x)=2F(x)=0

X ~+oo X Foo

0

D’ou, d'apres le critere de comparaison dans la
convergence des fonctions, on obtient :

lim F(x)=0

xX—+00

La Question : 1V) 2)

Soient x <0 et te[2x,x]

2x <t<x
t<x

f®)=f(x); fest vsurR

te[2x,x] =

U

U

X X
= fdt=>| f(x)dt ; 2x<x
2x 2x

2x
= —f f®)dt = —x f(x)

= —F(x)=—xf(x)

= F)=sxfx) ()

2
lim xf() = lim <x—>

x—-0 \e% — 1
(-®)? 4w
= = = —00
e -1 0-1
On obtient ainsi F(x) <xf(x)
Donc: lim F(x)=—o SO NG

X——00

—Q0

On multiplie les deux cotés de I'inegalité (x) parle
nombre réel négatif G) on obtient :

?2 f()

. F(®)
lim —
x—>—0 X

Donc :

La Question : 1V) 3)

Soit a un nombre réel non nul. f est confinue sur R
tout entier. Donc elle admet des primitives sur R.
En particulier, f admet une primitive ¥ qui s'’annule
en a et qui est définie par :
{Vx6R+ ; Y(x) = f f(t)dt
Y(a) =0

C’est clair que y est dérivable sur R,

Et (VxeRY) ; ¢'(x) = f(x).
2x
Ainsi @ F(x) =f f(t)dt
xa 2x
:f f(t)dt+f f(t)dt

x 2x
=—ff(t)dt+f f)dt
= —(x) +P(2x)

f est évidemment dérivable sur Rt comme étant
différence de deux compositions dérivables sur R*

F(x) =9y(2x) —¢p(x) ; VxeR"
= F(x)=2¢y'(2x) —¢'(x) ; VxeR"
=2f(2x) — f(x)

_ 2( 2x ) X
S T\e2r—1) ex—1
B 4x x(e* +1)

T (=D +1) (e*—D(e*+1)

4x —xe* —x

e?* —1
x(3—e%)
ex —1

Voyons d'abord est-ce que F est dérivable en 0

e F o — 1inm (FB =€)
xlir(l) (x) h xl—r};l) ezx -1

_ 1 3—e*
x—0 (ezx — 60) 2

=1=F(0)

) x(3—e%) i
Ainsi s § F (0 =—"0—7= 5 VxeR
F)=1
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La Question : 1V) 4)
X —o0 0 In3 +o0
F'(x) + 1 + =
0,44
— 0
y

(Cr)
Ouj

Le Premier Exercice
La Question: 1)

E ={Me (P) ; V3BMA =2MM'}
={Me (P) ; V3lzs — zy| = 2|z — 2y}

={ ()E(P) \/—l——x—1y|—2|——x—1y Ly|}

{m afg T

={M(y)6(73) 3((5"6) ”) 4<7_x)}

={M€(?) ; 3(5—\/—_x+x +y )—4(%—\/?x+x2)}

={Me(P); 4—4V3x+3x>+3y? =3 —4V/3x + 4x?}

:{M(;) e (P); —x2+3y2=—1}

:{M(;)E(?); —x? +3y%? = -1 ; (x,y)e]R{Z}
La Question : 2) a)
p={xer; 2150
fon 5
={xeR ; x?-1>0}
={xeR ; (x—1D(x+1)=0}
={xeR ; xe]—oo0,—1] ou x€e[1,+oo[}

soit x € Df alors —x € Df

x<-1 = —=x=>1
x>1 = —x<-1

=0r -1 x2-1
0= o= o=

! A - .
D ou f est une fonction paire

car : |

La Question : 2) b)

x?—1
lim (f(x) —f(1)> = lim / 3 \
)

x—1t x—1
e 1 x—-Dx+1)
= Jim, (x— 1) (/ 3 )

1w (O [52)

Il
=
38
~

Donc f n'est pas dérivable a droite en 1.

La Question : 2) c)

xz—l_

lim f(x)= lim

X—+00 X—+00

R L S S | SR E
Tate (3 3x2 300 3
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xl—i}-Poo <f(x) B \/?§X> - xl—i>I-Poo (, x23_ - - g)
2 _1 \/§ 2_1 \/§
; <\lx 3 3x><\/x 3+ 3x>
= m

x>t xZ -1 4 V3x
3 3

(xz— 3x>
, 3
= lim

x—>+00< 2_1 \/_x>
3

= lim =

-1
3
x—>+oo< _ 1 ,\/_x> +o00

;_x

©

T

=0

hm f(x) =+

=

| 3
Ainsi : {x_hqx, x 3
|
\

lim <f(x)—Q> +00

X—>—+o0

c-a-d que la droite (A) : y = ‘/;x est une

asymptote a la courbe (€) au voisinage de +o

(¢r)
1)
y
(¢r) (¢r)
-1 [1) 1 x
(A A"
La Question : 2) d)
E={Mxy)e(®) ; x*-3y*=1}

2 _
:{M(x,y)e(?) ; y2=x 1}

={M(x,y>e(?) y=+ "2‘1}

= { M@y e®) ;
= (¢r)u(cy)

i 1 A
) y ( )E)

_ |oubien f(x)
- |oubien -f(x) }

(E

La Question: 3) a)

Pour simplifier, I'écriture : (Z) T (
et c’est juste pour dire :

M(a + ib) TM(c + id) = M((ac + 3bd) + i(ad + bc)).
Bien évidemment cette invention aidera &

simplifier les notations. Soient (Z) , (2) et (]ec) frois

)= (e ve)

éléments du plan complexe,

(1@ ()= ()
_ (e(ac +3bd) + 3f(ad + bc)
- (f(ac + 3bd) + e(ad + bc) )

_(eac+3bde+3fad+3fbc) )
~ \ fac + 3bdf + ead + ebc

darepare: ()1(()1(7) = ()1 (5 )
_ (a(ec +3df) + 3b(cf + ed)
B ( a(cf + ed) + b(ec + 3df) )

_ (aec + 3dfa + 3bcf + 3bed> (+)
~\ acf + aed + bec + 3dfb

Celui qui jettera un coup d’ceil sur () et (%) se
rendra compte qu'il s’agit bien d’'un méme
point dans le plan complexe

orou:[(p) 1 (@) = () 7I(@) T (7)

Donc I'associativité de la loi T est vérifiée.

La Question: 3) b)

Soient (Z) et (;) deux points de E

()7 ()= (%5
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(ax + 3bd)? — 3(ay + bx)?
= a’x? + 9b?y? + 6axby — 3a’y?
= x%(a® — 3b?) — 3y?(a® — 3b?)
= (a? — 3b?)(x? — 3y?)

((Z),(i)) €E? © a*—-3b*>=1et x> —-3y?=1
= (a®>-3b>)(x*-3y") =1

= (ax +3bd)?> —3(ay + bx)* =1

ax + 3by
= (ay+bx)EE

= ()G ee

amsi = v((5).G)) e (1) e

C-a-d que la loi T est une loi de composition
interne dans E. Autrement-dit, I'ensemble E est
stable parlaloi T.

— 3b%x% — 6axby

La Question: 3) c)

On a T est une loi de composition interne dans
E et cette loi est associative dans I'ensemble E.
pour que E soit un groupe il suffit de vérifier les
assertions suivantes : I'admission d'un élément
neutre dans E et tout élément de E admet un
symetrique dans E.

L'élément neutre :

Soit (%) I'élément neutre de la loi Tdans E .
mors:v () eE 5 (3)7(5) = (5)1G) =)
() () =6) = (55e)=0)

- ax + 3by = x
xb+ay=y
x(a—1)+3by=0

< xb+y(la—1)=0

o xb(a—1)+3b%y =0
xb(a—1)+y(a—1)>=0

= 3p*y-ya-1>=0
= —y(a*-3b*) +2ay -y =0
= -y+2ay—-y=0; car(a®*-3b*) =1
= a=1
= b=0
X Ix +3x0X X
Inversement : (y)T((l)):( -(I;x+1y y)Z(y)

O 6) =("5 n")=6)
1) estI'élément neutre de la loi T dans E .

Ainsi (0

La symétrie :
(X .
Soit (y) un élément de E.

Et soit (;:) son symétrique dans E.
= )16)-()0)=6)
= ) (;)=0)

{xx' +3yy =1
xy’ + yx’ =0
{yxx' +3y%y =y
xzy’ + xyx’ =0
3y?y' —x%y =y
—y'(x*=3y*) =y
-y =y
==Yy, ainsi x =X

}i) ) €E car x2 =3(-y)2 =1
15 =(520) =)
LG =0522)-0)

Donc tout élément (;) dans E admet un seul

L [

Inversement :

symétrique (_xy) dans E.

Finalement : On conclut que (E,T) est un groupe
abélien (commutatif). il est commutatif carla
loi T est commutative dans E.

[G)1(@) = (e ee) = @1 )]

La Question: 1) a)

1¢7¢ Méthode : la décomposition en facteurs
premiers : les nombres premiers dont le carré
est inférieur ou égal & 109 sont 2,3 ,5et 7.

Et on remarque que 10?9 n’est pas divisible par
aucun de ces nombres. Alors 109 est un
nombre premier. De méme, pour 226 = 2 x 113,
les nombres premiers dont le carré est inférieur
ou égala 113sont 2,3, 5et 7. Onremarque
que 113 n'est pas divisible par aucun de ces
nombres, Alors c'est un nombre premier.
D'oU:226 A109 =2x113A109 = 1.

C-a-d que 226 et 109 sont premiers entre eux.
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2¢me Méthode : I'algorithme d’Euclide

236 1(2’9 — [226A109 = 109 A 8]
129 183 — [109A8=8A5]

g’ i —

g i = [A3=3A2

3 i = [BArz=2A1

(2) ; = [2A1=1A0=1]

D'oU 226 A109 =1
c-a-d que 226 et 109 sont premiers entre eux.

Rappel : une équation ax + by = ¢ est résoluble
dans Z? si et seulement si (a A b) divise le
nombrec.Ona 226A109 =1 divise bienle
nombre 1. Alors I'équation 109x — 226y = 1
admet des solutions dans 7?2

La Question: 1) b)

Revenons & nouveau d ce mouton qui est
I'algorithme d'Euclide pour détecter une
solution particuliere de I'équation (E)

236 1(2’9 — [8=226-2x109] = (1)
109 8 — —

Y |5=109—13 x 8| » (2)

g i‘ — [B=8-5x1] = (3)

;‘ i — [R=5-3x1]= (4

?1’ i = [1=3-2x1| (5

2 1 ,

0 2 = [ mnot gonna need that « (6)

(5) = 1=3-2x1

1=3—-(5-3x%x1)x1; selon(4)
1=2Xx3—-1%x5; Simplification
1=2%x(8-5)—5; selon(3)
1=2%x8—-3x5; Simplification
1=2%x8-—3(109—-13 % 8) ; selon (2)
1=41%x8-3x%x109 ; Simplification

L

= 1=41x%(226—2x109)—3x 109 ; selon (1)
= 1=41x226-85x%x109 ; Simplification
= 109(—85) — 226(—41) =1 ; Réorganisation

Ce qui veut dire que (—85,—41) est une solution
particuliere de I'équation (E). Soit (x,y) une
solution de (E) et partons du systéme suivant :

{ (x,y) est solution de (E)
(—85,—41) est solution de (E)

{ 109x — 226y = 1
109(—85) — 226(—41) = 1

On effectue la soustraction entfre ces deux
égalités on trouve :

109(x + 85) — 226(y +41) = 0

c—a—d : 109(x +85) = 226(y +41) ()
D'apres (x) on remarque que 109 divise le
produit 226(y + 41), mais d'apres Gauss, 109 et
226 sont premiers entre eux. Alors 109 divise

(y +41). ll existe alors un entier relatif k’ tel que
y+41 =109k .ouencore y =109k —41.

On remplace dans (x) on trouve x = 226k — 85.
un petit changement de variables accomplira
la tache, on pose ainsi k' = k + 1 On trouve :

{x =226k —85 =226(k+ 1) —85=[226k + 141
y =109k" —41 = 109(k + 1) — 41 = [109k + 68

Ainsi, On a pu montrer I'implication directe
suivante : Si (x, y) est solution de (E) , Alors elle
s'écrit sous la forme (226k + 141 ; 109k + 68).

Inversement,

Montrons que tous les couples de Z? qui
s'écrivent sous la forme (226k + 141 ; 109k + 68)
sont des solutions de I'équation (E) . En effet :

109(226k + 141) — 226(109%k + 68)
= 24634k + 15369 — 24634k — 15368

= 15369 — 15368
=1

Finalement : I'ensemble des solutions de
I'équation (E) est défini implicitement par :

S ={(226k + 141 ; 109k + 68) € Z?> ; avec keZ}
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La Question: 1) c)

Soit (d,e) = (141 + 226k ;68 + 109k) ; avec kel

d e N*

< <
d <226 = 0< 141 + 226k < 226

—-141 226 — 141

— < Kk <
226 sks= 226

-0,62 <k <0,37
k e NN[—0,62;0,7]
ke{0}

k=0

{d= 141 + 226k = 141
e =68+ 109k = 68

U

U A

La Question : 2)

Les nombres premiers dont le carré est inférieur
ou égal a 227 sont?2,3,5,7,11 et 13. On vérifie
aisément que 227 n'est pas divisible par aucun
de ces nombres premiers. Donc 227 est un
nombre premier.

La Question : 3) a)

A={0;1;2; --;226}
f:A4Am— A
a — f(a) =a'®[227]

g: A — A
a — g(a)=a'[227]
g(f(0)) = (£(0))"*[227] = (0'°°)*1 [227] = 0[227]
D'ou: g(f(0))=0
La Question: 3) b)

Soit a un élément de A\{0}. On a 227 est un
nombre premier, et il est premier avec a.

sinon, on aura : ou bien 227 divisera a qui est plus
petit que lui, ou bien a divisera le nombre
premier 227 avec a # 227 ®. Alors a A 227 = 1.
D'ou, & I'aide du théoreme de Fermat,

On conclut que : a??’~1 = 1[227].

C-a-d que : a??® = 1[227].©

La Question: 3) c) Soita un élément de .

9(f(@) = (f(@)'*[227]

= (a199)141[227]

= 109%141[227]

= q!*226¢[227] ; selon 1)c)
a(a??)€[227]
= a(1)¢[227] ; selon3)b)
=a[227] D'oU:g(f(a))=a

De méme : f(g(a)) = (g(a))lo9 [227]

= (a141)10°[227]

= ¢141x109[227]

= q!1226¢[227] ; selon 1)c)
a(a??)¢[227]

a(1)¢[227] ; selon 3)b)
=al227] D'oU: f(g(@) =a

La Question : 3) d)

f et g sont deux bijections de A dans A.
I'une est I'inverse de |'autre.

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

11=f (xz)-(lnx)dxz[uv]f—f v-u'dx
1 k_;'.d u 1
[x3 In x]e f‘f <x3> (1) p
= - — (=) dx
3 ], h\3/\«
e

_e3 1[x3]
3 313 1

La Question: 1) b)

e e
hoa = [ G2 ot dx = [wolt - [ vewds
1y u 1

3 x3(nx)Pt1]° ¢ (x3\ ((p+ 1D(nx)P 4
- L E) e

ed mp+1\ (¢
=— —([—— 2(Inx)P
3 ( 3 )flx(nx) dx

_e3 <p+1)1
3 3 )7
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La Question: 1) c)

I_e3 (1+1)1 e3 241

273 3 )1 13_?_( 3 )2
e3 2,2 1 e3 5e3 2
=———(—33+—) = —_—— — —_
3 3\9 9 3 27 27

3

_63 483 2 =4‘€ +2

T3 27 27 27
_563—2

27

La Question : 2) a)

1<x<e 0<lhx<1
0<(nx)<1; p=1
(Inx)?(lnx—1)<0
(Inx)P* —(Inx)? <0
(Inx)P*! < (Inx)?

x2(Inx)P*™! < x%(Inx)?
e e

j x?(Inx)P*1 dx Sj x%(Inx)? dx
1 1

L/ I I I A

car 1 < e et la continuité de x*(Inx)?P est vérifiée
= <[, ; p=0

= la suite (Ip) est décroissante
p=1

La Question : 2) b)

Soitxunélémentde[l,e] = 1<x<e
= 0<lnx<1
= lim(Inx)? =0
poo
car c est une suite géométrique (q")

dont la raison q est inférieure strictement
alenvaleur absolue [Inx| < 1

= limx?(nx)? =0
poo

On a aussi les fonctions x%(Inx)? sont toutes
continues. et cette suite de fonctions converge
vers la fonction continue 0 donc :

e p
lim [ x?(Inx)? dx = f <lim x%(In x)p) dx

e
C—a—d: lim(lp)zf 0dx =0
p 1

Le Quatrieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

. _ . 2 _
x_)léznlﬁg(x) = x—}%£n1)+(1 +x° —2x(1+x)In(1 + x))

— i _ 2 _ _ —
= lim (1+(t 12— 2(¢ 1)tlnt)—2

t=x+1 t S0+ ¢ 0+

1 0

lim g(x) = xl_i)r&j(l +x? —2x(1+ x) In(1 + x))

X—+00

1 1
= lim x2<—2+1—2<—+1>ln(1+x))
0 0 +oo

= (+0)(0+ 1 —2(0 + 1)(+))
= (+) (=)

= —00

La Question: 1) 2)

La fonction g est dérivable sur |—1, +0[ comme
étant une composition de sommes et produits
de fonctions usuelles dérivables sur |—1, +oo].

g (x) =2x — ((2x +2x?) In(1 + x))’

2x(1+ x))

=2x—<(4x+2)1n(1+x)+ (1+2x)

=—(4x+2)In(1 + x)

gx)=0 & —(4x+2)In(1+x)=0

& (4x+2) =0 oubien In(1+x) =0

-1
= x=7 oubien x=0
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X =]l - 0 +o0
4x + 2 - +
In(1 + x) — — ) +
g (x) - + -
2 1
g \ / \
0,9 S
y

-

X

La Question : 1) 3)

La fonction g est une bijection de l'intervalle

10, +oo[ dans son image g( 10, +o[) car g est
continue et strictement décroissante sur 0, +oo|.
Selon le tableau ci-dessus On a :

9(10,+e[) =] lim_g(x) ; g(0)] =1-oo,1[

Ainsi g est une bijection de ]0, +oo[ dans |—oo, 1].
c-O-d:Vyel-oo,1[ ; ANxe]0,+o : gx) =y

Comme 0 est un élément de ]—oo, 1] .

Alors il existe un seul antécédent a dans 0, +oo
tel que g(a) = 0. Al'aide d'un petit calcul,
Onaura:g(1)=-077 et g G) =~ 0,64 .

Et on remarque que —0,77 < 0 < 0,64 .

Donc g~1(0,64) < g71(0) < g71(-0,77) .

carg et g~!sont toutes décroissantes.

Alors %< a<l1

La Deuxiéme partie

La Question: I1) 1)

I - In(1 + x)
Hg{nlﬁf(x) L Y e
= 1 Int L
= lim (In )(t2—2t+2>
t=x+1
=) (3)
= (—o0)|—
2
= —O00

x—+00 x—+00 1+ xz

lim f(x) = lim (M)

—

Int
£ (tz -2t+ 2)

t=x+1
) Int 1
= lim (—) —
ot ANt \t—242
t
1
ox()
+o00
=0x0=0

La Question : Il) 2) a)

(1+x?) (ﬁ) —2xIn(1 + x)
(1 + x2)2

fo=

1 +x% —2x(1+ x) In(1 + x)
B (14 x)(1 + x2)2

B g(x)
T (14 x)(1 +x2)2

Etant donné que (1 + x%)? > 0 toujours,
et (1+x) >0 pour tout x e |—1,+[ .
Donc : signe(f (x)) = signe(g(x)) ; Vxe]|—1,+oo]

x -1 50 I a1 4o
g(x) + ‘ + 1 + + - -
f ) + -
f(a)
f
—od 0

La Question : Il) 2) b)

Jesaisque g(a)=0.
donc: 1+ a?—-2a(1+a)ln(1+a)=0
e 1+a?=2a(1+a)In(1+a) (®)

o _In(1+a) In(1+ a)
Ainsi : f(a) = 1+a?2  2a(1+a)In(1+a)
B 1
T 2a(1+a)

La réduction par a est légale ,
car In(1+a) #0 . (ie a #0)
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La Question : 11) 3)

(¢r)

La Troisiéme partie

La Question : I1I) 1)

Pour calculer cette intégrale on aura besoin de
la formule trigonométrique suivante :

tana —tanb

t —b) =
an(a ) 1+ tana X tanb

Par un procédé de changement de variables
on pose:t:%—x

In(1 +tanx) =1In (1 + tan - — t))

tan —tant
=In
1+tan )tant
—tant
ln<1+ )
1+tant
_1 ( +tant+1—tant)
n 1+ tant
ln( )
1+ tant

=1In2 —In(1 +tant)
T

Donc : = f4ln(1 +tant) dx
0

0
= Jn (In2 —In(1 + tant)) (—dt)
4

s
4
= J (In2 —In(1 + tant)) dt
0
s

w 0
= (—)1n2—f In(1 + tant) dt
4 0

=(%)ln2—l

La Question :

I_nan - Zl_nan
T4 T4
mwln2
= =
8
i) 2)

On calcule I'aire A du Domaine demandé a
I'aide de I'intégrale ci-dessous :

1
.[-
0

In(1 + x)
1+ x?2

L/In(1 + x)
=f0 ( 1+ x?2 >dx

Onpose t=arctanx & tant =x

Alors :

Ainsi :

dt 1

a—m (=4 dx:(1+x2)dt

0 & t=
1 & t=

B L/In(1 + x)
‘ﬂ—fo <W)d"

% In(1+ tant
LRI P
0 1+x

NS

s

z
= f In(1 +tant) dt
0

= (25 < 1y
=\ ) ltr>Iil

(c7

NEVER GIVE UP!
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DE L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES
BACCALAUREAT SCIENCES MATHEMATIQUES

SESSION ORDINAIRE : JUIN 2018
PROFESSEUR BADR EDDINE EL FATIHI

2™ BAC - SM

Le Premier Exercice

La Question: 1)

Il est clair que E est une partie non vide de M, (R)
car c'est I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2
qui s'écrivent sous la forme M(x,y) explicitée dans
I'énoncé. E est non vide parce qu'on peut exhiber
au moins un élément de cet ensemble et c’est

6 = M(0,0). Soient M(x,y) et M(x’,y") deux
maftrices de E.

_2y’ )

B PN (X —2y>_(x'
M y) M(x’Y)_(y x+2y) "\ ¥ +2y

_(x—x’
y—y

=M(x—x;y—y)€eE

=20y -y )
(x—x)+2(y—y"

Car (x —x) et (y —y") sont deux nombres reels.

conclusion, (E, +) est un sous groupe de (M,(R), +).

La Question : 2) a)

Il est clair que E c M,(R) et (MZ(R),;l-,-) est un
R-espace vectoriel d’'apres le cours. Efant donnés
a unréel et M(x,y) et M(x',y") deux matrices de E.

., X —Zy) (x’ -2y’ )
'M M = ’
a-MGoy) +ue ) =all (T

_ (ax + x'

—2(ay +y") )
ay +y'

(ax +x") + 2(ay + )

=M(ax+x; ay+y)€eE

Parce que (ax + x") et (ay + y) sont trivialement
deux nombres réels. Alors d'aprés la caractérisation
des sous-espaces vectoriel on conclut que (E, +,)
est un sous-espace vectoriel de (M, (R),+,)

OUARZAZATE

La Question: 2) b)

Soit M(x,y) un élément de E.

men=( . 7) =C 9+( )

_ (1 0 0 -2

_x(o 1)+y(1 2)

= x.M(1,0) +y.M(0,1)

=x.1+y.]
Autrement dit, la famille (1,]) engendre I'espace
(E,+,). Side plus elle est libre, ce serait une base a
cet espace. Pour que la famille (1,)) soit libre il
suffirait de montrer que la seule combinaison
linéaire de ces deux matrices qui soit égale d la

matrice nulle est celle (combinaison) dont tous les
coefficients sont nuls.

al+p.]=0
= a(p PG )= o
-2
< (g a+§ﬁ):(8 8)
{eta=0

et =0

Conclusion : (1,)) est libre Donc c’est une base de E.

Pause Méditation :

« The strong man is not the good wrestler. The
strongest among you is the one who controls his
anger »

The Prophet Mohamed PBUH
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La Question : 3) a)

Il suffit de montrerque : VM,NeE ; MXN¢eE

MxN=M(xy)xMkx,y)
_ (x -2y )x (x' =2y’ )
Ty x+2y y' x +2y
_ ( xx —2yy' —2(x'y+y'x+2yy) )
N x'y + y'x + 2yy' xx — 2yy' + Z(x’y + y’x + 2yy")

=M@xx —2yy ; xy+yx+2yy)€eE

Car(xx' —2yy)eR et (xy' +yx +2yy)eR.

Finalement : E est une partie stable de (M, (R),x) .

La Question: 3) b)

Pour montrer que (E, +,X) est un anneau
commutatif, il suffit de vérifier les assertions
suivantes :

(E,+) est un groupe abélien (commutatif)
x est associative dans E.

x est distributive par rapport & + dans E.
x est commutative dans E.

La premiere assertion est déja vérifieée d'apres la
question 1.

Pour la deuxieme assertion, on se donne trois
matrices dans E. On utilisera éventuellement le
résultat déja prouvé suivant :

M@, y) X M(x',y) = M(xx’ — 2yy'; X'y +y'x + 2yy’)

D'une part Ona:

M(x,y) x (M(x',y") x M(x",y"))
= M(x,y) x M(x x-2y'y; xy'+yx + 2y'y")
=M (xx'x-ny'y
= 2y(xy'+yx +2y'y") ; x(xy'+yx
+2y'y") +y(x'x" = 2y'y")
+ 2y(xy'+yx + 2y'y")

D’autre part On retrouve le méme résultat en
calculant (M(x,y) X M(x’,y")) X M(x",y").

On peut méme déduire I'associativité de x du fait
que E est une partie stable de I'anneau
(MZ (R), +,X)

Pour la troisieme assertion, On se donne trois
matrices de E et on utilisera éventuellement les
formules déja prouvées suivantes :

M@, y)+M(x,y)=Mx+x;y+y)
{M(x,y) X M(x',y’) = M(xx — Zyy’;x'y + y’x + 2yy")

D'une part:

M(x,y) x (M(x',y") + M(x",y"))
=M(x,y) X M(x +x";y +y")
=M(x(x +x) = 2y» +y) ; x(& +y") +y(x +x")
+2y(y +y")
= M(xx + xx-2yy'-2yy; xy + xy+yx'+yx
+2yy’ + 2yy")

D’autre part :

M(x,y) X M(x',y") + M(x,y) X M(x", ")
=M(xx —2yy ; xy +yx +2yy")
+ M(xx" —2yy ; xy"+yx" + Zyy")
= M(xx + xx-2yy'-2yy; xy + xy+yx'+yx
+2yy +2yy")
D'ou:
M(x,y) x (M(x', ") + M(x", ")
= M(x,y) X M(x,y") + M(x,y) X M(x",y")

c-a-d que la loi x est distributive d gauche par
rapport a laloi +. De la méme facon on montre la
distributivité a droite.

Pour la 4eme gssertion on se donne deux éléments
M(x,y) et M(x',y’) de E;

M(x,y) X M(x',y’) = M(xx' - 2yy' ; xy' + x'y + 2yy")
= M(x'x - 2y’y ; y'x + yx' +2y'y)
=M(x,y) x M(x,y)
D'ou x est commutative dans E.

Finalement : (E, +,7) est un anneau commutatif.

La Question : 4) a)

Soit I"'application ¢ définie par:

@ ([Cx) — (EX)
x+y 2y

—y x_y)=M(x+y:—y)

x+iy) — (

Soient z=x+1iy et 7z =x"+1iy’ deux nombres
complexes non nuls :

p(zxz)=o((x+iy)(x +iy")
= p(Gex" = yy) +ilxy +x'y))
_ (xx' —yy +xy +xy 2(xy" +x'y) )
- —xy —x'y xx —yy —xy —x'y
or, @) xe2)
_(x+y 2y>x(x'+y’ 2y’ )
—y x—y _yr xr _ yr
_ (xx' —yy +xy +x'y

2xy + 2x'y )
_xy _ x,y r r

xx' —yy —xy —Xx'y
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Ainsi: V(z,z)eC® ; gp(zxz) = ¢(z) xp(Z)

c-a-d que ¢ est un homomorphisme de (C*,x)
vers (E,X)

La Question : 4) b)

Etant donnée M(a, b) une matrice de E*. Résolvons
dans C* I'équation ¢(z) = M(a,b) .

¢(z) =M(a,b) & ¢@(x+iy)=M(ab)
2 _
(xjyy x—yy):(z a+2§b)
x+y=a
{—y=b

qui est unique dans R

- {x =a+b;
qui est unique dans R

y=-b ;

& z=(a+b)—ib ; qui est unique dans C*
D’ou I'on conclut la chose suivante :

VM(a,b)eE*; 3'z=(a+b)—ib eC" : @¢(z) =M(a,b)
D’ou ¢ est une bijection de (C*,x) vers (E*,X) .
L'élément M(0,0) est exclu parce qu'il n'est pas
inversible par x dans E. On a pu montrer que ¢ est
un homomorphisme bijectif (isomorphisme)

Alors ;. @(C*,x) = (p(C*),x) = (E*,X)

La Question : 4) c)

D'apres les questions 4)a) et 4)b) on peut ainsi
réclamer que les propriétés du groupe (E*,x) seront
déduites a partir de celles du groupe déja connu
(C*,x) via I'isomorphisme ¢.

Comme (C*,x) est un groupe commutatif
d’'élément neutre le nombre complexe (1 + i0) et
tout élément (x + iy) dans C* admet un symeétrique

(inverse) (xziyz) —i (xziyz) dans (C*,x).

Alors (E*,x) est aussi un groupe commutatif
d’'élément neutre la matrice @(1+ 0i) = M(1,0) =1
et tout élément M(x,y) = p(x +y — iy) de E* admet
un symétrique Sym(M(x,y)) dans (E*,x) avec :

Sym(M(x,y)) = Sym(p(x +y — iy))
= o(Sym(x +y — iy))

_ x+y . y
_(p<(x+y)2+y2+l<(x+y)2+y2>>

—M( x+ 2y _ -y )
N+ )2y (x+ )R+ y?
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La Question : 5)

Dans cetfte question on va utiliser la propriété
caracteéristique des corps, a savoir, il faut vérifier
les assertions suivantes :

e (E,+) estun groupe abélien
e (E*,x) estun groupe.
e X est distributive par rapport a +.

Pour la premiere assertion, c’'est déja fait
exactement dans la question 1. La commutativité
de + dans E résulte de celle de + dans M, (R) car E
est partie stable de M, (R)

Pour la deuxieme assertion, c’'est déja fait aussi
dans la question 4)c).

Pour la distributivité de x par rapport a + résulte de
la distributivité de x par rapport a + dans M, (R)
car E est une partie stable de I'anneau (M5, (R), +,%)

En conclusion : (E, +,%X) est un corps. et comme x
est commutatif dans E. Alors finalement (E, +,x) est
un corps commutatif.

Le Deuxieme Exercice

La Question: 1)

2

x2=1[p] = »)*1=12"1[p] ; car (2k—1)eN*

= x*=2=1[p]
— x(4k+3)—5 = 1[p]

= xP7° =1[p]

La Question : 2) a)

=1l = p/PP-1)
= (P> —-1)=kp ; avec ke N*
= xP PO —kp=1
= x- (P +p-(-k)=1
u=xP"%ez

= AWv)eZ; ux+vp=1; avec [v=—kel

, . p=7
= xAp=1 ; D apres Bezout

La Question : 2) b)

xP>=1[p] = xAp=1; dapreés2)a)
= xP1=1[p] ; daprésFermat

La Question : 2) c)

Trop facile, il suffirait de remplacer p = 4k + 3
puis conclure.
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La Question : 2) d)

PP =1[p] = @PHk=1%)p] ; keN*
= xk®3 =1[p] ; keN*

= x2*0-De-D =1[p] ; keN*

= [x2-xEDe-D =1[p]| : (D)

xP>=1[p] = xP1=1[p] ; selon2)b)
= @ Hk1=11[p] ; avec k—1=0

= xPVED=11[p] ; avec k—1>0

= |x2 cx DU = y2 [p]| ¢ (2)

Met(2) = x*=1][p]

x> =11p]
Finalement :|p=4k+3| © x>=1[p]
ke N~

La Question : 3)

Pour résoudre I'équation x%% =1 [67]
on utilise I'équivalence ainsi frouvée :
P =1[p] & x*=1]p]

x2=1[67] & x77°=1][67]
& x2=1[67]
e 67/(x*-1)

= 67/ (x—1D(x+1)
oubien 67/(x —1)
= {oubien 67/(x+1) "’

{oubien x—1=67k ; kel
oubien x+1=67k ; keZ

car 67 ¢ P

{oubien x=67k+1 ; keZ
oubien x =67k—1 ; keZ

Le Troisieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1) a)

A= (im +2)? —4(im + 2 — m)
= (im)? + 4im+ 4 — 4im — 8 + 4m
= (im)?+4m—4
= (im)? — 2(im)(2i) + (2i)?
= (im — 2i)?

La Question: 1) 1) b)

—(im + 2) — (im — 2i)

z; = 3 =1-m)i—1
ZZ=—(im+2);-(im—2i):_(1+i)

Remarque: Si A=0 Alors z; =2z, =—(1+1)

La Question : 1) 2)

| Zy = —(1 + l)
i in
=— (elo + 67>

-3\ ()
= —2cos 2 ‘e
2

= (~v2) (~!(9)

_lvz. ()
[ le(l—iﬁ)i—l
=({-1D+V2

it .
= (eT — elo) +2

70 l(%)
= 2i-sin > ‘e ++2

)

= 2\/§cos<3§>-e( 8
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_Gm-2)

G+ 2)@i+ D]Im - 2)

T T V2
or ; cos(ﬂ—z)=—cos(z)=—7
- <3n)_— 2
cos 1) =3
<2X3n) -2
= — ) =—
cos 3 >
3 -2
o 2 2(—)—1=—
cos 3 >
o 2(371)_2—\/?
cos 5)= "2
o (371)_ 2—42
cos g)=% )
(371) \/2—\/7 0<31‘[ T
= — = — <=
cos 3 3 ; car 3 >
Finalement :
2—+2\ @i 3in
lem(T).e(s): 4= 21768

La Deuxiéme partie

La Question: I1) 1) a)

%(3)

P) = P

iZ —22 -5
=|2i—im
Or; Ona: m—a=—im—14+i+1+i
=|2i —im
w—a)(m-—0>b ,

Donc : ( (a))—(b) ):(m —a)
La Question : 1) 2) b)

A B,Q, et M (ZM _ZB) ( _ZA)
sont cocycliques Zo — Zp Zy — Zy

Zy T Zy 0~ Z4

= ( ) ( eR
Z0 — 24 M — Zp
ZM' — Zy

= (—)ER
Zy — Zy

A M, et M'
sont colinéaires

notez que d'aprés 2)a) onaeu:

) (ZM’ —Zy
Zg — 2y

(ZM —Zp
Zg — Zp

)

M@m) — M(=im—1+1) La Question : 1I) 2) c)
—im
RM)=M & (2y —2zq9)=e?2 (zy—2z
) (o = 20) = 2 (o =) A Mot M (2o%)
© —im—1+i-29=-i(m—2z) sont colinéaires Zy — Za
& —im—1+i=-im+izg+zq
o —im—1+4i+im=(i+1)z (_im+2i) R
o “ m+it1) €
& (F1+)=(>0+1zq
14 —i(x +iy) + 2i R L
= € ;o m=x
i <i+1) 0 X+iy+i+1 g4
—1+4+i\/i—1 ;
— +i(2—x
< (i+1)(i—1)_zﬂ = (x?ll-l)-(l-i(y-l)-l) e R ; Aprésorganisation
—1+i+i+1
S — =12 (y+i(2—x))(x+1—i(y+1))
2 S e R
(x+1)% + (y + 1)?
= =20 =w
& o 7 (y+i(2—x))(x+1—i(y+1)) _0
La Question : 1) 1) b) " G+ D2+ (y + 12 -
—im
RB)=A4 & (za—z9)=¢e 2 (z5—2z) e —yo+D+E+1D2-x)=0
& 1—i—i=—i(b—1i) & —x*+x+2-y*-y=0
L & x2-x-2+y2+y=0
& 142i=ib+1 ) )
( 1) 9+( +1) 1 0
= (=1 - = _— — —_—_=
& b=2 x 2 4 y ) 7
La Question : I1) 2) a) 1\ 2 e VoV
o (@-a)m=b) (i+1+i)(m—-2) = (x-3) +(+3) =%
D un c6té on a : = -
(w—=Db) i—2 1 V0
Qi+ 1Dm—-2)(i+2) e (xy) e e<1 (_21> ; T)
- (i-2)({i+2) Z
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Le Quatrieme Exercice

La Premieéere partie

La Question: 1) 1) a)
J, Ga)ae= ) (i) e
= fo ' (1 ‘1%1) dt
- [rae- () a

= [t]§ — [In|1 +¢t] |5

=x —In|1+ x|
=x—In(l+x) ; car 1+x>1>0

La Question: 1) 1) b)

Soient x>0 et 0<t<x
Onpose u=t> Alors t=+u

t=0 & u=20

Aussi:| 2
t=x © u=x

du 1
Encore : = = 2t =2Vu < dt= (—) du

2Vu
x 0\
Alors : -[0 (%—l—t) dt =J; (1 +li/ﬂ> (%) du
1/ 1
- Efo (1 + ﬁ) du

La Question: 1) 1) c)

Soit u une variable muette
choisi apriori dans [0,x?] avec x >0

uel0,x?] = 0<u<«x?
= 0<+Vu<x
= 1<1+Vu<il+x

1 1
> >
1++vu 1+x

1 *° 10, 1 1, 1
= - 1du2—J ( )duz—f ( )du
2_[0 2Jo \1++u 2) \1+x

x2

' 1
J ai introduit EJ du car la continuité est vérifiée
0

1

Et parce que 0 < x> comme 0 < x

= 1[]XZ>JX( t )dt>1 x?
20 =) 1x ) Y T 2\1+«

2 2

X X
—>x—1In(1 >
= 7 Ex-I(+x) 2507
- 1>x—ln(1+x)> 1 . 220
2= 2 2@+n . U7
La Question : 1) 2)
c 1 x—ln(1+x)<1
oMt Sarn T a2 2
X071 R0
1 1
2 2
Alors,

envertu du critére de comparaison on écrit :

(x —In(1+ x)> 1

x2

lim =
x-0%

La Deuxiéme partie

La Question: I1) 1) a)

+1
x

In(1 + x
= lim(x+1)<¥> =1x1=1
x—-07t X

)ln(l + x)

. — . x
Jup £ = Jig

parce que lim(x+1)=1
x-0%

o In(1+x) ) In(1+x)—In(1+0)
Et : lim — = lim
x>0t X x—-0t x—0
= ({1 +x)) g = =1
_(n( x))/x=0_1+0_

Ainsi xli,r(r)l+ f(x)=1f(0)

C—a—d que f est continue a droite en 0

La Question: I1) 1) b)

| <f(x)—f(0)) | )In(1+x) 1
lim {————= ] = lim

(5

x—-07t x—0 x—07t X

o (x+DIn(Q+x)—x
lim 5

x—-0t X
_ (x In(1+x)+In(x+1) - x)
= lim 5
x—07t X

) In(1 + x) ) x —In(1 + x)
= lim | ——— |- lim (————
x—-07t X x—07t X

S SIS T
=1mg=7= /a0
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La Question : 11) 1) c) La Question : I1) 2) b)

x+1 Soit x>0 = 1 <x—1n(1+x) 1
Jm f (x)lel‘llm( )ln(”") o x 2rD - 2 =2
=1l 1+1 In(1 + 1
_x—IHIOO( E) n(1+x) = sarps/®
= (1+0) X (+®) = +oo reys L
= f @270
+1 :
lim @: lim (x 5 )ln(1+x) = fx)>0
x—>+00 X X —+0o X

= f est une fonction strictement 7 sur ]0,+oo[

= i () m(x(149)

1 1
lim (— —) (lnx +In (1 + —))
x—+00 \X X
La continuité et la croissance de f nous assure
Inx 1 1 Inx 1 1 v .
= lim — +—In (1 + _) +—+—In (1 + _> =0 I'écriture suivante :
xoto X X X x? = x? X
fUI0,+00D) = [£(0); Lim fo)| =1 ; +eo]

La Question : 11) 2) c)

X +0oo
X +oo X 400 x +00

[0] [0] [0] [0]

La Question : 1) 3)

D'ou la courbe (€) admet une branche
parabolique suivant I'axe (0X) au voisinage de +oo. (1Y) ©

La Question : I1) 2) a)

La fonction x — xxj est dérivable sur 0, +oo[

comme étant une fraction (quotient) bien
définie de deux fonctions toutes les deux

dérivables sur 10,4+o[ ,(sur R tout enfier méme). .
Et le dénominateur est non nul.

La fonction x — In(1 + x) est dérivable sur La Troisiéme partie
10, +[ comme étant une composition bien
définie de deux fonctions toutes les deux La Question : 1lII) 1) a)
dérivables sur 10,4+ .
] 1 x —In(1+ x) 1
Alors la fonction f est dérivable sur 10, +oo[ Soit x>0 = 2+ 1) < 22 =5
comme étant un produit bien défini de deux 1
fonction toutes les deux dérivables sur 10, +oo] . — <f(x < Z
Soit x un élément de 10, +oo[ : 2+ 1)
, 1 1
< <= N
. ) = O_f(x)_z,carz(x+1)>0
f)= << )ln(l + x)) La Question : 111) 1) b)
_ (x + 1) In(1 + x) +( x+1 )(ln(l + 1)) La fonction g est d'abord une fonc’rion
dérivable sur ]0,+o[ comme étant une
-1 x+1 1 djfférenqe de deux fonctions dérivables.
= (Gz)ma+0+ () () ge=f@=1; Vx>0
1
_x—In(1+x) Comme [ (x) < >
=—

, -1
Alors f(x)—1S7<0

C—a-—-d: g’(x)<0 ; Vx>0
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D'ou g est strictement décroissante sur I'intervalle
10, +oo[ et en vertu de cette décroissance et de
la confinuité de g sur 10,4+o[ On écrit :

9(]0,+0o[) = ]xﬂrlloog(x) ; xllr(r)lJrg(x)[ =]—o0, 1]
Calculs :
Jim g(x) = lim f(x) —x

_ (f ()

=1
X

lim x
X—+00

)

= (+00)(0— 1) = —o0
lim g(x) = lim f() —x=f(©)-0=1

La Question : 1l1) 1) ¢)

La fonction g est une bijection de 0, +oo[ vers
]—o0, 1[ car continue est strictement
décroissante . Alors :

(Vye]-o,1[) (3lx€]0,+o[) : gx) =y
(pour 0 € ]—o0,1[) (A'@ € ]0,+0[) : gla) =0

C—a—d Aae]0,+oof : fla)=a

)

La Question : I11) 2) a)

On raisonne par récurrence sur I'entier naturel
n que la propriété P(n): u, > 0 est toujours
vraie VneN.Pour n=0; uy=ae€]0,+o[
Donc l'instance P(0) est vérifiée. Soit neN fixé
tel que u,, >0 .

P(n) est vraie = u, >0
f(u,) > f(0) ; car f 7 sur[0,+oo]
Upy1 > 1

U1 >0 5 car1>0

Lot

P(n+ 1) est vraie

Ainsi : { l'instance P(0) est vraie
" l'instance P(n) implique P(n + 1) ; VneN
D ou 1 on conclut la véracité de P(n):

VneN ;

)

u, >0

Pause Méditation :

« God enjoins you to freat women well, for they are
your mothers, daughters, aunts »

The Prophet Mohamed PBUH

{

La Question : 11I) 2) b)

La fonction f est une fonction continue et
dérivable sur ]0, +oo[ donc I'application du TAF
est valable sur n'importe quel intervalle inclus
dans ]0,4+oo[ . Soit I'intervalle [u,,a] .

avec [u,,a]l € ]0,+oo[ .

Pl = scenuyal; (2219)
)= f@\ _ o1
<un—_a>—f ©=3
f) — f@)| _1

u, —a 2
_ V) -f@l_1
lu, —al 2
1
= 1f@w) ~ f(@] < 5w, —al
= |uy4 —al S%lun—al ; VneN

La Question : 11l) 2) ¢)

n

1
Soit Q(n) : |lu, —al < (E) la — al

Pour n=0 lug — al = |la — «af

Donc Q(0) est vraie

Soit neN fixé et supposons que Q(n) est vraie

1 n
Q(n) est vraie = |u, —a| < (E) la — al

1 n+1
= Jupn —al <5l —al < (3)

n+l1
=l —al=(3) le-al

= Q(n+1) est vraie

L. Q(0) est vraie
Alnst { Q(n) =>Q(n+1); vneN
Alors |(VneN) ; Q(n) est vraie|

Pause Méditation :

« Say : My Lord be merciful to them as they brought
me up in my childhood »

To Parents
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La Question : 1lI) 2) d)

1 n
Je réclame que : lim (E) =0
noo

Caril s’agit d'une suite géométrique de raison
2 strictement comprise entre —1 et 1. En vertu
du théoreme sur les criteres de convergence
on en déduit la situation suivante :

n

1
ey —al < (5) la-a

[0]

n n

1 1
Ou encore : _<§) la —a|l < (u, —a) < (E) la — al

n

D'ou : lim(u, —a)=0
noo

Ouencore : lim(u,) =«
noo

Le Cinquieme Exercice

La Question: 1)

On remarque que la fonction t +— et’ est
continue sur R comme étant une
composition bien définie de fonctions
dérivables sur R tout entier. Comme 0e R
alors cette fonction admet une seule primitive
F sur R telle que :

X

VxeR ; F(x):f et’dt : F(0)=0
0
VxeR ; F'(x):e"2

Ainsi F est dérivable sur R eton a:
F'(x) =e** ; vxeR .Rappelez-vous :
La dérivabilité implique le continuité.
Onremargue que VxeR ; e’ >0.
C-&-d : F'(x)>0; VxeR .Donc F est
strictement croissante sur R tout entier.

La Question : 2) a)

Soit x €]0,+oo[ et soit t une variable muette
dans l'intervalle [0, x] .

t>0 = t2>0 = et >ef

2
= el">1

x2 X
= jef dt>jldt
0 0

= Fx)=zx ; Vx>0
= Fx)=>x

= lim F(x) = +o
x—+00

La Question : 2) b)

Dr =R ; Domaine symétrique
VxeR ; —xeR

—X

F(—x)=f0 e

= _x(euz)(—du) ;t=—u
0

t2

dt

- —fx(euz)du = —F(x)
0

= F est une fonction impaire
lim F(x) = lim F(—(—x))
X——00 X——00
= lm, FC=0)
t=—x

= —limF(t) = —»

t—>+0o0

La Question : 2) c)

F est une bijection de R vers F(R) car
c'est une fonction continue et strictement
croissante sur R Avec :

F(R) = F(]—o; +oo[)
= |Jim )5 lim P

=]-o ; +o[ =R

La Question : 2) d)

La fonction F est dérivable sur R

et F'(x)=e* ; vxeR. Alors G la fonction
réciproque est aussi dérivable et on a :

G (x) = VxelR

1 .
FGx) '

/ 1 1 1
G(O): _—0

FGQ) F© & |
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MES PROPOSITIONS DE CORRECTION
DE L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES
BACCALAUREAT SCIENCES MATHEMATIQUES
SESSION DE RATTRAPAGE : JUILLET 2018[]
PROFESSEUR BADR EDDINE EL FATIHI
OUARZAZATE

2™ BAC - SM

Le Premier Exercice

La Question: 1)

D'abord, E est évidemment une partie non vide de
M, (R) puisqu’il s’agit de I'ensemble des matrices
carrées d'ordre 2 qui s'écrivent sous la forme
M(x,y) explicitée dans I'’énoncé. E est non vide
parce qu’'on peut exhiber au moins un élément de

cet ensemble et c’est M(0,0) = (8 g) =0

En fait, On peut exhiber dans ce cas simple
beaucoup d'éléments puisque la condition sur x et
y est large et abondante. Il suffit que x et y soient
dans R.

Par suite, On utilise la caractérisation des sous
groupes. On se donne deux eléments M(x, y)
et M(x',y’) de E, et On souhaite montrer que :
M(x,y) — M(x',y") estun élément de E.

M(x,y) —M(x',y") = (’(; 3’) _ (x’ y’)

0 x'
=(x—x’
0

Parce que (x — x’) et (y —y’) sont deux hombres
réels. Le résultat demandé est établi.

y_y,)=M(x—x'; y—y)€eE
X —x

La Question : 2) a)

Il est clair que E ¢ M, (R) et (M,(R),+,) estun
R-espace vectoriel d'apres le cours. Etant donnés
a unréel et M(x,y) et M(’x’,y") deux matrices de E.

a-M(x,y) +M(x',y') = a(g 3;)+<x, y’>

0 x'
_ (ax +x' ay+ y’)
0 ax + x'

=M(ax+x ; ay+y)€eE

Parce que (ax + x') et (ay + y") sont frivialement
deux nombres réels. Alors d'apres la caractérisation
des sous-espaces vectoriel on conclut que E est
sous-espace vectoriel de (M, (R), +,7).

La Question : 2) b)

Soit M(x,y) un élément de E. On remarque que :

=G )

(6 2*G 9

=+ D+(5 o)

= x-M(1,0) +y-M(0,1)

Autrement dit : la famille (M(1,0) ; M(0,1)) engendre
I'espace E. Si de plus elle est libre, elle serait une
base a cette espace et par suite dim E serait 2.

Pour que la famille (M(1,0) ; M(0,1)) soit libre il
suffirait de montrer que la seule combinaison
linéaire de ces deux matrices qui soit égale a la
matrice nulle 8 est celle (combinaison) dont tous les
coefficients sont nuls.

a-M(1,0)+p3-M(0,1) =6
N a-M(1,0)+ﬂ-M(O,1)=(8 8)
= G 2-G o
Et bien a =0
{Etbien,B:O

En conclusion, (M(1,0); M(0,1)) est une base de E
etdimE = 2.
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La Question : 3) a)

Il suffit de montrerque : VA, BeE ; AXBe€E

Soient A =M(x,y) et B=M(x',y") deux matrices
de E.

AXB=M(xy)xM(x,y)
_(xy x
_(0 x)x<0 x')
_ (xx xy +,x 3’) =MQx'; xy +xy)€E
0 xx

Parce que xx’ et (xy’ + x’y) sont deux nombres
réels. Donc La stabilité de E par rapport & x est
vérifiée.

La Question : 3) b)

Pour montrer que (E, +,x) est un anneau
commutatif, il suffit de vérifier les assertions
suivantes :

e (E,+) estun groupe abélien (commutatif)
e X est associative dans E .

e X est distributive par rapport & + dans E

e X est commutative dans E

La premiere assertion est déja vérifiée d’aprés la
question 1.

Pour la deuxieme assertion, On se donne trois
matrices dans E. On utilisera éventuellement le
résultat (déja prouvé) suivant :

M(x,y) X M(x",y) =M(xx" ; xy' +x'y).

D’'une part on commence par :

M(x,y) x (M(x',y") x M(x", "))
=M(x,y) x M(x'x"; x'y" +y'x")
= M(xx’x" ; x(X'y" + y’x")+yx'x")
y)

n I 1 1]

= M(xx'x" ; xx'y" + xx"y’ + x'x
Et d'autre part on remarque que :

(M(x, y) X M(x’,y’)) X M(x",y")
= M(xx'; xy' +yx') x M(x",y")

n

= M(xx'x" ; xx'y"+x"(xy + yx")

,n I

= M(xx’x" ; XX'y +x"xy' + x'x"y)

Ce qui prouve I'associativité de la loi x dans E

Pour la troisieme assertion, on se donne trois
matrices de E et on utilisera éventuellement les
formules déjd prouvées suivantes :

{M(x,y) +M(x',y’) =Mx+x; y+vy)
M(x,y) + M(x',y') = M(xx ; xy' + yx")

D'une part,on a:

M(x,y) x (M(x',y") + M(x", y")
=M@, y) X M(x +x"; y' +y")
=M(x(x +x") ;5 x(v +y") +ylx +x")
=MQx +xx" ; xy'+xy" +x'y +x"y)

Et d'autre parton a :

M(x,y) X M(x',y") + M(x,y) X M(x",y")
=M@xx ; xy +x'y)+Mxx"; xy" +x"y)
= M@xx +xx" ; xy'+x'y+xy" 4 yx")

D'ou I'on déduit la distributivité de x par rapport &
+ dans E.

Pour la 4iéme gssertion, On se donne deux éléments
M(x,y) et M(x',y") de E:

M(x,y) x M(x',y) = M(xx'; xy +x'y)
=M(x'x; yx'+y'x)
=M, y") x M(x,y)

Donc x est commutative dans E.

Finalement : (E, +,%x) est un anneau commutatif

La Question : 4) a)

Pour montrer la stabilité de E par rapport a T, On se
donne deux élements M(x,y) et M(x',y") de E. et on
utilisera éventuellement les formules :

{ M(x,y) = M(x,y) =Mx—x; y=))
MO, y) X M(x ,y") =M(xx ; xy +x'y)

M(x,y) TM(x',y")
= M(x,y) X M(x,y) — M(¥,0) x M(y',0)
=M(xx'; xy +x'y)—M(yy',0)
=M@x +yy ; xy +x'y)eE

| Gex +yy)eR
car (xy +x'y)eR

Donc T est une loi de composition interne dans
I'ensemble E.

Avertissement : Le fait que E ¢ M,(R) et T est une
loi de composition interne dans M, (R).

Ceci n'implique jamais que T sera une loi de
composition interne dans E.
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La Question : 4) b)

Soit ¢ I'application défini par :

p = (CXx) — (ET)
(x+iy) — Mxy)

Soientz=x+iy et 2 =x"+iy’ deux nombres
complexes non nuls :
go((x +iy) x (x + iy’)) = go(xx’ —yy +i(xy + x’y))
Signalons que les nombres réels (xx’ — yy') et
(xy’ + x’y) sont non nuls et cela a partir du moment
que au moins x ou y le soit. et aussi pour x’ et y'.
ainsi :
P((xx —yy") +ilxy +x'y)) =M(xx —yy ; xy +x'y)
or, @) Te(z)=M(x,y)TM(,y")

= M(x,y) X M(x ,y") — M(y,0) x M(y ,0)

=M@xx ; xy +x'y)—M(yy',0)

=M@xx —yy ; xy +x'y)

=@(zxZz")

En conclusion : ¢ est un homomorphisme.

La Question : 4) c)

Etant donnée M (a, b) une matrice de E*. Résolvons
dans C* I'équation ¢(z) = M(a,b)

9(z) =M(a,b) < @x+iy)=M(ab)
& M(x,y) = M(a,b)
Xy _ b
= (o 0= o
x=a
N {y=b
&S z=a+ib

D’ou I'on conclut la chose suivante :
VM(a,b)eE*, A'z=a+ibeC" : @(z) =M(a,b)
D'oU ¢ est bijective de (C*,x) vers (E*T) .
I'élément M(0,0) est exclu pour ¢ caril n'est pas
inversible parlaloiT.

Ainsi, les propriétés du groupe (E*,T) seront déduites
a partir de celles du groupe déjd connu (C*,x) via
I'isomorphisme de groupes ¢.

Comme (C*,x) est un groupe commutatif
d’'élément neutre le nombre complexe (1 + 0i)
et comme tout élément (x + iy) de C* admet un

symétrique (inverse) (xziyz)—i(xziyz) dans (C*x)

Alors (E*,T) est aussi un groupe commutatif
d'élément neutre la matrice ¢(1+i0) = M(1,0) .
et tout élément M(x,y) de E* admet un symétrique

M( x l) dans (E*T) .

X2+y2 4 X2+y2

La Question : 5) a)

On se donne trois matrices de E et On utilise
éventuellement les formules :

MO,y)+ M, y)=Mx+x; y+y)
MQO,y) TM(x,y) =Mxx —yy'; xy' +x'y)

D’'une part, On commence par calculer :

M y) T(MQ,y) + M(x",y™)
=M@EY)TME +x" 5 ¥ +y")
=M +x)—y» +y) 5 x@ +y) +yE +x)
=MQ@xx +xx"—yy —yy" ; xy +xy"+yx' +yx")

Et d'autre part on poursuit le calcul par :
MG, y) TM(x, ) + M(x,y) TM(x", y")
= M(xx — yy' xy' + x'y)
+ M(xx" —_ yy" ; xy" + x"y)
= M(xx +xx" — yy' —yy" xy' + xy" + yx' + yx")

D’'ou I'on conclut que T est distributive  gauche
par rapport a +. On fera pareil pour la distributivité
A droite puis on conclura.

La Question : 5) b)

Dans cette question on va utiliser la propriété
caractéristiue des corps. a savoir il faut vérifier les
assertions suivantes :

e (E,+) estun groupe abélien
e (E*T) estun groupe
e T est distributive par rapport & + dans E

Pour la premiéere assertion c'est déja fait
exactement dans la question 1. La commutativité
de + dans E résulte de celle de + dans M, (R)
parce que E ¢ M, (R)

Pour la deuxieme assertion c'est déja réalisée aussi
dans la question 4)c)

Pour la distributivité de T par rapport a +, elle est
récemment établie dans la question 5)a)

On vient de prouver que (E,+,T) est un corps. Et
comme T est commutative dans E d'aprés 4)c).
Alors on dira finalement que (E,+,T) est un corps
commutatif.

Pause Méditation :

« The Prophet Mohamed (PBUH) was asked :
* which charity is best ?
He replied : * That which you give while you fear
poverty " »
The Prophet Mohamed PBUH
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Le Deuxieme Exercice

La Question: 1) a)
(Z— 21\
l(z—i)_z

(Z—Zi) z
ot — ==
zZ—1i i

h(z) =z &

& i(z—20)=2z(z—1i) ; notez z#1i
& iz+2=2z%—iz ; Développement
& z2-2iz—-2=0 ; Réorganisation

La Question: 1) b)

(E) : z2=2iz—2=0

A= (=20)?—4x1x(=-2)=4
( _
lzl=—_(_222;_\/z=i+1=a

La Question : 2) a)
=)o (=)t

(
(N (F) e
(

—2i+i(1+)(z— 1))

h(z)—a L
h(z)—b

zZ—1
(Z—Zl-l—l( 1+l)(Z—i))
zZ—1

z=2i+({—-1D(z-10)
T z=2i—(+D(Ez-1)

z—2i4+iz4+1—z+1i
T z=2i—iz—1—2z+i

iz—i+1

—iz—i—1

i<z+(1i—i )
(24 ()

() TR

_ z—({+1)\ _
__<z—(——1+i)> a

-(G=5)

La Question: 2) b)

A(@ ; B(M) ; M2 ; M(h(2)

h(z) —a zZ—a
<h(z) - b> - (ﬂ)

= arg hD) —b = arg(—1) + arg (—) [27]
= arg CM : ZA) =7+ arg (ZM : ZA) [27]
M —Zp Zm — ZB

Zy — Zy Zy— 2
= arg(A_ M)En+arg(A_ M) [2m]
Zp Zy Zp Zy

= (WW) =+ (Wim) [27]

La Question : 3) a)

A,B et M sont

colinéaires = (MB MA) =0[x]

E
a>

Oubien (MB =0 [2m]

M)
Oubien (W m) =1

Oubien (W m) = (m+0) [27]
=
Oubien (W m) = (m+n) [2r]
Oubien (M—’B), W) =1 [2m]
=
Oubien (W, W) = 2w [2m]
Oubien (M—’B), W) =1 [2m]
—t -
Oubien (W, W) =0 [27]

= MB M’A) =0 [n]
= A,Bet M’ sont colinéaires

= A,B,Met M sont colinéaires

La Question: 3) b)

On suppose maintenant que les points A, B et M
ne sont pas colinéaires.

h(z) —a _ qz—a

<h(z)—b> - _(ﬂ)
a—h(z) b—z
(b—h(z)>x<a—z):_161R

ZA—ZM’ ZB_ZM
= ( )x( eR
Zp — Zy’ Zp —Zy
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{ ou bien A, B, M et M sont colinéaires
ou bien A, B,M et M sont cocycliques

ils sont cocycliques car on a supposé
que A, B, et M ne sont pas colinéaires

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

Pour le lancer d'une pieéce de monnaie équilibrée
et non fruquée, I'univers des possibilités est
Q ={P,F}

L'expérience en question consiste a répéter le
lancer 10 fois. Le résultat (d'obtenir Pile) est
représenté par une variable aléatoire de la loi de
Bernoulli de parametre p(Pile)=p(Face)=1/2

La variable aléatoire X en question associe a
chaqgue événement la fréquence d’'apparition de
Pile dans une série de 10 lancers.

o011
_ 10°10"  ’10
Autrement dit X(Q’)z{ll—o ; 05i§10}

Ainsi les valeurs possibles de X sont

Les Questions : 1) b) et 2)

L'événement, [X = %] ou plutdt [X = %] , donne

une information sur I'obtention de (Pile)
exactement 5 fois dans une épreuve de 10 lancers
indépendants. Alors la probabilité de vérification

;. 5 . .
de I'événement [X = E] se calcule ainsi ;

pedl=c Q) (D) =o
L T B U 2 ~ 256

[X>9]— [X_9 X_lO
Pl =10l "P1" T 10" % T 10
ol ]erfr-
L TN R T
9 10-9 110 110—10

(-

— 10 2 2
11

1024

ei-(3) (1-3)

Le Quatrieme Exercice

La Question: 1) a)

lim £ (x) = lim Vx(Inx)? = lim (x%)z : (ln (x%>4>

2

x>0 x>0 x>0
1 11\
= lim (x4 “4-]n (x4)>
x—0
x>0

= 16tlirg1+(tln )2 =16 x 02 = 0 = £(0)

1
t=x4

Donc la fonction f est continue a droite en 0.

La Question: 1) b)

lim f(x) = xl_i)rilw\/f- (Inx)? = +oo

X—+00

1\8 2
e AEaner (am(<))
lim —= = lim ————— = lim —
x—-+o X X—+00

X x—+00 1
2

) Int )
=16 lim (—) =16x0=0
t—4oc0 t
t=x1/4

D’ou f admet une branche parabolique suivant
I'axe (OX).

La Question : 2) a)

_(fx) = f(0) _ Vx(Inx)? (Inx)*
lim | ————— | = lim ——— = lim T
x>0 x—0 x—0* X x—0+ 1
x>0 W\ 2 X2
] 41In x4 ) Int\? )
= lim 1 = lim 16(—) =16 X (—0)
x-0% - t—-0+ t
x4 t=x1/4
=+o00 & R

Alors f n’est pas dérivable a droite en 0. L'axe (QY)
est une asymptote verticale au voisinage de 0.

La Question : 2) b)

En utilisant les théorémes généraux de dérivabilités,
on dira que f est dérivable sur 10, +o0[ comme
étant le produit de fonctions toutes dérivables sur
10,400 . & savoir x+—+xet x+—Inx.

soit x>0:

() = (V& (n)?)
= (V%) (nx)? + ((nx)?) Vx

1 1
=——(nx)>+2-—-Inx- Vx
2\/;( ) s

_ (4 +Inx)(Inx)
= —2\/;

Pause Méditation :

« Acquire knowledge, it enables its possessor to
distinguish right from wrong, it lights the way to
heaven, it is our friend in the desert, our society in
solitude, our companion when friendless, it guides
us to happiness, it sustains us in misery »

The Prophet Mohamed PBUH
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La Question: 2) c)

o _ (4 +Inx)(Inx)
Vx>0 ; f(x)——zﬁ
fX)=0 & x=e* ou x=1
x 0 e™* 1 +oo
Inx — _ )
4+1Inx - ( +
f'(x) + ( - )
4\? +0oo
f /<3)\
0 fQ)

D’aprés ce beau tableau, On remarque que f est
continue et est strictement croissante sur [0,e™*] .
Donc f : [0,e™*] — f[0,e™*] est une bijection.

Casa g 1o e [0 (Y]

C-&d Vye [o(i)z] D Axel0e] : f) =y

Autrementdit : Vxe[0,e7*] : f(x)e [O,G)Z] ()
a2

de méme pour la bijection f : [e*,1] — [O, (Z) ]

2
Autrement dit : Vxele 1] : f(x)e [0'<E)] (x%)

Finalement, en combinant les résultats (x) et (x*)
2
Onconclutque: Vxe[01]; f(x)e [0, G) ]

Ouencore: Vxel0,1];

0<Ff(x) < (g)2

La Question : 2) d)
4[

©

La Question: 3) a)

On sait déja que f est continue sur [0, +oo]
et puisque 1¢€[0,+o[ Alors elle admet une seule
primitive ¢ sur [0,+oo[ telle que :

Vxem+w[=¢@>=£f@dt;mm=o
Vxe[0,+oo : ¢ (x)=f()
1 X
Ainsi ¢+ F(x) = f f(t)dt = —f f)dt = —p(x)
X 1

Comme ¢ est dérivable sur [0,+o[ Alors F I'est
aussietOna: F (x) = —¢ (x) = —f(x) = —Vx (Inx)?

La Question: 3) b)

Ona: Vxel0,+o[ : F(x)=—Vx(nx)2<0 .
Donc F est strictement décroissante sur [0, +oo]

La Question : 4) a)

1 1
f\/f-lntdt=f t1/2 \Intdt
X X

NN

u'() v

v § 1 2 1 1
=[5 1nt]x—§fx ¢2 dt
=§”1”L‘§§”L

-2 4 4
- _= Inx —— 4+ —
3x\/§nx 9+9x\/§

La Question : 4) b)

1 1
F(x)=f f(t)dt=f Vvt (Int)? dt

1
=J. Vvt (Int)? dt

u(t) v

—[Zt%(l t)z]1 fl(z 02 21nt)dt
B EREtdl N B t

-2 3 4011
=?x2 (lnx)z—gjx <t2 -lnt)dt
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-2 4 /-2 4
= — 2 2_ (= —_—
3 X (Inx) 3( xvxInx 9+9x\/_>

16
— 2 R
x\/ (Inx)* + = x\/ lnx+27 27x\/

Remarque : x'? =+/x et x3/%=xx

La Question : 4) c)

1 1
c/lzf |f(t)|dt:f f@®dt; car f(x) 20 ;vx >0
0 0

=F(0) = lim+ F(x)

16
— 2 A
hm x\/ (Inx)= + = x\/ lnx+27 27x\/
16
27

La Question : 5) a)

1 F est N sur[0,+oo|
= F(0)=>= F(E) >FQ) ; car

1

et 0; —; 1 € [0,4+00]
n

16

16
= EZunZO ; carF(O)zﬁ et F(1)=0

=  (Up)n>1 est bornée

n=>0 = n+l1l>n
1 <1
n+1

; passage al'inverse

1 1
F( )>F< ) ; car F est N sur [0, +oo[
+1 n

= Uy >UuU, ; ¥nx1

=  (U,)n>1 est une suite croissante

La Question : 5) b)

On a déja montré que (u,),s1 est une sui’re
. . 16
croissante et est majoree par 5 5 car E >u, =0

Donc elle est convergente vers une limite réelle.

li —l'Fl—Fl'1 F(0 16
im(u,) = im P () = F (lim.) = F©) = 32
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MES PROPOSITIONS DE CORRECTION
DE L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES
BACCALAUREAT SCIENCES MATHEMATIQUES
SESSION DE RATTRAPAGE : JUILLET 2017
PROFESSEUR BADR EDDINE EL FATIHI

2'*me BAC - SM
MAROC

Le Premier Exercice

La Question: 1)

D'abord E est une partie non vide de I'ensemble
des matrices carrées d'ordre 2 a valeurs réelles,

elle estnonvidecar: I =M(1,0)€E .
Soit M(a,b) et M(c,d) deux matrices de E
et @ un nombre réel.

aM@b) +Me,d) =a(f )+ (G 729

_ (aa +c¢ —3(ab+ d))
ab+d aa+c

=M(aa+c; ab+d)eE

Parce que (aa +c) et (ab+ d) sont deux
nombres réels. Ainsi E est un sous-espace
vectoriel de I'espace vectoriel (M,(R),+, *)

Soit M(x,y) une matrice de E.

meen =5 ) =G 9+( )

=x(p )o@ T

=xl+y]

Donc (I,]) estune famille génératrice de E.

Soient a et B deux nombres réels,

=0 = (5 =0 Y

a

{Etbien a=0
Et bien =0

Donc la famille (1,]) est libre. Alors c'est une
base de E etonait dimE estle nombre

d’éléments de (1,]) etc'est2.

OUARZAZATE, le Mercredi 05 juillet 2017

La Question : 2) a)

On remarque au prime abord que E est une
partie non vide de M, (R).
Soit M(a,b) et M(c,d) deux matrices de E:

M(a,b)+M(c,d)=(Z _sb)x(é _?d)

(ac —3bd —-3ad - 3bc)
bc + ad —3bd + ac

= M(ac —3bd ; ad + bc) € E
Car (ac —3bd) et (ad + bc) appartiennentd R.

Finalement : E est une partie stable dans (M,(R) ; x) .

La Question : 2) b)

Pour montrer que (E,+,x) estun anneau
unitaire et commutatif, on vérifie les assertions
suivantes :

(E,+) est un groupe abélien.

x est une loi associative.

x est distributive par rapport a + dans E.
x admet un élément neutre.

x est commutative sur E.

La premiere assertion résulte du fait que (E, +,X%)
est un espace vectoriel.

Les assertions 2¢me et 3¢me résultent du fait que E
est une partie stable dans (M, (R),x) et que x est
associative et distributive par rapport & + dans M, (R).

La 4eme gssertion est vérifieée car I = M(1,0) est
I’élément neutre pour la loi x dans E.

Pour la derniére assertion, c'est trés simple, il suffirait
de prendre deux matrices M(a,b) et M(c,d) et de
voir est-ce bien: M(a,b) X M(c,d) = M(c,d) X M(a, b)

Je vous laisse le soin de réaliser ce petit calcul.
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La Question: 3) a)

Soient (a,b) et (c,d) deux couples de R? :

go((a +ib) X (c+ id)) = go((ac —bd) +i(ad + bc))

:M<ac—bd; ad\/—l—gbc)
<p(a+ib)x<p(a+ib)=M<a,%)xM(c;%)
T RPN
V3 V3 V3 3
=M(ac—bd; ad+bc>
V3

Donc ¢ est un homomorphisme de (C*,x) vers (E* Xx)

Soit M(a,b) e E* .
y

p(x+iy) =M(a,b) < M(x; ﬁ

) = M(a,b)

X =a
= {2Xo = (I
\/g y = b\/§
C'est-a-dire que I'équation ¢(x + iy) = M(a, b)

admet une seule solution dans C* . Ou encore :
VM(a,b)eE*; Alz=a+ibV3eC* : ¢(z) = M(a,b)

C-a-d que I'application ¢ est une bijection de
(C*,x) vers (E*,X) .

Finalement : ¢ est unisomorphisme de (C*,x)
vers (E*,X) .

La Question : 3) b)

Comme (C*,x) estun groupe abélien et ¢ est
un isomorphisme. Alors ¢(C*,x) = (E*,x) estun
groupe abélien aussi.

La Question : 3) c)

2017

]2017 — (M(O,l))

V3
- M("'ﬁ)

_ ((p(O .\ i\/§))2017
_ ((p(i\/§))2017

= ¢(iV3) X 9(iV3) X ... .. x 9(iV3)
= (V3 X iV3 X ... x V3) ;

2017

2017 fois

y (i <3 x ((ﬁ)z)loos)
=|o(iV3- 31008

1

0 S

finalement: |(j29'7)~t=| _, 31008
31009 0

(]2017)—1 — sym(]2017)
=sym ((p(i V3~ 31008))

= (sym(i V3 31008))

I
AS

go( 3 31008)
()
l

0~ J5—3)

(
cufor )

! V3 -/3 - 31008

=9

-1
M(O ; 31009)

La Question : 4)

Pour montrer que (E,+,x) est un corps
commutatif, on vérifie adisément les assertions
suivantes :

e (E,+) estun groupe abélien.

o (E*,x) estun groupe.

e X est distributive par rapport a +.
e X est commutatif surE.

Je vous laisse encore le soin de la vérification car
on les a déja montrées.

Le Deuxieme Exercice

L'arborescence ci-dessous résume |'expérience
aléatoire en question :

1 ;®
Nt ®

Rien Tirage de Tirage de Fin de
n'est fait la 1¢ére lg 28me I'exp
boule boule
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La Question: 1)

gainde\ _ 1011
p(ZOptS)_p(BnB)_2x2_4
pertede)_ _1 l_l
p( 20pts ) “PINNN) =3x35=7
Gain\ _ _1 1 1 1_
(nul)—p(BNouNB)—2x2+2><2—
La Question: 2) a)
) gain de
p(gggldé):p<zopts)
p 5 fois
5 5-5
S (Y x(1-0) =L
4 4 1024

La Question : 2) b)

. gain de
o (i) =r( z0pes |
p 2 fois

_c2x <1)2 y (1 1)5‘2 270
RV 4 1024

La Question : 3) a)

X(Q) ={-20;0; +20}

1
p(X =-20)=p(NnN) =

1
p(X =0) =p(BN ou NB) = 3

p(X =+4+20) =p(BNB) =%

Donc la loi de probabilité de la variable aléatoire
X estl'application Py définie ainsi :

Py = X(@ — [01]
—-20 — 1/4

0 — 1/2

+20 — 1/4

La Question : 3) b)

EIX] = ) kep(X = 0
k

20 1+0 1+20 L 0
=—-20X-— X — X — =
4 2 4

Le Troisieme Exercice

La Question: 1)

M=M o 7=z

{ oubien z=1
oubien z=-1

La Question : 2)

La Question : 3)

Rappel : La médiatrice d'un segment est
I'ensemble des points qui se situent a égale
distance des deux extrémités du segment.

0 BM’_ z +1 B <z+1)2 _(BM)2
ne s T 7 =1 T |\e=1) | T am
M € Médiatrice[ABl = AM = BM
BM
= —=1
AM
BM\?
= (—) =1
AM
BM'
= = 1
AM

= AM = BM'

= M e Médiatrice[AB]
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La Question : 4)

Me([T) = AMB est rectangle en M
= (AM) L (BM)
2y —
= ( M ZB) € iR
ZM T Zy
z+1 .
= ( ) € iR
zZ—

- ()
z +1
- (¢ -1>
= (=) en
= (BM) | (AM")

— [i<wB)|

Le Quatrieme Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1)

Sur I'intervalle ]0,+oo[ , est continue comme
étant quotient de deux fonctions continues sur

I'intervalle ]0,+o[ avec le dénominateur est # 0.

Etudions maintenant la continuité & droite en 0.

I I Arctan x
m f(x)= lim ———
x—>0+f( ) x=07F

. Arctan x — Arctan 0
= lim ( )

x—-0+ x—0

(Arctan x)'/x=0

- (77%2)
1+ x2 /x=0

1
=Tyoz 1=/

Donc f est continue & droite en 0.

Finalement : f est continue sur 1.

La Question : 1) 2) a)

; passage au carré

= 1<t’4+1<x%+1 ; Ajout de 1

1
< <1 ; passagea l'inverse
x2+17t2+1 p 9

La Question: 1) 2) b)

1
< <1
x2 417 t24+1°

X 1 1 1 x
< <
= fo (x2+1>dt_f0 <t2+1)dt_f0 Ldt

Infroduction de fox dt car 0 <x etflacontinuité
est vérifiee.

X
[x2 n 1]0 < [Arctan t]§ < [t]§

< Arctanx < x

x2+1

La Question: 1) 2) c¢)

< Arctanx < x

x2+17
1 Arctan x
= 5 < <1 ; x>0
x4 +1 X
1 Arctan x
= x2+1_1s—x -1<0 ; x>0
Arctan x
= x2+1S . <0 ; x>0
f(x) f(O)
= S
2 + x—0

[0]
. (f(x) f(O)

x—-0% x—0

f est dérivable adroite en0
et f;(0)=0
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La Question : 1) 3) a)
,( )= (Arctan x)'
fx)= o
1
X (1 T xz) — Arctan x
= o
_ 1 Arctan x
T x(1 4 x2) x2

La Question: 1) 3) b)

Signe(f' () = Signe (1=— — Arctanx) = (-)

f(x)<0

= f est N sur ]0,+oo[

= Vxe]0,+oof ;

La Deuxiéme partie

La Question : 1) 1) a)

Soient x et t deux éléments de ]0,+ol.

< Arctant <t

t2+1°~
1 Arctant
= > < <1 ; t>0
t-+1 t
x 1 * rArctant x
. f(z )dtsf (—)dtsfwt
o \t +1 0 t 0
=

[Arctant]} < J ) f(t)dt < [t]§
0

X
= Arctanxsj fHdt <x
0
Arctanx
= _ jf(t)dt<1 ; x>0
= f)<gx)<1 ; x>0

Pour x =0 Onremarqueque : 1<1<1
C-a-d: [£(0) < g(0) < 1| valable aussi.

Finalement : |V x €[0,+oo[ ;

f) < gx) < 1]

La Question : 11) 1) b)

B f(x))<gx)<1

= fx)-1<gx)-1<0
- f(x)_lsg(x)_lso x>0
X X
—  lim (f(x)—f(o)>S lim (g(x)—g(0)>so
x-0% x—0 x-0+ x—0
= 0= (TG0 =0
= OS lim (M)SO
x-0% x—0

9@ - g(O)) .y

N .
xllgl*' ( x—0

g est dérivable a droite en 0

94(0) =0
La Question : I1) 2) a)
Rappel :
| Al primitive ¢ sur I
f cont sur| Vxel; <P(x)=fxf(t)dt
acel o(a) =0 | @
Vxel ; ¢ (x)=f(x)

Ona f estcontinue sur [0,+o[ et 0¢€[0,+oo]
Donc 3! primitive ¢ sur [0,+oo[ telle que :

{szo; p(x) = [y f(Odt et (0)=0
V=0 : ¢ (x)=f(x)

¢ (x)

Ona : g =- ff(t)dt——w()—

Les fonctions x — @(x) et x — x sont dérivables
sur 10,4+o[ . Donc g est dérivable aussi.

P(x)\
X
_x¢ () -0

x2

x f(x) —o(x)

x2

_fGo 1 <<p(x))

X X X

Vx>0 ; g'(x)=<

1
—@——(9( ) =

X

- (f(x) —g(x)
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La Question : 1l) 3)

selon[I1][1][a]
= (f®-gx))<0

x>0 = f(x)<gk) ;

1
= ~(f-g() <0
= g'(x) <0
= g est N sur ]0,+oo]

La Question : 1) 4) a)

Soient x>1 et 1<t<x.

4 Arctant w
O0<Arctant<- = I<—m<—
2 t 2t

* rArctant
= 0<f (f)d <= [ln|t|]
1

x Tlnx
= O<ff(t)dt<T
1

- 0<- ff(t)dt< (lnx)

X
- 0<- ff(t)dt< (lr;x)
x \Fee X N\Foo
[0] [0]
= xEI-Poox_[ f)dt=0

0<t<1l = fOSfO<fO) ; car f N

"< <1
= Z_f(t)_

N

1
sfof(t)dts1

s <1f1 (t)dt<1
= _< - —
4x_x0f X

. 1!
= xliToo<§Lf(t)dt>=0

li l L d
= im g(x) = im <;-[0 f(® t)

X—+0o0

= li L d li L d
- i (] o f>+x¢f3m<; | ro t)
=0+0=[0]

La Troisiéme partie

La Question : I11) 1)

La fonction ¢(x) = g(x) —x est confinue sur [0,1].
p(0)=g(0)-0=1>0
1
p(1)=g(1)-1= fo fH)dt—1<0

Ainsi : @(0) (1) <0
Donc d'apres le TVI Jae[0,1] ; @la)=0
Ouencore : 3ael0,1] ; gla)=«a

a est unique car ¢ eststrictement décroissante
sur [0,1] . c'est trés facile a démontrer.

La Question : 111) 2) a)

soit x € [0,+o] = 1 < Arctanx < x

x2

1 Arctan x
< <

x2+1° x -
—Arctan x -1
= -—-1< <
x x2+1
Arctan x
= 01— <1-
x xZ2 41

2

<1- <
= 0=1-/W =y

La Question : I1il) 2) b)

2

B 0<1-f(x)<

x2+1
= —1<—f(x)<—
= W=7
<1
= x2+1_f(x)

= J:(le_l_1)dtSJ:f(x)dtSf0x1dt

X
= ArctanxSJf(x)dth
0

= f(x><1jxf(x)dt<1
<t <

= f =gk <=1
2

1+ x2

= 0<gx)—fx)<
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o I f@)_ x

x ~14x2
RIS L 165\ W S SR
x 1+x272

1 1
= |lgwl=;

La Question : IlI) 3) a)

g est une fonction continue et dérivable sur[a; u, ]
donc, d'aprés le TAF, On conclut que :

(g(un> - g(a)) .

U, —a
9w) —g@| _ 1
‘—un_a ‘—Ig(C)ISE

1
=l —al <5, —al

La Question : I1I) 3) b)

Soit (B) ¢ [y —al < (2) up—al

Pour n=0 .D'ou (Py) estvraie.
Soit neN fixé et tel que (B,) soit vraie.

n
(B,) est vraie = |u, —a|< (—) luy — af

2
1 n+1
= Slu-a=(3)  lw-al
1 n+1
= l-ad <l -ds(3)  lw-e
n+l
= la-als(;)  lw-ad

= (P,41) est vraie

(Py) vraie
(P) = (Pp41) 5 VneN

171
= |VneN: Iun—als(z) lug — a

n

n fu—al<(3) lw-al

n

= —(l)n |u0—als(un—a)£(%> luy — af

BTN

= lim(u, —a)=0
Mnoo

= lim(u,) =«
noo

= (u,) converge vers a
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MES PROPOSITIONS DE CORRECTION
DE L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES
BACCALAUREAT SCIENCES MATHEMATIQUES
SESSION ORDINAIRE : JUIN 2019
PROFESSEUR BADR EDDINE EL FATIHI

2'*me BAC - SM
MAROC

Le Premier Exercice

La Question: 1) a)

La commutativité :

La commutativité de la loi * sur C résulte de celle
deslois + et x sur R.
Soient z=x+iy et 2 =a+ib deux complexes

’

zxz = (x+iy)*(a+ib)

=xa+ i(x*bh + a’y)

=ax + i(a’y + x?b)
=(a+ib)*(x+ib)=z *z

Ainsi: V(z,2)eC?; zxz =2 %z

C-a-d : * estune LCI surcC.

La Question: 1) b)

z=x+1iy
z =a+ib trois nombres complexes.
Z'=m+in

Soient

Dans un premier temps, on remarque que :

zx(z *z") = (x + iy) * ((a +ib) * (m + in))
=(x+1iy)* (am +i(a’n + mzb))

= xam + i(x%(a’n + m?b) + a’>m?y)

= |max + i(na®x? + bx?>m? + ya2m2)| (*)

Dans un second temps, on a :
(zxz)xz" = ((x +iy) *(a+ ib)) * (m + in)
= (xa +i(x%b + azy)) * (m + in)

= xam + i(xZazn +m?(x?b + azy))

= |max + i(na’x? + bx?*m? + ya2m2)| (*%)

OUARZAZATE, le Mardi 18 juin 2019

Celui qui jettera un coup d’ceil sur () et (xx)
pourrait facilement se rendre compte que
I'associativité de laloi = sur C est évidemment
vérifiée :

|V(z,z,,z") €C; zx(z x2") = (z+2) *Z"|

La Question: 1) c)

L’élément neutre :

Soit e I'élément neutre (s'il existe) pour la loi = sur
I'ensemble C. Alors: VzeC ; zxe=exz=2z

Vous aviez prévu de traiter les deux égalités, mais
je me suis restreint & une seule parce que tout
simplement la loi * est commutative sur C.

Soient z=x+1iy et e =a+ib deux complexes:

(x+iy)*(a+ib) = (x+iy)
& xa+i(x*b+a’y)=x+iy

Z*xe=2zZ &

PR {Etbien xa=x
Et bien x’b+a’y=y

- {Etbien a=1; avec x#0
Etbien x*b+y=7vy car a=1

PN {Etbien a=1eR; avecx #0
Etbien b=0¢€¢ R

{e =1 est | élément neutre
pour la loi * sur C\iR

Soit (iy) e iR, On vérifie que :
iy*1=(0+iy)=*(1+i0)
=0+i(0%-0+12-y)
= Ly

Donc e =1 est aussil'élément neutre pour la loi *
sur la droite imaginaire.
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Finalement : La loi * admet un élément neutre sur
C et c'est le nombre entier naturel 1.

Avertissement : Dans cet exercice la lettre e
n'est pas le nombre d’'Euler

e =2,718281828459045 ... ....

C-a-d la base du logarithme naturel.

e c'estjuste pour dire élément neutre.

La Question: 1) d)

La symétrie :

Soit z =x+ iy un nombre complexe.
et soit z2 = a+ib son symétrique (s'il existe) pour
laloi = sur C. Alors: z+xz' =2z'xz=1.

A cause de la symétrie, On démunira le travail a
une seule égalité.

zxz7 =1 (x+iy)*(a+ib)=1

& xa+i(x?b+a’y)=1+i0
- {Etbien xa=1
Etbien x?b+a’y =0
1
Etbien a=-— ; avec x ¥ 0
= o xy
Et bien x2b+x—2=0; avec x ¥ 0

Et bien a:;e]R{ ; avec x # 0

=T y
Et bien b=—x—4 eR ; avec x #0
' 1 . o .
z =;—;V—4l est le seule symétrique de z = x + iy

delaloi * sur C\ R. C-a-dsur (R* X R).

Autrement dit :

VzeC\iR ; 3!zeC\iR : {?tifi

La Question : 2) a)

La stabilité de E par la loi * dans C.
E={x+iy / xeR} et yeR}

D'abord, il est clair et évident que E est
frivialement une partie de C.

Soient z=x+1iy et 2 = a+ib deux nombres
complexes de I'ensemble E.
Alors : (a,x) € (R%)? et (b,y) € R

z+z = (x+iy) * (a + ib)
= xa + i(x%*b + a’y)

Comme a>0 et x>0.
Alors : ax > 0. Ainsi: axe R}

De méme, Comme (a, b, x, y)eR*
Alors : (x2b +a’y) e R car + et x sont 2 LClsur R.

La conclusion: |V z,z €E ; z*z € E|

C-a-d: que E eststable par « dans C.

La Question : 2) b)

Il suffirait de montrer que (E,*) est un sous-groupe
du groupe (C,*). Et pour cela, On devrait évaluer
la véracité des 3 assertions ainsi proposees :

(1) = (C*) est un groupe abélien
(2): ECC et E+0
(3) : V(z,t)eE?; zxsym(t)eE

La premiere assertion résulte des 4 précédentes.

* est associative et commutative sur C
x admet un élément neutre 1
les élément de C sont symétriques pour *

C-o-d:

Pour la 2éme assertion, On remargue que E est une
partie non vide de C puisqu'il s’agit de nombres
complexes dont la partie réelle est strictement
positives, et dont on peut trivialement exhiber
beaucoup d'éléments de E, & savoir (1 + 0i)

(4 + 30

Pour la 3¢me assertion,
On se donne deux nombres complexes
(z=x+1iy) et (t=a+ib) avecx >0eta >0

z xsym(t) = (x + iy) * sym(a + ib)

—bx?> y
parce que o +; e R

x>0

x
Et que E>O car |a>0
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La Question : 3)

E={x+iy ; xeR} et yeR}
G={1+iy ; yeR}

D'abord, ¢ est immédiatement une partie non
vide de E car:
zeG = z=1+1iy; yeR

1leR}

= z=1+1iy; {ye]R

= zeF

Elle est non vide puisqu’'on peut exhiber au moins
un élémentetc’est 1=14+i0eG c E c C

Soient maintenant z=1+iy et h =1+ it deux
nombres complexes de I'ensemble G.

1
zxsym(h) = (1+iy) * (I_ i%)
=1 +iy)*(1—it)
=1+i(12(-t) + 1%y)

=1+i(y—t)eG; car (y—t)eR

Ainsi, on a pu prouver les postulats suivants :

(1) : (E,*) est un groupe abélien déja
{(2) : GCE et G#0O
(3): V(zh)eG?; z+xsym(h)eG
D'ou (G,x) est bien un sous-groupe abélien du
groupe abélien (E,x) et ceciselonla
caractérisation des sous-groupe vue dans le
Ccours.

La Question : 4) a)

D’abord, F est une partie de M, (R) car c'est
I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 &
coefficients réels explicitées dans I'énoncé de F.

On se donne deux matrices M(x,y) et M(a,b)
de I'ensemble F.

e e = (5 2)x(5 1)
- (xoa xb;lya) € F

xa>0; cara>0et x>0

parce que : {(xb +vya) e R triviale

Ainsi : |VM(x,y),M(a,b)eF; M(x,y)xM(a,b)eF|

C-a-d F est une partie stable pour la
mulfiplication matricielle x dans M,(R).

La Question : 4) b)

p + (Ex) — (FX)
(x +iy) — M(x%y)

Montrons que ¢ est un homomorphisme de (E,*)
vers (F,X).

Soient (x +iy) et (a + ib) deux nombres
complexes de E. Dans un premier temps on a :

<p((x +iy) * (a+ ib)) = (p(xa +i(x%b + azy))
= M((xa)?; x*b + a®y)

Et dans un second temps on ait :
o(x +iy) x ¢(a + ib) = M(x?,y) x M(a?,b)
_(x?y a’> b
B ( 0 xz) % ( 0 az)

_ (xza2 x%b +ya2)
0 x%a?

= M((xa)?; x°b + a’y)

Ainsi : |\7’ 2,2€C; p(z*2) = @(2) x (p(z’)l

C-0-d : ¢ est 1 homomorphisme de (E,*) vers (F,x).

Pour Monfrer la bijectivité de ¢, oubien on montre
I'injectivité et la surjectivité de ¢, oubien on utilise
la définition d’une application bijective. A savoir :

f + E — F
x = f@)=y

|fbijective & (VyeF),(3!xeE) : f(x)=y|

Je propose I'usage de cette 2éme Méthode :

p : (Ex) — (FX)
(x+iy) — M(x%y) = @(x +iy)

Ftant donnée M(a2b) une matrice de F, existe-t-il
un antécédent dans E pour cette matrice oubien
il en existe plusieurs via I'application ¢. Résolvons
alors I'équation ¢(x + iy) = M(a? b) d'inconnu le
nombre complexe x + iy.
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o(x +iy) =M(a%b) < M(x?y)=M(a?b)

= (5 %)= L)

Et bien x?% = a?

< Et bien y=0b>b

oubien (x=—a et y=5»>)
Sl .

oubien (x=a et y=5>b)
N Etbien x=a xeR%

Etbien y=b = Y aeR%}

& (x+1iy) =a+ib unique dans E

La conclusion :
(Y M(@a® b)eF),(Alz=a+ibeE) ; ¢(z) = M(a%b)|

C-a0-d que ¢ est bien une bijectionde E vers F.
Ainsi ;. ¢ est unisomorphisme de (E,*) vers (F,X).

La Question : 4) c)

Rappel : Si f est un homomorphisme d’'un
groupe (G,*) versun ensemble (F,T), Alors
I'image du groupe (G,*) par f estle nouveau

groupe (f(G),N).

Les proprietés caractéristiques du groupe (f(G),T)
seront déduites a partir de celles du groupe (G,*)
via I'application f.

Comme (E,*) estun groupe abélien d’'élément
neutre le nombre complexe (1 + i0) et que fout

nombre complexe (x + iy) admet un seul

sy . 1 .
symétrique (;,—;—4) pour la loi = sur E.

Alors (F,x) est un groupe abélien aussi
d’'élément neutre la matrice M(1%,0) = I et que

toute matrice M(x,y) de F admet une matrice
symétrique sym(M(x,y)) pour la loi x sur F.

sym(M(x,y)) = sym (M ((ﬁ)zy»
= sym (qo(\/z + iy))
= ¢ (sym(vVx + 1))
1
=@ (ﬁ —1 %)

1 -
= (—;—f)eF
X X

avec —>0 et —eR
X X

Le Deuxieme Exercice

La Premiére partie

La Question: 1) 1) a)

A= (1+D*(1 +m)? — 4(2im)
= (20)(1 + m)? — 2i(4m)
= (20)((1 + m)? — 4m)
= Qi)(mM?*+2m+1—4m)
= (20))(m* —2m+1)
= (1+0)*(m—1)*
= (A +Dm-1)*

A#0 car mé¢ R donc m # 1.

La Question: 1) 1) b)

A+ DA+m -1 +)m—1)

1+
> i

Z

=(1+i)(1+m)+(1+i)(m—1)

3 =m(1+1i)

Zy

La Question : 1) 2) a)

—_ (x+
Rappel : |e* +eY = 2cos (x > y) (7

Soit m=¢€" avec 0<O <.
zZ1+z, =0+ +m(1+10)
=1+ +m)

= (eio + eiTH) (e +e')

= 2v/2 cos (g) ei(%+%)
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0
|z + 75| = 2\/5005(—) >0

Donc : - 92
arg(z; + z) = (Z + E) [2m]

Signalons enfin que la quantité 2 cos (%) est

positive car si 0<8<m .alors: 0< % < %
s Q)

D'ou : cos (2) > 0.

La Question: 1) 2) b)

Ona: ziz, =m(A+i)(A+i)=2im
Soit m=e® avec 0<O<m
z1z€eR = 2im eR
LA
= Z(eZ)(elg)e]R
= Zei(“%)e]R

= (9+z)50[n]

2
T
oubien (9 + —) =0 [2nr]
— 2
. T _
oubien (9 + E) =1 [m]
-1
oubien 6 = — [2m]
= n2
oubien 6 = > [27]
= 0==; car 0<6<m
. in
= m=e? =e2 =i

= z1+z=0+)+mA+1iQ)
=A+D+i(1+10)
=1+i+i—1
=2i ; cest gagné

La Deuxiéme partie

La Question : 11) 1) a)

Soit r la rotation définie ainsi ;

r(O,g) L P) - (P)
M(z) — M'(Z)

r(B)=D o (2 —20)=e?(zy— 7o)
& (zp-0)=i(1+)m-0)

& zp=>0—-1m

Z.+z
Q = milieu[CD] & ZQ=CTD
_(1—i)+(i—1)m
Zg = )
a-D@d-m)
= zﬂzf:w

La Question : I1) 1) b)

(b—a>_(1+i)m—(1+i)><2
w )/ (A-D1-m)
21+ D(m—-1)
C (—-Dm-1)
20140
IGERY)
2004060+ 1D
T -D@GE+1D
2020
=5 =

La Question : 11) 1) c)

b—a Zp — Zy
=2 < = -2i€eiR
w ZQ—ZO
Zp — Zy .
= ( )ELR
Z0 — 2o

o [(AB) L (00)

=2 = = |-2i|
w Zo — Zp
Zp — Z
L ezl
|zg — 2o
AB )
— =
oQ
= AB =2 00Q

La Question : 11) 2) a)

(0Q) coupe (AB)enH = A,B,H sont colinéaires

Zy — Z,
= (H A)EIR

Zp — Zy
- (h—a) R
b—a €

Badr Eddine El Fatihi - Ouarzazate - 00212660344136 - www.professeurbadr.blogspot.com -

ion normale 2019 - la page : 314



http://www.professeurbadr.blogspot.com/

(0Q) L(AB) = (OH) L (AB) ; car H € (0Q)

Zy — Zo .
= ( )ELR
ZB — Zy

h -
=
(b—a) €t

La Question : I1) 2) b)

(6= = | G=0)-6=)
l l

!

)em |-

sy

—a

0
|

]
I
—/ /-~
S3
| [ =
Q

= —
a—b m-1
a—>b
= 2h—a=__1

= h—1< +a—b)
2\ ¢ TR

1((1+i)(ﬁ—1) (1+i)(1—m)>
& h=-= — + —
2 m-—1 m-—1
1 ((1 +i)(m-— m))
S h=-= —
2 m-—1
h—ll [m—-m
= _E( +l)<—ﬁ—1>
1+10) <—2i iZm(m))
S h= —
2 m-—1
N h=(i—1)<11"1(;)>

Im(m) signifie la partie imaginaire de m

Pour la vérification vous ne seriez jamais amené a
le faire, Mais pour me rassurer j'ai vérifié la fiabilité
de ces résultats en faisant des calculs pénibles de
fourmilles dans mon brouillon et j'ai pu réfuter mes
doutes en frouvant bien les résultats attendues :

( (h—ay 1 — Re(m)
(b—a>_<|m|2—2Re(m)+1> ¢ R

L(b - 2)= <|m|2 —_?;S(nrzl) T 1>i € m

Et saviez-vous la récompense que vous auriez
obtenir comme gain en faisant tout ce
vacarme 2!l

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

On suppose dans cette question que 2969 ne
divise pas n.

= 2969An=1; car 2969¢P

= 3(v,u)eZ?; 2969v +nu =1 ; Bezout
= 2969y = (1 —nu)

= 2969 divise (1 —nu)

= nu = 1[2969]

La Question: 1) b)

D'abord, comme (nu) = 1[2969]

Alors @ [(nw)® = 1[2969]| (1)

Et comme: n® +m8 =0/[2969]
Alors : n® = —m®[2969]

D'oU : n®xub=-m8xub[2969]

C-od @ [(uw)® = —(mw)® [2969]] (2)

Comme le relation modulo (=) est transitive alors,
d'aprés (1) et (2) on tire : —(mu)® = 1[2969] .
C-a-d: [(mw)® = —1[2969]

D'oU I'on tire aussi:  ((mu)®)37! = (=1)37! [2969]

Ou encore :  |(mu)?°*® = —1[2969]|
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La Question: 1) c)

On raisonne par I'absurde que le nombre 2969 ne
divise pas le produit (mu).

On suppose que 2969 divise (mu).

Alors : (mu) = 0[2969]

D'oU: (mu)?%%® = 0[2969]
Mais :  (mu)?%%8 = —1[2969]

Alors on qit : —1 = 0[2969]

C-a-d : 2969 divise 1.

C'est totalement ridicule et absurde.
Ce gu'on a supposé est donc faux.

C-0-d : 2969 ne divise pas (mu).

La Question: 1) d)

Comme 2969 est un nombre premier qui ne
divise pas (mu). Alors : [2969 Amu = 1]

2969 est un nbr premier

Résumons, Ona: 2969 Amu = 1

Alors, selon Monsieur FERMAT, on en déduit la
chose suivante :  (mu)?°%°~1 = 1 [2969]

C-a-d: |(muw)?°®® = 1[2969]]

La Question : 2) a)

On procéde via un raisonnement par I'absurde
que le nombre 2969 divise n.

On suppose que 2969 ne divise pas n. Alors
d’'apres I'analyse faite précédemment dans les

questions [1][@][b][c][d]. On conclut que :

{Et bien (mu)?°%® = —1[2969]
Et bien (mu)?°%® =1[2969]

Sachant que la relation modulo est transitive
donc on en déduit que 1 = —1[2969]

Ou encore 2969 divise 2.
Mais c'est grossierement ridicule, absurde et

insensé. Ce qu'on avait supposé est par la suite
faux. C-a-d que 2969 divise n.

La Question : 2) b)

Pour I'implication directe :

(n® + m®) = 0[2969]

{Et bien 2969 divise n ; déjavu
Et bien 2969 divise m ; valable

Ces deux déclarations sont toutes les deux
valables puisque m et n joueraient les mémes
roles dans cet exercice tout entier.

{Et bien n =0][2969]
Et bien m = 0[2969]

Pour I'implication réciproque, elle est trivialement
vérifiable. D'ou I'on conclut I'équivalence
demandée :

Et bien n =0][2969]

8 4 8) =
(n® +m®) = 0[2969] < {Et bien m = 0[2969]

Autrement dit, les solutions de (n® + m®) = 0[2969]
dans N? sont les couples de multiples de 2969.

Le Quatrieme Exercice

La Premieéere partie

La Question: 1) 1)

1
lim f(x) = lim 4x (e‘x +=-x - 1)
X—>—00 X—>—00 2

= lim (4x2)( L +1—l)
x—>—00 xe* 2 x
1 1 1
= G (=45 =)

— (+oo)<—oo +=+ 0)

— (=)

1
lim f(x) = lim 4x (e‘x +-x - 1)
X—+00 X—>—00 2
— (+0)(0" + 0 — 1)
— (+»)

La Question : 1) 2) a)

La fonction f est dérivable sur R tout entier
comme étant le produit de deux fonctions toutes
dérivables sur R : La premiére est la fonction
affine  x — 4x etla deuxieéme est une somme
de deux autres fonctions toutes dérivables sur R

. _ 1
fout entfier: x —e™ et x-—>§x—1

Soit x un nombre réel,
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f'(x) = (4x)’ (e_x +%x — 1) + 4x (e‘x +%x — 1)
= 4(e‘x +1x - 1) + 4x (—e‘x +l)
2 2
=4(e™*—-1)+2x—4xe™ + 2x
=4(e™—-1)+4x—4xe™™
=4(e™*—-1)—4x(e™ -1)
=@ -4x)(e™-1)

=41 —x)(e™* — 1|

La Question: 1) 2) b)

X — o0 0 1 40
1—x + + —
e -1 + — —
f'(x) + - +
0 teo
f /
T®™ ¢y,

La Question: 1) 2) c¢)

Rappel : TVI
f continue sur [a, b]

yelf(a); f(b)]

= 3dxelab]l; f(xX)=y

3 3 3 1 3
Ona : f<5)=4x§x(92 +EXE—1)

—6(1 1)<0 45> 4
=6{572 ; car 4,

f(2)=8(e‘2+1—1)=£>0

Onaaussi : 5
e

3
Ainsi f(z) <0 et f(2)>0

C—a—d: f(%)xf(2)<0

ocs ) rc)

f est continue sur [E' 2]

oc 1) e}

Alors d aprésle TVI on déduit :

Jae F 2] ; fl@)=0

2 )

Ou encore

Résumons

Et comme f est strictement croissante sur [1;+oo[

3
Alors le a est unique dans [E' 2]

Finalement :

3! a e E, 2] ; fl@)=0

La Question : 1) 2) d)

fla) =0 < 4a(e‘“+%—1)=0

=) (e‘“+%—1>=0 ; car a0

= e_‘)‘=1—g
2

La Question: 1) 3) a)

Rappel : Théoréme de ROLLE

f continue sur [a, b]
f dérivable sur ]a, b[

fla) = f(b)

= dcela,bl; fllc)=0

f' est continue sur [0,1]
On vérifie aisément que :{ f  est dérivable sur 10,1]

fO=f(1=0

Donc d’'apres le Théoreme de ROLLE, On conclut :

|3 X9 € ]0,1[ ; f"(xo)=0|

La Question: 1) 3) b)

Rappel : TAF (Théoréme des accroissements finis)

‘ f cont [a, b] <f(b) - f(a)

fdéri la,b[ = dcelabl; b —a )=f’(c)

Calculons d’abord f” (x) . c’est trés facile de
montrer I'existence a fravers les théoremes
généraux. Je passe directement au calcul :

f’(x) =4e ™ —4 —4xe ™™ + 4x
= f"(x) =—4e*—4e*+4xeF+4

= f"' x)=4e*+4e*+4e ¥ —4xe™™

=12e™* —4xe™*

[ G D)

Soit x un élément de I'intervalle [0,1] différent de
xo . On considere I'intervalle [x,, x]
(éventuellement [x, xq] ).

La fonction f"' est frivialement contfinue sur [x, x]
et dérivable sur |x,, x[ car c’est une somme de
fonctions continues et dérivables. Alors d'aprés le
TAF, appliqué a f" sur [x,, x] on déduit que :

f"'G) = f"(x0)

X — Xy

Jcelxy x| ; ( >=f”'(C)
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r x _0
C—a—d: Jcelxyx[ ; <L>=46_C(3—C)
X — Xp
Ona: ce€lxyx[c]01]. Donc c<1
Ainsi B-¢c)>0
D on 4e7“(B—-=c)>0; car e >0
r
X
Finalement Vx #xg [ >0
X — Xp

La Question: 1) 3) c)

Le point I d'abscisse x, est bien un point
d’inflexion de la courbe (C) puisque f" s’annule
en x, (c-a-d " (xy) =0) et change de signe au
voisinage de x,.

Vx=xp ; f (x)=0
Vx<xy; f (x)<0

Parce que la quantité (f @)

C-o-d: {

) devrait toujours étre
positive sur 0,1].

La Question : 1) 4) a)

f . e X
Ona: lim === lim 4(e” +5-1)
— lim 4 (1 +1 1)
_x—l>rpoo x xe* 2 x
1 1 1
- et
1

— (—00)(—00+E+0)
— (40)
lim f(x) = —o
X—>—00

Ainsi : x
lim M = +o00

x—>—o X

Alors (€) admet une branche parabolique
suivant I'axe (OY) au voisinage de —o

X X
On a aussi : lim &= lim 4(e‘x+§—1)

xX—>+c X X —>+0
— 4(e7® +o0—1)
— 4(0+o0—1)
— (4+m)
lim f(x) =+
X =400
Ainsi : ()
m —— = 400
X—-+o X

Alors (C) admet une 2éme branche parabolique
suivant I'axe (OY) au voisinage de +oo.

La Question : 1) 4) b)
N (©)

La Question: 1) 5) a)

oubien x € ]—,0]
oubien x¢€[0,1]
oubien xe€[1,a]

x€]-o,a] =

oubien x<0
= oubien x =0
oubien x<a

oubien f(x) < f(0); f 7 sur |—o,0]
= oubien f(x) < f(0); f N sur [0,1]
oubien f(x) < f(a); f 7 sur [1,«a]
oubien f(x) <0
= oubien f(x)<0 ;avec f(0) =
oubien f(x) <0 fla) =
= |f(x) <0 sur ]—OO,a]|

La Question : 1) 5) b)
fof(x)dx=4f0 x(e‘x+;—1) dx
=4<f0 xe‘xdx>+2<f0 xzdx>—4<f0 xdx)

Reste a évaluer chacune de ces intégrales :

a a
[ | j xexdx—[xe_"]g—J—e_xdx
0 0 0

u v
=[x e § + [-e ]
=—ae “—e*+1

=—e“(1+a)+1

— (1__) 1+a)+1; selon@
2

a‘ «a
2 2

a x3“ a3
2dx = |—| =|—
» [ra [3] d

o]
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a
Finalement : J. f(x)dx
0

_4a2 +2a3 4q?
Ty YT
_2 (2 3)
—3aa

xe[0,a] = f(x)<0

Za(a - \/5)(05 + \/§) <0
3 <

= (a=V3)<0 ; car M>O

3
= a<+3
3
= ESaS\/g ;selon

La Question : 1) 5) c)

Soit A I'aire du domaine planaire mentionné
dans I'énoncé.

A = ( f 1765) dx) 121 1171
0

_ ( [-re dx> 1l 171

car = |f()| =—f(x) sur [0,a]

- (jaf(x) dx) cm?
0

20(3 — a?)
ol —

2

La Deuxiéme partie

La Question: I1) 1) a)

Soit P(n) la déclaration suivante : |P(n) ou, < a|

Pour n =0, On a d'apres I'énoncé de la suite
uy < a. Donc la proposition P(0) est vraie.
Soit n un entier naturel fixé et on suppose que
P(n) soit vraie.

On a d’aprés [1][5][a] :
x<a = fW<0]@®

Pour x=wu, onait f(u,) <0

P(n) est vraie = u,<a

u, <a
{f(un) <0; d'aprés(*)

= u,+f(u)<a

- un+1 <a

= P(n+1) est vraie

P(0) est vraie

Ainst {P(n) = P(n+1); VneN

D’ou d'apres la machine récurrence on déduit :

VneN ; y, <a
| |

La Question : 11) 1) b)

neN = u,<a
= f(u,) <0 ; selon[I][5][q]
U + fup) < uy

Uny1 S Up

Lyl

(Uy)nen est une suite décroissante

La Question : 1) 2) a)

1 3
= x —-X ——
gx)=e™>*+ 2x 2

g est dérivable sur R car somme de deux
fonctions dérivables sur R.

,()_ _X+1_1—2e_x
g (x)=—e 5 = >
X —00 In2 400
g'(x) — 0 +
400 +co

D’apres ce beau tableau sans expliciter les cas
]—00,In2] et [In2, +oo[ . On constate que :

VxeR ; g(x)=009>0

C—a—d: |[VxeR ; g(x)>0]
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La Question : I1) 2) b) La Question : 1) 3) a)

Soit le prédicat Q(n) définiainsi: [Q(n) : u, > 0] (W) est N = uy <up <0
= f(u,) < f(ug) ; carf 7 sur]-om,0]

Pour n=0; uy =0 Donc Q(0) estvrai

= |un+1 —Up = f(u0)|

Soit neN fixé tel que Q(n) soit vrai
La Question : 1I) 3) b)

Q(n) estvrai = u, =0

= g(u,) >0 ; selon[lI][2][a] Soit :

[P() : uy S up+nf(up)

u,) >0
— %El nZ)O Pour n=0; vérifiée car (u,), est ™
4>0 soit neN fixé tel que P(n) soit vraie
= 4u, - g(,) 20 |
P(n) estvraie = u, <ugy+nf(ug)
= f(u,)+u,=0
u, <ug+nf(uy)
= i 20 - {f(un) < f(ug) ; car f 7 sur]—co,0]
1 )
= Q@A D) estvral =y + F) S g 1 f (o) + F (1)
le prédicat Q(0) est vrai = Uy Sug+(+1) fu)

Ainsi {
— Q(n+1); VneN
Q) = Q(n+1); Vne = P(n+1) est vraie

Alors : [VneN ; u, 20|

la proposition P(0) est vraie

Ainsi
st { P(n) = P(n+1); VneN

La Question : 1) 2) c)

! by 3 . 7
Alors d apres le principe de récurrence on conclut

La suite (u,)n.n €St convergente parce qu’elle : |vﬂ eN ; u, <uy+ nf(u0)|
est décroissante et minorée par zéro.

La Question : I1) 3) c)

La Question : Il) 2) d)

U1 = f(up) +up =4 u, - g(uy) U <0 = flu) <fO); f]=e,0]

= f(up) <0
avec ¢ estcontinuesurR. ¢: R — R
¥ o 2 g0 = lim(n f(w) =
comme @(R) € R alors | =lim(u,) vérifie p(l) =1 = w, <uy+nflu)
e 4-l-gl)=1
e ldgh-1)=0
N oubien =0 = lim(u,) = —©
oubien 4g()—1=0 e
= (Uy)nen est divergente.
oubien =0
o ) 1
oubien  g(l) =7 _ wW=0 = lim(w,)=0
La conclusion : { <0 = i —
oubien 1 =0 o im(u,) =

l
< oubien (e_l +=— 1) =0
2 .
Partagez tous ce document avec vos amis

oubien =0 Professeur Badr Eddine El FATIHI
S 4 bien 4l (e_z AL 1) —0 Ouarzazate, le Mardi 18 juin 2019
2 En faveur des étudiants SM du MAROC.
- oubien [ =0

oubien f(I)=0 @
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Le Premier Exercice

La Premieére partie

La Question: 1) 1) a)

(E)): z2—iaV3z—a?=0

2
A= (—iaV3) —4(—a?)
= —3a? + 4a?

La Question: 1) 1) b)

) iaV3 + Va?
A= = z=—09——
2
( <1+i\/§>
Z1 = 5 a

=

—1+iv3
Zy = <T>a’

La Question : 1) 2)

Soit @ =aje”; 1eR

2= () a= (~cos(3) +isin(3) e
(cos(n——)+isin(n—g))a
— (cos(Z)  t5in(ZN) it ; e

i2r .
=e3 |aje?* ; 1eR
, 2r
= || el(HT) ; AeR

OUARZAZATE, le Mercredi 10 juillet 2019

= (cos(g)+isin(g)) la] e* ; AeR
in

=e3 |a] e? ; 1eR

= |a| {+3)

; AeR

La Deuxiéme partie

i) 1) a)

14 iV3 —1+iV3
2 04 ; Mz —2

La Question :

Soient: Q(a) ; M1<

et la rotation définie ainsi :
(0% : @ — @
M(z) — M'(z)

in
soit M = :R(.Q) (=4 (ZM - Zo) = e?(ZQ - Zo)
i
S (zy—0)=e3(a—0)

in . T
= zM=e?a=|a|el(’H§) ; AeR

iT

soit M'=R(M;) < (zw —2Zy) = e?(le - ZO)
in in . T

& zyw =e3z;= €3 |al el(’H?) ; AeR

2
= ZMI=|a|el('1+Tn) ; AeR

= M = Zp

= MZ = R(Ml)
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La Question: I1) 1) b) La Question : I1) 2) b)

—— — TC
. ] _n 7 —
R(@) =M, = |etbien (0% OM)=7 2w Rappel : (4B) 1 (D) & (2—F)eiR
etbien 0Q = OM; Zp — %4
_, [etbien QOM; = 60° L N B N
et bien 0Q = OM; Zm, — Zo 21 21 7
- Le triangle QOM; est isoceéleen O | ei(/1+27ﬂ) la| e
Avec Q0OM; = 60° =

=  M;00=0M,;Q =60°

in —in
=e3 —e 3
=  0OM; est équilatéral
= 2i-sin (z)
3
et bien (0M1; OMZ) == [2n]
RMp) =M, = 3 _u. B3
etbien OM; = OM, - 2
_, [etbien M,0M, = 60° =ivV3eiR
etbien OM; = OM,
- Le triangle OM; M, est isocéleen 0| D'oU: [(QM;) L (OM,)|
Avec M;0M, = 60°

La Question : 1) 2) c)

- OMIMZ = OMle = 60°

=  OM;M; est équilatéral Rappel : un losange est un parallélogramme dont
les diagonales sont perpendiculaires.

La Question : Il) 2) a) C-a-d qu’on pourrait montrer que le quadrilatere
est un losange en montrant qu'il est d’abord un
parallélogramme, Mais avec des diagonales qui

X — y) () soient perpendiculaires.
e 2

Rappel : |e®* —e¥ = 2isin(

La deuxieme méthode que je présume étre

recommandée est d'adopter un raisonnement
basé sur la définition d’un losange. A savoir, un
2 -2, = || ei(l+%) . ei(ﬂ%”) losange §sf un quadrilatére dont tous les cotés
ont la méme longueur.

Cm im
:|a|el’1<e3—e3)

{ 0OM; équilatéral { 0Q =0M; = QM
T 27 OMlMZ équilatér‘al OMl = OMZ = M1M2
T 2m\ (33
= |a| ei/1 2isin E e 2 = 0Q = 0M1 = MlMZ = OMZ
2

= |OQM1M2 est un losange

La Question : 1) 3)

= |a| e <2isin (—?n) e%)

Soient 8 eR et (C) =cC(0,|a]) .

= |a| - e - (20) - (—71) (D) Soit M(lalew) e (P)
1 {OQM1 équilatéral {OQ =0M; = |af
= |a| - e* OM M, équilatéral OM; = OM; = |a|

0 = 0Q=0M, =0M, = |q

= {Q; M;; My}e (C)
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= {Q; My; My;M}e(C); car |zy| = |al

= {Q; M;; M,;M} sont cocycliques

ZM, — 20 ZM, — ZM
= < 2 )x( L e R
ZMl_ZQ ZMZ_ZM

Le Deuxieme Exercice

La Question: 1)

D’abord, je signale que, dans cette expérience
aléatoire, I'hypothése d'équiprobabilité est bien
évidemment vérifiée car les boules sont
identiques et indiscernables au toucher.

Quand on tire n boules, I'une apres I'autre, d’'une
urne contenant n boules au total, alors le nombre
de résultats possibles correspond exactement au

nombre de combinaisons de n éléments.
Autrement-dit : card(Q) = n!

Avec Q estl’ensemble de toutes les éventualités
possibles.

1 n-2 n-1 n

Q ............................ OQQ

Vous avez ici emplacements

Ona (n—2) éventualités possibles pour qu'on ait
la premiere boule étant la boule numéro 1.

On a une éventualité possible pour qu'on ait la
deuxieme boule étant la boule numéro 2 qui suit
la boule N° 1.

On a une éventudlité possible pour qu’on ait la
troisieme boule étant la boule numéro 3 qui va
suivre la boule numéro 2.

Donc le nombre d'éventualités possibles
correspondant & I'obtention des boules
dans cet ordre consécutif est (n —2) x 1 x 1

Ainsi :

P| consécutif
cet ordre

card| consécutif
cet ordre n—2

card(Q) Y

La Question : 2)

On s'intéresse maintenant & I'ordre de sortie qui
est , Mais peu importe la maniére,
consécutivement ou pas. Cet ordre précis nous
permet de déterminer le nombre total
d'éventualités possibles pour ce cas, ce nombre
est C3. Je n'ai pas adopter les arrangements A3
parce que j'ai affaire d un seul ordre qui est
[1][2][3]. C’est comme on a tiré trois boules parmi
n autres. Les arrangements 43 prend en
considération tous les ordres possibles,

asavoir : 123, 132, 213, 231, 312, 321.

Ainsi :

c3 1

p cet ordre = = a0
consécutif ounon card(Q) |6(n —3):

La Question : 3)

Soit X,, la variable aléatoire qui est égale au
nombre de tirage nécessaires pour obtenir les

boules [3].

On remarque que la valeur minimale de X,, est
évidemment 3 c'est-a-dire qu’on peut obtenir les
trois boules au cours des trois premiers tirages.

Et la valeur maximale est n. c'est-a-dire qu’'on
pourrait avoir les boules au cours des trois
derniers tirages de notre expérience aléatoire.
Donc les valeurs possibles de X,, sont 3, 4, ..., n.
ou encore : X,(Q) ={3,4,...........,n}.

La loi de probabilité de la variable aléatoire X,, est
I'application Py~ définie ainsi:

Py, + X,(Q) — [01]
k — Py (k)=plX, =kl

On considere le schéma suivant qui renseigne sur
la forme générale de chaque résultat de la
variable aléatoire X,, défini dans I'énoncé.
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(k—1) places (n—k) places

OO0 O

II'y a 3 éventualités possibles valables pour
I'emplacement numéro k. car cette place
devrait recevoir ou bien la boule [1], la boule [2],
ou bien la boule [3].

Apres avoir remplir I'emplacement numéro k,
il nous reste deux boules parmi pour
les (k — 1) emplacement sur la figure.

Et la distribution de deux boules sur (k — 1)
emplacements, en prenant en considération
I'ordre, s'effectue selon AZ_; différentes
manieres possibles.

Aprés avoir servir les boules .l nous reste a
distribuer les (n — 3) boules sur (n — 3) places vides.
Ef pour se faire, il existe (n — 3)! facons possibles.

Alors, d'aprés le principe multiplicatif,

on dénombre facilement les cas possibles
correspondant a la vérification de
I'événement (X, =k):

Soit : card(X, =k)=3-42_;-(n—3)!
Ainsi: Py (k) = P[X, = k] = %
3(n—3)! A2_,
==
_3m-3) (k-1
T S k—3)

_3(n—=3)! (k=1 (k—2)- (k- 3)!
Tnn—-1DMm-=2)-(n=3)!"(k—23)!

3(k—1)(k—2)
nn—-1n-2)

Finalement, la loi de probabilité de la variable

aléatoire X, estI'application Py définie ainsi:
Py : {3,4......n} +— [01]

3(k—1)(k —2)

ko= P = e

A titre de vérification :

ZPX k) = 1)(n_2)2(k2 3k +2)

Tl - 1)(n 2) Z[(l +3)? -3 +3) + 2]

n—3
3 . .

_ 3 m-3)(n-2)2n-5)
Tnn-1Dn-2)

3(n—-3)(n—2)
3 + 2 +2(n—2))

_ 3 m-3)(n-2)2n-5)+9n—-3)(n—-2) +12(n—2)
_n(n—l)(n—2)< 6 )

B 3(n—2)
“Tnn-1Dmn-2)

<2n2 —11n+15+9n—-27 + 12)
6

_ 3(n-2) 2n® —2n
_n(n—l)(n—2)< 6 >

_3(n—2)-2n(n—-1)
T oen(n—1Dnm-2)

_bn(n—-1)(n—-2)
Ten(n—1Dn-2)

i Py (k) =1
k=3

Le Troisieme Exercice

Ainsi :

La Question: 1) a)

Rappel : dans un espace vectoriel de dimension
finie, une famille (¥,y) est une base si et si et
seulement si det(x,y) # 0.

12 -1
/o

-1/2| =72

1/2

det(er; e7) = 1/2

On a :
Donc (e7,e;) estune base de v,.

La Question : 1) b)

o . L L x
Par la suite je vais adopter I'écriture u = (y) au

ieude Uu=xT+yJ] juste poursimplifier les
écritures et étre a lI'aise dans la rédaction.

L X x' xx + yy)
Alnst (}’) i (y’) (xy + yx
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1 1
o
eet= () () (£ 1) - ()
471
1/2 1/2 47 1/2
5*7:( 1//2) (1//2): —_13 _<—1//2):7
47
1.1
o= () ()= 514)- 0
41
1.1
= ()00 -(175)- @0
4 1

La Question: 1) c)

Soient (X,Y,X’,Y") un quadriletére dans R* .

Xe+ye)«(Xe +Y'e;) =

= (x (7a)+» (242)- (x () v (4472)

X+Y X' +Y
_| 2 1, 2
X_Y X,—Y,
2 2
X+NX +YN+ X -V)X -Y)
_ 4
N X+NX =YY+ X=X +Y)
4
XX +vY
= ,2
XX —-vy
2
o (12 (1/2
= XX (1/2)+W (—1/2)

=|XX & + YY)

La Question : 2) a)

Soient (y) et ( ,) deux éléments de v,.
(y)*( ’) (x ,+ yx,)
y' y +yx'
( X+ ) ( ,>*(y)
y y y'

C'est frop facile car la commutativité de la loi =
dans v, résulte de celle de laloi + dans R.

La Question: 2) b)

144

. x\ (x' x s
Soient (y) , (y’) et (y”) frois éléments de v,.

Dans un premier temps, On a :

(6)-()- G =Gt ()
_ (x" (xx +yy) +y"(xy' + yX’)>

T\ ex oy 1 (xy 4 yx)

.07

<xxx +x yy +xyy +xyy)
vy y +xxy +xyx + yx'x

Et dans un second temps, On ait :

) (C)- () =6 G 1220
(x(X'X" +yy) +y(y +y'x ”))

x(x'y" +yx)+yE'x" +y'y")

(xxx +x yy +xyy +xyy)

yyy +xxy +ny + yx'x

Donc * est une loi associative sur v,.

La Question : 2) ¢) Soit (Z) I'élément neutre

V() ens () () =) G)=0)

A cause de la commutativité de la loi * ,
restreint a une seule égalité.

6)()=0) = Giw=0)
{Etbien xu+yv=x
Et bien xv+yu=y

Alors

on se

{Etbien x(u—1D)+yv=0
Et bien xv+y(u—1)=0

x(u—1D)+yv=xv+yu—-1)
x(u—1D)—ylu—-1)+yv—xv=0
x=y)u-1)-vix-y)=0
x=u-v-1)=0

{oubien xX=y
oubien u=v+1

g 10101

Onremplace u par la quantité (v + 1) dans
I'une des équations précédentes on obtient :

xv+1D)+yv=x & xv+x+yv=x
S vic+y)=0

{ou bien v=20
ou bien x = —y
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{ ou bien

ou bien x = —y

{oubien [v=0] = [u=1]
ou bien x = —y

Ainsi, le vecteur (é) est I'élément neutre pourla
loi * sur v,.

La Question : 2) d)

(vy,+,%) est bien-évidemment un anneau
commutatif car les assertions suivantes sont
vérifiées :

(v,,+) est un groupe abélien.

* est associative sur v,.

x est distributive par rapport a + sur v,.
* est commutative sur v,.

La premiere assertion est pratiquement vérifiable
car + estune loi de composition interne dans v,
qui est associative, commutative, admet un

élément neutre (8) et que tout élément (Z) de

v, admet un seul symétrique (:Z) dans v,.
Pourla 2¢me et |a 4¢me assertions, c'est déja fait

dans [2][@] et [2][b].

Pour la 3¢me gssertion, on se donne frois éléments

(5): () (5) dars v
() (@+() =657

_ (a(c+ e)+ b(d +f)>
“\a(d+f)+b(c+e)

(ac+ae+bd+bf>
ad + af + bc + be

Ona :

or (ac + bd) + (ae + bf)

ad + bc af + be

(ac+ae+bd+bf)
ad + af + bc + be

(o) (@) + ()= (7)

Rappel :

cmaa s |()+(@+(7)=0) @+ G

)

Ou encore, On dira que * est distributive par
rapport a + a gauche. Méme travail pour la
distributivité a droite pour conclure finalement
que laloi * est distributive par rapport a la loi +

La Question: 3) a)

On remarque, au prime abord, que E; est une
partie non vide de v, .

car: si XeEy alors Xx=2u; AeR .

Donc : Xewv, car (v, +,) estun esp vectoriel.

Soient ¥ et y deux vecteurs de Ey; , Alors ils
existent 1 et 6 de R telsque: X =Au et y =06u.

Ona: x—y=Uu-0u=@QA—-0)ueE; car (1—0)eR
.. EzCv, et Ep+0
Alnsi {vf,j/’eEﬂ ; x+sym(y) eEy

Donc, d'apres la caractérisation des sous-groupes,
on conclut que (Ey, +) est un sous-groupe de (v,, +).

La Question : 3) b)

(VaeR)(Vx,y e F) :
(ax+y)eF

F est un sev
de l esp(E,+,")

Soient a¢eR et ¥ et y deux vecteurs de Ey C v,.
aJ_C)‘l'}_} = 0((1117)+1217= (0(11 +Az)7._1.) € Ea’
Car (air; + A,) estun nombre réel.

Ainsi : (Ez, +,7) estun sous-espace vectoriel de
(v,, +,"). Et ceci d'apres la caractérisation des sous-
espaces vectoriels mentionnée au début.

La Question: 3) c)

Soit i = (Z) e v,\{0}.

Soient ¥ =A1u ; y=2A,u deuxvecteursde Ez.

- = _ (a ay _ (a® + b?
Oona : a@xi=(,)«(,)=(",")
Ey; est stable pour + = Xxy € Ey

AMa Aa _ (Aa
(Alb) * (m) = (Ab)
- (/11/12612 + /11,12132> _ (Aa)
/11/12ab + Al/‘LZ ab Ab

2 4 32 a
= ah(*)) =)
= MA@u*xu) =24
= Ti*ﬁ’=iﬁ’
o ah e
= uxsu=2Au ; A=m
= U et uxu sont liés
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Inversement : Si W*u et U sontliés,
Alors : 3aeR ; U*U=alu
2 2
c-a—-d : (**P)=au
2ab

Soient ¥ et y deux vecteurs de Ej.

Donc Ey eststable pourlaloi *.

La Question : 4) a)

Soit : 7 (R*,x) +—  (Ez*)
x .
X — —Uu
a
Avec Urxd=au
Rappel : d’'apres le calcul fait précédemment

onaeu (Al L = 4, (U *)|

Soient a et b deux nombres réel non nuls.

%)+ (5 %)
2)
)a*a

)-aﬁ’

@(a) * o(b) =

Q| QlQ

*U

<l

(
(%
(
(

I
NE RIE

S}

(%) s
= ¢(a xb)

Donc : ¢ est un homomorphisme de (R*,x) vers
(Eﬁ,*)

En plus, ¢ est bijective car elle est injective et
surjective :

Injective car: ¢(x) =) = ~i=21
x_y
- @ —=—
a a
= Xx=Yy

Surjective car: (V(AW) € Ez) @x =AaeR") ; ox) =AU

Finalement : ¢ est un isomorphisme
(homomorphisme bijectif) de (R*,x) vers (Eg,*).

La Question : 4) b)

Pour montrer que (Ey, +,*) est un corps
commutatif, on vérifie les assertions suivantes :

e (Ez +) estun groupe abélien.

o (Ez\{0}; *) est un groupe.

e x est distributive par rapport a + .
e x est commutative sur Ey.

Pour la premiéere assertion, c’est déja fait,
exactement dans la question [3][a] : (Ez, +) est un
sous-groupe de (v, +).

Pour la 2éme assertion, On sait tres bien que (R*,x)
est un groupe, Alors @(R*,x) est un groupe aussi.
Car ¢ estunisomorphisme.

Etonait : @(R"x) = (p(R),*) = (Ez\{0}; »).
Pour la distributivité de = parrapport d + c’est
déja fait aussi.

Pour la 4éme gssertion c'est déja fait.

La conclusion : (E;, +,*) est un corps commutatif
et cela d’apres la caractérisation des corps vue
dans le cours ©

Le Quatrieme Exercice

La Premieére partie
La Question: 1) 1) a)

xllrylg(x) = xllryl(l +x2 + 2x(1 + x) In(1 + x))

x>—1 x>—1

=242 xllrgl x(14+x)In(1+ x)

x>—1

= 2+2¥i_r)18(t—1)-tlnt
t>0

=2+ 2tgr§+(t— 1) x tl_lglJf(tht)
— 242%x(-1)x0

— [2]

La Question: 1) 1) b)

gx) =1+ x%—2x(1+x)In(1 +x)

x — In(1+x) estdérivable sur]—1; +oo.
x +— 2x(1+x) est dérivable sur R.
x +— (1+x?) estdérivable sur R.
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Alors g est dérivable surl =]—1, +oo].
Soit xel, g'(x) = 2x — 2(x(1 + x) In(1 + x))’

x(1+ x))

=2x—-2((1 In(1 In(1
x (( +x)In(1+x)+xIn(1+x)+ T+ x

=2x — 2((1 +2x)In(1+x) + x)

=-2(1+2x)In(1+ x)

La Question : 1) 2) a)

D'aprés ce beau tableau, On remarque que
g estune fonction continue et est strictement
décroissante sur [0, +o[ . Donc g estune
bijection de I'intervalle [0, +o[ & valeurs
dans ]—o,1].

Ainsi © (Vyel—o,1]),@'x€[0,+0[) : gx) =y

C-0-d : (pour0e]—o0,1]),(F'a e [0,4[) : g(x) =0

La Question : 1) 2) b)

Ona : g(1)=1+12-2x2In2~-0,77 < 0.
Ainsi g(1) <o0.
D'ou g() < g(a).

C-0-d: car g est decroissante et bijective.

La Question: 1) 2) c)

xel-Lal = x<a

= gx)>g(a) ; car g N [0,+o]

= ; car g(a) =0

xela,+o] = x>a

= gx)<g(a) ; car g N [0,+o]

= ; car g(a) =0

La Deuxiéme partie

La Question : I1) 1) a)

In(1 + x)
m ———
x->(=1)* 1+ x2

lim  f(x) =

x->(—1)t
= ( li In(1 ) X li —1
N x—>%£n1)+ n(+x) (x—>%£nl)+ 1+ xz)
= (lim lnt) X( lim ;)
t—>07t x—>(-D+t 1 + x?2
1
— (=) x(3) =

Donc I'axe est une asymptote verticale
a la courbe (0).

La Question: I1) 1) b)

_ . In(1+x)
A0 = I T

y In(1 + x) ><<1+x>
xodeo \ " 1+ x 1+ x2

~Int ) 1+x
=| lim — | X lim ( )
to+oo ¢ x—>+00 \1 4 x2

t=x+1
— 0t x 0t —

Donc I'axe des abscisses est une asymptote
horizontale a la courbe (€) au voisinage de +oo

La Question : 1) 2) a)

Comme x — In(1 + x) est dérivable sur ]—1, +oo
car c'est une composition bien définie de deux
fonctions toutes les deux dérivables : La premiere
est la fonction x +— Inx dérivable sur ]0,+oo[ . La
deuxieme est x — 1+ x dérivable sur R.

Et comme x +— 1+ x? est dérivable sur R
et (vxeR) : 1+x%2#0 .

Alors: x +— 1“1(:;) est dérivable sur ]—1, +oo[

comme étant un quotient de deux fonctions
dérivables dont le dénominateur est non nul.
Soit: xel =]-1,+00[ ;

r

In(1 + x))

fl(x)z( 1+ x2

(@ +x)n(1+x) — (1 +x2) In(1 +x)
B (1+ x2)?

1+ x?
(m) — 2x 11’1(1 + X)

(1 + x2)2

_ 1+x%—=2x(1+x)In(1 +x)
B (1 +x)(1 + x2)2

g(x)
(1 4+ x)(1 + x2)2

La Question : I1) 2) b)

_ g(x)
T (14 x)(1 4 x2)2

Ona: (vxeD) ; f(x)

Remarquons, au prime abord, que la quantité

(1 + x2)? est toujours positive. Donc le signe de f' (x)
sur I dépend des signes des quantités (1 +x) et g(x) .
Le tableau suivant résume le signe de f'(x) .
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x |-1 a 400
1+x|0 + +
9(x) + ) -
f'(x) + ) -
_
; / 2a(a+ 1) \

La Question : 1I)

2) c)

g(@) =0

=

er:{

{ oubien
oubien

= fx)

In(1+a) =

1+a?—-2a(1+a)ln(1+a)=0

1+ a?
2a(1+ a)

In(1+a) 1

1+a2  2a(1+a)

flo) = 2a(1+ a)

oubien
oubien

x<«
X=a

fG) < fla) car f 7 ]-1,a]
fG) < f(a) car f N [a,+oof

<f(a) ; Vxel

fx

Vxel

)S——
2a(1+ a)

La Question : 1) 3) a)

Soit (T) latangente & (€) au point d'abscisse O.

T : y

=

= (x = 0)f (0) + f(0)
T : y=x

La Question : 1) 3) b)

Soient x et t deux nombresréels tels que x >t >0

t>0

=
=

=

t+1=>1
1

t+1
X 1 X
[(()aes[1a

[In]1+¢] 15 < [t]5

<1 ; t+-1

In1+x]-0<x-0

In(1+x) <x

La Question : 1l) 3) ¢)

x>0 = x*20
= x*+1>1
= 71 <1 ; passage al'inverse
In(1 + x) o
= W_ 5 dapres@
= |\7’x20 ; f(x)Sx|

La Question : Il) 3) d)

y

(©

La Troisiéme partie

La Question : 1ll) 1) a)

1
[ ] ]=J;f(x)dx

1_x 1_t faCile
= A =T -
On pose |t 1+ x lors - |x 1+t ’|édémontrer
x=0 (=1 t=1
x=1 = t=20
dx 1-HA+) -1+ A-t) -2
-2
Alors dx=mdt
1—t 2
oo r(ix) 2T sy
N T )
) o
_ (1+1)? ol ( 2 )
T 2(1 4+ t2) 1
i _ (@+p)? 1 ( 2 )
insi f(x)_2(1+t2) "1+t
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1
[ | ]=f0f(x)dx

(P a+0? <l ( 2 )x -2 it
)21+ 62 "1+d " a+o?

-~ () ()
-7 ) "ard iy e

- fo @) - In(1 + ) x (ﬁ) dt

1/ 1In2 L/In(1+¢)
(R e [ (9t 9)

=1In2- [Arctant]} —]

s
=ln2-(Z—0)—]
_min2
T4

Ainsi _min2
insi J = 2
C—d—d _min2
2 J+]=—
mln2
Ou encore : 2] = 2
mln2
Finalement : |] = 8

La Question : 111) 1) b)

L'aire A du domaine demandé dans cette
question se calcule ainsi :

1
A= j GO —xldx NlEl % I
0

1
- fo (x — £(0)) dx

Car : |Vx20 ; f(x)Sx|

A =J;)1xdx—f01f(x)dx

B [xz]l 7 ln2
2 0 8

7 In2
8

1 - -»
—_ — X
2 ZI > 11711

(2 e

(2 wln 2) )
5 cm

v )
A
©
-1 1
La Question : I1l) 2)
! 1
K =J;) (Arziil)n x) - <m> dx
v (x)
1
_ 1
= [Arctanx - In(1 + x)]j — fo T2 “In(1 + x) dx

=2m2-Cm2
3 eTgh

mln2
3

La Question : 1ll) 3)

x=0 & 6=0

f=tanx x=n/4 & 06=1

On pose

do ,
— = (tanx) =1+ tan’x =1+ 62
dx

1
Alors : |dx = (W) de

, 1 1
D ou : L=j;) ln(1+9)-(1+92)d9

3 flln(l +0)
0

1+ 62 6 =]

ln2
8
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SESSION Normale :
PROFESSEUR BADR EDDINE EL FATIHI
ziéme BAC - SM OUARZAZATE, le Dimanche 19 juillet 2020

MAROC

Le Premier EXxercice

La Question : 1) a)

Premiére Méthode :

(x,y) est solution de (D) < 7x3—-13y=5

soit d=xA13 |= d/13
= def{1;13}

Si d=13 13 =xA13
13/x

x =13k ; keZ

L A

7(13k)3 — 13y =5

13 (7(131\02 - y) =5
ASSLO N

=k €Z

U

U

13/5 contradiction

d=+13

U

= d=1

Deuxieme Méthode :

Les cas possibles du reste de la division
euclidienne d'un entier naturel sur le nombre
5 sont : {0;1;2;3;4}.

Il est clair que

Si {XEO[S]

y=0[5] Alors (7x3—13y) =0[5]

Cc—a—-d : 5=0][5]
Donc ce cas est clairement plausible.

[5]
[5]

On suppose maintenant que {;i:

avec r et r appartiennent a {1,2,3 ,4}

Car :

ROYAUME DU MAROC

MES PROPOSITIONS DE CORRECTION
DE L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES
BACCALAUREAT SCIENCES MATHEMATIQUES

JUILLET 2020

7x3=7r3[5] et —13y=—-13r[5]
(7x3 —13y) = (7r3 — 13r") [5]

5= (7r® —13r") [5]

7r3—-13r' =0 ou 7r3-13r'=5
ou |7r3 = (5+13r")

Avec re {1;2;3;4} et re{l;2;3;4}

Lo vl

U

contradiction (Absurde)

Sir=11= 7r3=13 ou 7r3=18
= r=122 ou r=136
= r ¢ {1;2;3;4}

Si =2 = 7r3=26 ou 7r3=31
= r=154 ou r=1,63
= r ¢ {1;2;3;4}

Si =3 |= 7r3=39 ou 7r3=44
= r=176 ou r=1,83
= r ¢ {1;2;3;4}

Si r=4|= 7r3=52 ou 7r3=57
= r=193 ou r=199

= r ¢ {1;2;3;4}

D'apres ce raisonnement par I'absurde on en

est

x =r1[5]

déduit que I'hypothése {y — (5]’ r,r € [1,4]
fausse. Donc x=0[5] et y=0[5] .
Dou : x=5k et y=5k’ ; k,k’eZ
= 7x3-13(5k) =5
=  x(7x?)-13(5k") =5
= x(7-(5k)?)—-13(5k")=5
= x(7-5-k*)+13(-k) =1
—_7.c.1,2
= xu+13v=1 ; Z;Zki’% €L

= ; selon Bezout
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La Question : 1) b)

13 premier

13-1 — _
YA13 =1 x =1[13] ; selon Fermat

= [|x? =1[13]

La Question : 1) c)

13=0[13] |= 13y =0][13]
(7x3 = 5) = 0[13]

3=5[13]| (1)

=

= |7x

or @

D et (2 = 7x3=70[13]
13/(7x3 — 70)
13/7(x3 - 10)
13/(x® — 10)
x3=10[13]

=
=
= car 13A7 =1 (Gauss)

=

La Question : 1) d)

x3=10[13] = x3=-3[13] car 10 = -3[13]
= ()= (-3)*[13]

= x1?2 =81[13]
x1?2 = 3[13]

= car 81 =3[13]

La Question : 2)

Par I'absurde on suppose que (D) est solvable

dans I'ensemble Z X Z .
x? =1[13] et |x'2=3[13]

Et ce d'apres les résultats précédents.

=

= 3=1[13]| transitivité de la relation (=)
= 13 divise 2| absurde et contradiction

Donc (D) n'admet aucune solution dans Z>

Remarque :

L'équation (D) : 7x3—-13y =5 peut étre se
ramener 4 |'équation (E) : 7a—13b=5 a
résoudre dans Z? par la méthode classique.

137 —
el = [13A7 =7 A6]
716 — —
~ [FAE=eAT=T
61

= PGCD(13,7) =1

Comme 5 ne divise pas 1 Alors (E) n'est pas
solvable dans 72, I'équation (D) non plus ® .

Le Deuxieme EXxercice

La Question : 1) a)
E={<(1) ;) ; (x,y)e]Rx]R*}

D'abord E <€ M,(R) car c'est I'ensemble des
matrices carrées d'ordre 2 qui s'écrivent sous
la forme indiquée ci-dessus.

. 1 x 1
Soient (0 y) et (0

1 x) (1 x’) (1 x + xy')
X )= , € E
(0 y 0 y 0 yy
yeR"
yl € R*

;,) deux matrices de E.

Car x +xy'€ R et yyleR* car

La conclusion :

1 x 1 x 1 x 1 x
(0 3) (0 y)eE s (o 3)x( y)er
Donc x est une loi de composition interne sur E

Ainsi : E est une partie stable dans (M, (R); X)

La Question : 1) b)

Si x est commutative sur E, Alors On aurait :
1 x 1 x' 1 x 1 x
V(O y)’<0 y’)eE ' (0 y>x<0 y’)
_ (1 x’) x (1 x)
—\0 Y 0 y

Le fait de prouver que x n'est pas
commutative revient a exhiber un contre
exemple.
1 x 1 x' 1 x +xy
ona = (o 5% )=l ")
0 y 0 vy 0 yy

L'expression yy' est commutative donc le
contre exemple dépendra de I'expression
x +xy' . il suffrait de choisir x#x et y,y
n'importe lesquels.

Soient ((1) g) et ((1) g) deux éléments de E

(b 976 2= ¢
(0 276 =6 %)

X n'est pas commutative sur E.

On a

et On a

Ainsi
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Attention & jire
Comme x n'est pas commutative sur M,(R)
et comme EcM,(R) Alors X n'est pas
commutative sur M,(R) c’'est faux ® car ils
existent des sous ensembles de M,(R) Id ou
la multiplication serait commutative.

La Question : 1) c)

Juste un simple calcul matriciel.

—X —X
1 R
X X
X = X =I
(0 3)x| 1 )6 )
y y

La Question : 2)

Vous avez le choix entre deux méthodes, la
premiére consiste d démontrer via la définition
d'un groupe que

e X est une LCI sur E. (Stabilité)

e X est une loi associative sur E ( stabilité
de E dans (M, (M),x) )

e x admet un élément neutre I (a travers
la stabilité et IeE)

e les éléments de E sont symétrisables
par rapport a x. (déja prouvé)

e x n'est pas commutative sur E, déja
prouveé juste pour  justifier la
qualification groupe non commutatif.

Deuxiéeme Méthode :

Cette deuxieme méthode adopte Ila notion
d'un sous groupe et consiste d prouver que :

(M, (R),x) est un groupe (d'apres le cours)
E € M,(R) C’est ftrivial.

VABeE ; Axsym(B)eE

x est non commutative sur E (déja vu).

Pour la troisieme assertion, elle est trés simple :

—a
(b 2o =G ()
b
X a _
= ' (E;E) e E ; car (xba)E]R
0 5 y#0; b#0

La Question : 3) a)

Soit F={M(x)=((1) x;l) ; xeR’)

(R*X) = (F,x)

Soit | ¢ :
x — M(x)

Soit  (x,y) e R**, on @

p(x) X p(y) = M(x) X M(y)
_ 1 -1 1 y—-1
_(O xx )X(O y )

_(1 xy—l)
—\0 xy

=M(xy)eE car xye R"

= ¢(xy)
Donc ¢ est un homomorphisme.

La Question : 3) b)

On montre d'abord que ¢ est bijective.

Soit M(a) une matrice donnée dans F, On va
résoudre dans R* |'équation d'inconnue «x
suivante @ @o(x) =M(a) & M) = M(a).

1 x—1\Y_/1 a-1
< (0 x )_(0 a )
S x=a
dou VM@@)E€E ; Alx=aeR* : () =M(a)
C—a—d que @ est un isomorphisme.
p(R*X) = (F,x)

Comme (R*,x) est un groupe commutatif et
comme ¢ est un isomorphisme alors ¢@(R*X)
est un groupe commutatif c-a-d (F,x).

D ou

Les caractéristiques de (F,x) sont héritées de
I'ensemble (R*x) via I'application ¢ .

Pour le groupe (R*,x) on a :

e X est commutative sur R*
e Xx est associative sur R*
1 est I'élément neutre dans R*

o %=symétrique(x) dans R*

Alors pour le groupe (F,x) on a :

x est commutative sur F

x est associafive sur F

(1) =M(1) =1 est 'EN dans F
symétrique(M (x)) = symétrique((p (x))

= ¢(symétrique(x))

o) =u()
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Le Troisieme EXxercice

La partie une :

La Question : 1)

(E) : z22-2mz*>+2m?z-m?® =0
En effectuant la division euclidienne du coété
de gauche par le polyndbme (z—m) I'équation
(E) devient : (z—-m)(z>? —mz+m?) =0

S z-m=0 et z2—mz+m?=0: (E)

A= (—m)? — 4m? = (\/§ i m)2

m—+3im m++V3im
A= ’ =T
1-+3i 1++3i
=—-m = —
2 2 )™
—in in
=Ime 3 =|me3

Ainsi I'ensemble des solutions de I'équation (E)
est défini explicitement par ce qui suit :

in —im.
S={m ; me3 me3}

La Question : 2) a)

Premicre Méthode
1 1 z+z m 1
Z Zy 2129 mZ m

Car en général; si z et z; sont les solutions
de I'équation az?+bz+c=0 Alors :

4 —b . c
Al Zy = — e Z1Zy) = —
a a

La Question : 2) b)

m=1+e3 =e¥+e3
-2\ ()
= 2 cos e
2
V3 in
=2X—Xeb
2
in
=\/§e?
—im in —in —im

V3 i
=V3<7‘§>
3 V3,
=27 72!

Encore : ZzzmeT:\/B_’-eF-e?:ﬁeT: V3i

La partie deux :

La Question : 1)

On a

Donc les points 0 ; A ;

La Question : 2) a)

n0)=4 & (zz—1z

i
= me3 —

B ne sont pas alignés.
in
p) =e2(zp— zp)

p =i(—p)

it

& p(l-i)=me3

= p-(ei°+

—in i
e 2 ):meS

= p-(ZCOS(E))e%=me%ﬂ

—im it

2
= p><2><7><84 =me3

i7m mv2 i7n
el2 = e 12
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it

r3(B)=0 & (29 —2zp) =e2(zp—zg)

—in
= —r=i(me 3 —r)

—im
& —r=ime3 —ir

V2 B i
= r-2-—-e4 =m-eb
2
in
meéo6 m -—i’m mv2 -—i’r
= =— ¢ 12 = 12
S r i \/Ee e
2e 4

La Question : 2) b)

n(A)=B o (zz—2z))= eiTE(zA —2zp)

Zir ) L4
< me3 —q=1(me3 —q)

—im it

& me3 —g=ime3 —iq
ism —im
= q(i—l):m(e6—e3)
in . 7m\ in
= qx<e2+el”):m(2isin(ﬁ)e4)

= ax(zeos(f)e =m (2an() ¥

i3
m -2 -sin (Z—g) e4
= q= B
2-e 4
5 (771)
= = —
g=m sin 12

Just think about it ©

“ Normal people believe that if it
ain’t broke, don’t fix it. Engineers
believe that if it ain’t broke, it

doesn’t have enough features yet. “

La Question : 3)

myz A miZ
ZR_ZP= 2 e - 2 e
Zg — Zp cain (7T
qQ mv?2 Sm(lZ)
mv2 —i7m i7m
= 7 (e 12 —elZ)
Zm\/f-sin(ﬁ)
(2isin(F) e)
= isin|[——]) e
2 sin 1—2) 12
7 (2isin ()
= —2isin|—
ZSin(Z—g) 12
=[=10]
, Zp — Z
D ou : ROTP
ZQ_Z(?
( |Zp —
ZRTIP i =1
ZQ_ZO
= 1
Zp —Zp .
ar =arg(—i) [2m
L g(ZQ_ZO) g(~i) [2n]
(lZR_ZPlzle_ZO|
= Z z T
R — Zp
arg =n+ - [2r]
L (ZQ_ZO> 2
PR =0Q
=
s — —TT
(0Q;PR)=7[2n]
- {PR=0Q
(0Q) L (PR)

Le Quatrieme EXxercice

La Question : 1)

: *
@ est continue sur R}

Soit () =Int = {(p est dérivable sur R}

P)
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La Question : 2) a)

d abord % =x2%1n (1 + %)
_ 1 1 1
On a Vx>0 ; m<ln(1+;><;
x? 1 x?
1<x21n<1+;><7
x? f(x)—£(0)
<x+1><< x—0 ><(x)
xR 07" Y
o [0]

x—0

x>0t

= lim <f—(x) -/ (0)> = 0=£;(0)

=  f est dérivable a droite en zéro.

La Question : 2) b)
On a Vx>0 ; —1<1n(1+—><—
3 3
= < x3 ln(1+—)<—
x+1 X
= x < flx)|< x?
x+1 flx x
X /4o
= lim f(x) =+ | (1)
X—+00
2
Or <x ><@ <x
x+1 X
H—/
X >/t
= lim @=+oo (2)
xX—>+co X
D’'apres les résultats (1) et (2) on peut en

déduire que la courbe (€) admet une
branche parabolique suivant I'axe (0Y) I'axe
des ordonnées.

La Question : 3) a)

On a «x ._>(1 +%) est dérivable sur R* car

c'est lo somme de deux fonctions toutes les
deux dérivables sur R*. On a aussi la fonction
logarithme népérien est dérivable sur ]0,+o[

Donc la composition xr—>ln(1+%) est

dérivable sur ]0,+o[ car c'est une composition
bien définie de deux fonctions dérivables.

Finalement x — x31n(1 +%) est dérivable sur

T car c'est un produit de deux fonctions
dérivables sur RY .

f’(x)=<x3ln<1+%)>, ;o Vx>0

1 1
=3x21n(1+—)+x3 (ln(1+—))’
x x

—1

1 g
=3x21n<1+—>+x3 X
X 1

1+

2

1 X
=3x21n(1+—)—
X x+1

= 3x?2 (ln(l +%> —ﬁ)

La Question : 3) b)

(L A
!x <1n(1+x) ; selon (P)

+1
On a :
(I 20
3+ 1) “x+1 U *=
b L n(1+))
one 3(x+1) " x
1(1+1) ! >0
= B
" x/ 3(x+1)

= 3x2(1n(1+%>—ﬁ)>0

=  f@>0 ; Vxel0,4oof
= |f est strictement croissante sur [0, +00[|
La Question : 3) c)
x |
f () +

£ /
[0]
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La Question : 4) a)

g()_f(X)

_ gxﬂz(f§»:ZXU(@—f@D

x2
@ f®

x X2

= 3x? (ln(l +%)—ﬁ)—xln(1+2)

X
x+1

Soit x>0

:(3x—x)ln(1+§>—

X
x+1

=|(2x (ln(l +%)—ﬁ)

De la méme maniere que dans la question
3)b) on montre facilement la chose suivante :

2x(ln<1+%)—ﬁ)>0

D'oU g est une fonction strictement croissante
sur l'intervalle 10, +oo] .

1
= 2x ln<1+—)—
x

La Question : 4) b)

La fonction g : 10,4+ +— g(]0,+o[) est une
bijection car g est confinue et étant
strictement croissante sur l'intervalle 10, +oof .

g(10,+oo[) = ]xlirg+g(x) ; xlgrfmg(x)[
. f(x) ) _ f(x)
= [ lim lim —
x-0t Xx x—>+0 X
=10 ; +oof
comme g : ]0,+oo[ — ]0,+o[ est bijective :
Vyel0,+oo] ; 3Flxe]0,+oof gx)=y
pour 1€]0,4+o ; 3F'ae]0,+oo| gl@)=1
C-a-d I'équation g(x) =1 admet une seule
solution a dans lintervalle ]0,+oo] .
Pourquoi 1<a<2 ?
Oon a g =f1)=m2=0,7
3
2) 8ln(x 3
Oon a (2)—f() ﬁ=41n(—)= 1,6
2 2
On a 07<1<16 = gl)<gla)<g

= g (g() <g(9@) < g (9(2)
= [1<a<2] CQFD

La Question : 4) c)

Si x=0 o f(0)=0
Si x#0 Ul'équation f(x)=x
[0 _,
X
= g)=1
o
D'ou l'équation f(x) =x admet exactement

deux solutions 0 et a .
La Question : 5) a)

y ©

~

La Question : 5) b)

f: 1 — f(I) est une bijection car continue
et étant strictement croissante :

fW) = FC10,+000) = [£(0) 5 lim f) = [0, +eo =1

La partie deux :

La Question : 1)

Soit le prédicat Pn) : O0<u,<a da
démontrer la véracité par récurrence vVneN.

L'initialisation : pour n=0 on aq O<uypy<a

Donc l'instance P(0) est vraie.

L'hérédité : Soit neN fixé tel que P(n) soit vraie.

P(n) est vraie = 0<u,<a
= [fTO<fTu)<fMa) ; fest 7
= 0<uy,1<a
= PMn+1) est vraie
dot {P(O) est vraie
P(n) = Pn+1) ; VneN

D'ou d'aprés le principe de récurrence on en
déduit que : (VneN) ; 0<u,<a.

Badr Eddine El Fatihi - Ouarzazate - 00212660344136 - www.professeurbadr.blogspot.com -

ion normale 2020 - la page : 337



http://www.professeurbadr.blogspot.com/

La Question : 2) a)
La fonction g est confinue sur lintervalle
10,4 donc I'image de n'importe quel

intervalle inclus dans ]0,+oo[ est un intervalle.

Ainsi - g(10,al) =] lim 9@ ; g(@)|

- ] o (&) ; M[
=11,a]

La Question : 2) b)

On a g : ]0,af — ]0,1[ est une bijection car
contfinue et étant strictement croissante. Donc :
(vyelol[) (3txe]0,al) glx)=y
Autrement —dit (Vx€]0,a[) gx)elo1]
Ou encore : |(Vx6]0,a[) gx) < 1| (%)
Pour x =u, €]0,a[ , on aurait g(u,) <1
C—a—d VneN M <1
un
C—a—d VneN flu,) <u,
C—a—d VneN u, < f1(u,)
C—a—d VneN U, < Upyq
C—a—d la suite (u,),ey €St strictement 7

La Question : 2) c)

La suite (u,)..n €st convergente car croissante
et étant majorée par a.(car vVneN : u, <a)

La suite (uy).en €st définie par la relation de
récurrence u,,; = f (u,) .
On a aussi uge[0,+0o[ et f1([0,+o[) < [0, +oo[

Or la fonction f~! est continue sur [0,+o[ et
la suite (u,), est convergente versun certain
¢ alors la limite ¢ vérifie I'équation f=1(¢) = 4.

= f)=¢
= Le{0,a}
= {f=a car (uy), 7~ et a>0

La partie trois :

: 1) a)

La Question

On a Vx=0 ; f(x)=0 déja vu ©

Et f est confinue sur [0, +oo[

1
Si x <1 = F(x)=ff(t)dt>0

Si x>1 =

1
F(x) =J fHdt<o0

1
Si x=1 = F(1)=ff(t)dt=o
1

La Question : 1) b)

On a f(x) est continue sur [0,+oof .
Donc f admet des primitives sur [0, +oo[ .

En particulier, f admet une primitive ¢
sur [0,4+o[ définie ainsi

o(t) = fl FOdt 5 1e0,+oof

cp’(1)=0
p@®=f1) ; vt=0

1 X
Ona: F(x) =f £(6) dt = —fl £(0) dt = —p(x)

Donc F est dérivable sur [0,+o[ et on a

) / 1
Vx>0 ; FXx)=-—¢ (x)=—f(x)=—x3ln<1+;)
La Question : 1) c)
Vx>0 ; F)=—-f(x)<0
Car : Vvx=0 ; f(x)=0

Donc F est strictement décroissante sur [0, +oo[

La Question : 2) a)
Soit x=>1 et t=>1.
t=21 |= fO=fQ1) ; carf 7
1 1
= ff(t)dt zfandt ;ox=1

= [F)<(1-x)l2| ; x>1

La Question : 2) b)

F(x)<(1—-x)In2

X S} +00

= lim F(x) = —o
X =400
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La Question : 3) a)

1 1
F(x)=f t3 -1n<1+—)dt
N t
u'(t)
v(t)
-1
. (1+1)]1 f1t4 ) ae
=—n — — —_—
4 e/, J 4\ 41
t
NP (1+1)+1f1 © ) 4
B Sy R B C R
La Question : 3) b)
1 t3 1 1 1
dtzf(tz—t+1)dt—f (—)dt
[(F)e=] (e
3 2 1
= — — — _ 1
=3 2+t] [In|t + 1] ]1
X
—(1 1+1) ) 2 — G+ 1)
= 3 > 3 ) X n nwx

|5 x3_l_x2 l( 2 )
e 32 T i+1
La Question : 3) ¢)
P =2, (1+1)+1f1 “ ) e
Ym0 T et
_In2 x41 (1+1)
I R
LS ¥, x In2 +InCx + 1)
4\~ 3 T X meTinx
_ 41 <1+1)+5 x3_|_x2 x In(x+1)
= n 24 1278 4 4

La Question : 3) d)

lim FGe) = Tim (= — 1
XL%L (x)_xg(l)lr 24 4 n

(1+3)

5 1(1 1( 1)
=24z A xin +;)
T 24 4 ()_24

1
Mais pourquoi lim x*In (1 +—> =0 ?
x-07% X

N——

. 1y [ In (1 +%)
parce que c est lir(r)'l+ x* (1 + ;) ——
x—
(1+2)
— li 4 3 li Int
= (Jim G* +2%) x| lim, ==
(1+5)
=0x0=[0]
C lim F(x) = >
omme  lim F() =2,
! 5
Alors : le%LL f(tdt = o7
a | roae =
La Question : 4) a)
Soit neN* et ke[0;n—-1]
D' abord (2k+1 2k>_1>0
abor 2n 2n)  2n
. 2k+1 k
Dou : =
2n n
ko 2k+1 k 2k +1
Soit te[—; ] = —<t<
n n 2n

= ()=srosr(5

22k 2 2t k41
= LZ" f(;)dtsf;" f(t)dtSLG f( — )dt
n 2k +1 n n Cas
B ) s [ From
<(G5-2r(50)
= f(5)< f £ty dt - z;lf(t) <o (550)
= () =r @) -5 =5 (50)
- 2 (G = (G -6 = mr ()
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La Question : 4) b)

. _1f<2k+1)£F

2k+1 k -1 /k
- r @)=z
2n 2n 2n n 2n" \n

0 2k+1<k+1 (2k+1>< (k+1)
=
r 2n n f 2n f n
n—1 n—1
—12 (k+1) -1 (2k+1>
- — -
2n f n n f 2n
k=0 k=0
n—1 n—1

La Question : 4) c)

n n—1
EONIGETEEWIE
" LG =527\
=1 k=0
_ 1 -1 1
= — | f®Odt<v, <— | f(t)dt
2 0 2 0
So ede So ede
Riemaxn Riemdqn

_ =5
= 171551(1711) - E

J'ai le droit d'utiliser les sommes de Riemann
car f est continue sur [0,+o[ 2 [0,1].
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Le Premier Exercice

La Question : 1) a)

Soit d=pA9 = d/p et d/9
= de {1,p} et de {1,3,9}
= d € {1,p}n{1,3,9}
= def{l} ; p#3
= d=1
= pA9=1

La Question : 1) b)

pelP

p—1 =
pro=1 — =10l

On a aussi 9r+4=1 =1 [pq]

= pq/(97-971-1)

= (97-9771 —1) = kpq

= (97-991—1)=k'p avec k' =kq
= p/(97-9771 -1)

= | 99.9r-1 =1 [p]| (1)

or %'=1[p] = [97-97"1=097[p]| (2)

(D et (2) = |97=1][p]

La Question : 2) a)

Soit d=(p—-1)Aq
= d/q et q est un nbr premier

= de {1,q}
On suppose que d =q
Alors (p—1)Aq=q
= q/(p—1)

= [i<e-D] ®

OUARZAZATE, le Mercredi 09 Aout 2020

Or on a (2)

Met2) |= p<q<p-1
= p<p-1
= |0 < —1| contradiction
= ['hypothése (d =q) a rejeter
= l'hypothése (d = 1) est retenue
= |(p —1)Aqg= 1|

La Question : 2) b)

Ona: |[p—DAq=1|

= 3dJa,beN : ag—b(p—1)=1; Bezout

Car q et (p—1) € N tels que q>(p—1)
{9‘? =1[p] - {(9")“ =1 [p]

901 = 1 [p] (901" = 10 [p]

9% =1

- ]
9P=Db =1 [p]
9% =11p

= 9(p—1)b+1 =9 [p]
9% =1 [p]

= 9% =9[p]

= 9=1][p]

= p divise 8

= pe{l1248}

= |p=2| car peP

La Question : 2) c)

Dans le raisonnement proposé dans la question
1)Ja) On peut faire pareil pour montrer
I'identité qA9=1.

qgelP

Ainsi —

q-1 =
qn9 =1 9 = 11q]

Badr Eddine El Fatihi - Ouarzazate - 00212660344136 - www.professeurbadr.blogspot.com -

ion Rattr 2020 - la page : 341



http://www.professeurbadr.blogspot.com/

La Question : 2) d)

{g(q—l) =1[q] {9((1—1) =1[q]
p+q-1 = = 2.,9@@-1) = . =
9 =1|[q] 9.9 =1[q] ; p=2

92.90-1 =92 [q]
{92 <91 = 1[q]
92 =1|q]
q divise 80
q€{1,2,4,5,810,16,20,40,80 }
qef{2;5} car qeP
qef{5} car q>p=2

A A

q=5

Le Deuxieme Exercice

La partie une :

La Question : 1) a)

Rappel : ( Caractérisation des SEV sur R)

(VaeR)(V x,y € F)
(ax+y)eF

F est un sev
de (E,+,)

Soient A et B deux éléments de E.

Soit @ un scalaire de R.

x =y -y x =y =y
aA+B=a<0 z 0>+0 A 0

y x—z x y x'-7 «x

!

(ax +x') —(ay +y) —(ay +y)
= 0 (az + 2") 0
(ay+y) (ax+x)—(az+27) (ax+x)

=M((ax+x"); (ay+y); (az+2)) € E
Car ((ax+x"); (ay+y); (az+2)) € R?
D'ou: (YaeR), (VA BEeE) (¢dA+B) e E

C—a—d: E estun sev de l'espace (M, (R), +,")

Just think about it ©

“ scientists investigate that which
already is ; engineers create that
which has never been

: 1) b)

x =y =y
M(x'y’z)z(o VA 0)

y x—2z X

x 0 0 0 -y -y 0 0 O
=0 0 0|+(0 O O |+|l0 =z O
0 x x y 0 0 0 —z 0

1 0 0 0 -1 -1 0 0 O
=x|0 0 O0)+yl0 O 0 J+z{0 1 O
0 1 1 1 0 0 0 -1 0

u v w

La Question

=xu+yv+zw

Donc (u,v,w) est une famille génératrice de
I'espace vectoriel réel (E,+,).

Soit (au + Bv +yw = 6) une combinaison linéaire
nulle des éléments u, v et w.

a - -B 0 0 O
- 6.7, D643
B a-y «a 0 0 O

f—1 a:ﬁ:y:o

Donc la seule combinaison linéaire de (u,v,w)
qui soit nulle est celle pour laguelle on ait
a=F=y=0.

C-o-d (u,v,w) est une famille libre.

Finalement on déduit que (u,v,w) est une
base de l'espace vectoriel réel (E,+,) comme

étant génératrice de E et étant libre.
Et on aurait ainsi (dimE =3)
La Question : 2) a)
M(x,y,z) x M(x',y',2z")
Xy oY\ (X =Y Y
=(0 z 0 |x|o 7' 0
y x —_ Z x yl xl _ ZI xl
(ex' —yy) =y +xy)  —(xy +x'y)
= 0 zz' 0
(xy +xy) (xx —yy)—zz'  (xx —yy)

=M(xx —yy ; xy +yx; zz) € E
Car : (xx —yy ; xy +yx'; zz) € R3

Just think about it ©

& Science can amuse and fascinate
us all, but it is engineering that
changes the world “
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La Question : 2) b)

(E,+,) est un espace vectoriel réel.

Alors |(E, +) est un groupe commutatif|

On a aussi : |>< est associative sur E c M3 (]R)|

Car x est associative sur M3(R).

Comme x est distributive par rapport & + sur
M,(R) alors x est distributive par rapport a +
dans E. Car E < M3(R).

La conclusion finale est que (E,+,X) est un
anneau. En plus cet anneau est commutatif
car la loi x est commutative sur E.

M(x,y,z) X M(x',y',z’)
=M(xx —yy ; xy +yx ; zz)
=M(x'x—yy; yx+xy; 2z)
=My, z") x M(x,y,2)

La partie deux :

La Question : 1) a)

D' abord On a
Car V (x,y)eR?;

Aussi

FCE
M(x,y,0) e E
F est non vide car 0 € F

Soient A= M(x,y,0) et B = M(x',y',O)
deux matrices de F, Oon a

A—B=M(x,y,00—M(x,y,0)
=M(x—x; y—y ; 0)eF
Car (x—x)eRet (y—y)eR

Donc d'apres la caractérisation des sous-
groupes on en déduit que F est un sous-
groupe du groupe commutatif du groupe (E,+)

La Question : 1) b)

p((x+iy) x (x' +iy)) = o((xx’ —yy) +ilxy +yx))
=M(xx —yy'; xy +yx; 0)
=M(x,y,0) x M(x',y,0)
= p(x +iy) X p(x +iy")

Just think about it ©

“ You never change things by fighting
the existing reality. To change
something, build a new model that
makes the existing model obsolete “

La Question : 1) c)

On montre d'abord que ¢ est une bijection
de C* vers F*. Soit M(a,b,0) une matrice
donnée de F*. Et soit & résoudre dans C*
I'équation ¢@(z) = M(a,b,0).

@) =M(a,b,0) & @(x+iy)=M(a,b,0)
< M(x,y,0) = M(a,b,0)

x -y -y a —-b -b
o (0 0 0 > = (o 0 0 )
y X X b a a

o [E=al et

y=b

D'ou la chose suivante
(VM(a,b,0)eF*),3'z=a+ibeC") : @(z) =M(a,b,0)
C-a0-d que ¢ est bijective.

D'oU ¢ est un isomorphisme.

Alors @(C*,x) = (F*,X) est un groupe
commutatif car (C*x) I'est a priori. Comme
(14 0i) est I'élément neutre pour le groupe
(C*,x) Alors ¢@(1+0i) =M(1,0,0) est I'élément
neutre pour le groupe (F*,X).

Comme

. ly
S * = —_
yme: (x +iy) (xz+y2 x2+y2)

Alors Symg-(M(x,y,0)) = Symp-(@(x + iy))
= ¢(Syme: (x + iy))

_ ( X iy )

=P\ 2 T2 x4y

(s o2 0)
- x2+y2 4 x2+y2 ’

La Question : 1) d)

(F,+,x) est un corps commutatif car :

(F,+) est un groupe abélien

(F*,xX) est un groupe

X est distributive prp a + dans F c M3(R)
X est commutative sur F C E

L'unité du corps (F,+,x) sera I'élément neutre

de la loi x dans F & savoir M(1,0,0).

La Question : 2) a)

010 X =y -y 0 0 0
(000>x<0 0 0>=<000>
0 0 0 y x x 0 0O
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La Question : 2) b)

On suppose l'existence d'un élément de F
inversible pour la multiplication matricielle dans
M;(R). C-o-d M IxM=MxM1=]

01 0 0 0 0
0 0 O]xM=(0 0 0
0 0 O 0 0 0
0 0 0 0 O
e o 0lxMxM1t=(0 0 o|xM1
0 0 0 0 0
0 0 0 O
VRN olxr=(0 0 0
0 0 0 O

< |1 =0]| contradiction

o O O
SO R O Or

Donc ce qu'on a supposé est faux.

C-a-d qu’'aucun élément de F n'est guerre
inversible pour la multiplication matricielle dans
I'ensemble M3(R).

Le Troisieme EXxercice

La Question : 1) 1)

(B) : z24+2z+m?+1=0

A= (2im)*> ; z=-1+im

La Question : 1) 2) a)

Soit ai un nombre imaginaire pure avec a # 0.

ai € solution(F)
= (ai)®+2(1 —i)(ai) + (1 +m? — 4i)ai
-2i(1+m?*) =0
= (4a—2a®)+i(-a®+2a*> +a+im*-2-2m?) =0
N { 4q—-2a*=0
—a’+2a*+a+im?—-2-2m*>=0

{oubien a=0
oubien a =2

= car a# 0

Pour I'implication réciproque si on remplace
z = 2i dans I'équation (F) on obtient zéro.

—8i—8+4+8i+2i+2im*+8—-2i—2im?=0

D'ou la conclusion : (F) admet une solution
imaginaire pure et c’'est le nombre 2i.

La Question : 1) 2) b)

En effectuant la division euclidienne du poly
23 +2(1 -z + (1 +m? — 4i)z—2i(1 + m?) sur Ie
polyndme (z — 2i) I'équation (F) devient ainsi :

(z—2)(z2+2z+1+m?)=0

oubien z = 2i

=d oubien z=-1+im
oubien z=-1—im
La Question : 11) 1)
Zy+ Z
Q = milieu[AB] & zq=-—2 - 5=

HA) =P & (zp—z0)=¢2 (25 —72q)

& p+l=—i(-1+im+1)
=

Zp+zg —-1-—im

A =milieu[0B] & zy = =

—im
nB)=Q o (zp—zy)=e2 (zp—2zy)
(+1+im> ( 1—i +1+im)
PR —+—)=i(-1- =
1T+t 5) =t MmToTY

) i m 1 im
= qgq=l-m—c+—-—-——

2 2 2 2
i m 1 im
= === —
127272772
1
= q=§(l—m—1—1m)
1
s q=z(—l(—1—im)—1—lm)
1
S g= 5(1—1)( 1—-im)
. Zp + 2z —-1+4+im
B = milieu[0A] & zp = 02 4 = >

—im

r0)=R & (zp—zp)=e 2 (29— 2zp)
+1 im ,(1 lm>
= —_—— = = —_—
A VI
i m 1 im
S r=—————— —
2 2 2 2
1
= ZE( [ —1+4im)

1
S r=§(i(—1+im)—1+im)

o r=%(i+1)(—1+im)

= r=%(1—i)(—1—im)=c_1
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La Question : 1l) 2) a) La Question : 1) c)

, 1—m La fonction f'(x) est dérivable sur [0,1]
D abord |Tm(q) = — | facile a prouver comme étant somme de deux fonctions
toutes les deux dérivables sur [0,1].
. _ . /1—m
Dou : =q—q:2132m(q)=21( 2 ) £ 0 -1 (2—x+x) x—4
X) = —_ =
=i—im=—i(-1+m) = [=ip] 2 - @-x?2/ 2-x)?
La Question : 1) 2) b) On remarque que Vxel01] : f (x)<0
Zg—7p\ q—1 —ip " Donc f’ est strictement décroissante sur I.
On a (z _Z)= = =—ji=¢e 2
poso P P La Question : 1) d)
{ ZQ — ZR _ , . .
2 — 2 1 On a f' est continue et strictement monotone
Ainsi P20 sur l'intervalle I (décroissante).
insi
arg<ZQ_ZR) — [27] Alors f' : [0,1] — [~1,In2] est une bijection.
Zp — Zp 2
C-a0d : (Vye[-1;In2D @!xe[01]) : f(x)=y
|zp — zp| = |ZQ _ZR|
— J —n C-a-d: (pour 0e[-1;In2]) @ael0,1]) : f (a)=0
(OP; RQ)ET[ZH] Comme : f(0)=In2 et f(1)=-1.
QR = 0P F@=0 o Im2-a)———=0
— 2—«a
(OP) L (QR)

& In(2—a)=

2—«
Le Quatrieme EXxercice

o?
s aln(Z—a)=2_

La partie une :

La Question : 1) a) o2

= |f(a) =

2—«

La fonction u: [0,1] — [1,2] est dérivable sur [0,1]
x — (2-x) La Question : 2) a)

Car c’est un polynébme. Soit x € [01]

La fonction v: ]0,+o[+— R est dérivable sur R* Si x2a|= f@@<f(a) car f est N I
D'aprées le cours. x +—Inx & F@<20 car f@=0
On remarque que u([0,1]) = [1,2] < ]0, 4ool. = fest N sur[a1]
Donc la composition voeu(x)=In(2—-x) est Si x<a = f@=f(a) car f est N I
dérivable sur l'intervalle [0,1]. ) )
= fx)=0 car f () =0
D'ou x — xIn(2—x) est dérivable sur [0,1] - ¢ [0, ]
comme étant produit de deux fonctions fes sur 19, al.
toutes les deux dérivables sur [0,1]. Ainsi on déduit le tableau suivant :
La Question : 1) b) x |0 a 1
f'0)=(xIn@-2)) f G in2 1
= x(In(2 — %)) +1In(2 - x) a’
Ly f 2—«a
=——+In(2-x) ; Vxel0,1]
2—x 0 0
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La Question : 2) b)

We have just found that the second

derivative f"(x) is always negative :
<0

So the curve (€) is concave. How about that ©

Vxel ;

La Question : 2) c)

Soient x et t deux éléments de I tels que x <t

f est continue sur [x,t] c [0,1]
f est dérivable sur |x,t[ c [0,1]

fO-f&x_ .
——x @

= dJcelxt] ;

celx,tf] = c<t

= f@O©z2f® ;
(1O=10).

car f est N sur I

t
= [fO)<E-Of O+fO)]

La Question : 2) d)

Pour t =0 l'inégalité (x) devient :
fG) <xf(0)+£(0)
c-a-d
Pour t =1 I'inégalité (x) devient :
fO<E-Df@O+fD)
c-a-d

La Question : 3)

©

1

<

Just think about it ©

“ Science is about knowing ;
engineering is about doing

La Question : 4)

1
ﬂ=fuunw e
0

1
= gch-ln(Z—x)dx

2
0 ' v

-1
=——1-2[In|2 — x|]}

4

_ 22

= -1-2(-In2)

_(8In2-5\

= (=) I
8In2 -5

=( 4 >(4cm2)

= (8In2 —5) cm?

Remargue :

J'ai effectué dans mon brouillon, la division
euclidienne de x? par (2—-x) pour justifier
I'identité suivante :

<2x—2x>=(_x_2+2ix)

La partie deux :

La Question : 1) a)

xel0,1]] = 0<x<1

¥ n
- {etblen 0<x"<1 vn=2

ethien 1<2—-x<2

0<x"<1
{OSIn(Z—x)SIHZ

= 0<x"In2—-x)<In2

= |[a(x)=0

Et Encore {fn(O) =0"-In(2-0)=0

f(D=1"-In(2-1) =0
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La Question : 1) b)

La fonction f,(x) est continue sur lintervalle
[0,1] et dérivable sur l'intervalle 10,1 comme
étant produit de deux fonctions continues et
dérivables sur I.

Eton a f£,(0) = f,(1) donc d’'apres le théoreme
de Rolle : Fa,€]01] : f,(a,) =0

La Question : 2) a)

La fonction f, est dérivable sur l'intervalle I
comme étant produit de deux fonctions
toutes les deux dérivables sur 1.

fo() = (x" In(2 — x))’
=nx"1-In(2—-x)— 3 _n

=x"1 (n In(2 —x) — ZXTX)

=x""t In (x)

La Question : 2) b)

' —n 2—x+x
'g"(x)ZZ—x_<(2—x)2)
_n(2-x)-2
(2 —x)?
=nx—2n-2
xel | = x<1
= nx<n
= nx—-2n—2<n-2n-2
= mx—-2n—-2<-(n+1)<0
= nmx—-2n—-2<0
nx —2n—2
= —(Z—x)2 <0
= g,(x)<0
= gp est N surl

La Question : 2) c)

Comme g, est confinue et étant strictement
décroissante alors g, : [0,1] — [-1; nln2] est
une bijection de [0,1] vers son image [—1,nln 2]
avec g,([0,1])=[-1;nIn2] d'oU selon la
définition de la biiection on écrit :

(Vyel-1;nIn2]), (@'xel01]) : g.(x)=y
(pour 0e[—1;nIn2]),A'a, €[0,1]) : g,(a,) =0
& ()" gn(a) =0

& fila) =0

La Question : 3) a)

fila)=0 | & gu(a,) =0

= ()" " In(2 — ay)

arTzH—l

1
= fn(an) :E<

La Question : 3) b)

a, €]0,1[ ; VneN
= 0<ag,<1 et 0<

= 1<Q2-a,)<2 et
1< 1

: —

2 2—a,

| 1

2—a,

<1l et |

Ont1
2—a,

—1 |

1

n

1 anq
- — n
nl2 —a,

= 1@< (3)

= |limf,(a,) =0
noo

La Question : 3) c)

Z—an>

a
= n-ln(Z—an)—Z_an—
= n-ln(Z—an)—Z_an
YRS
= ln(z_an)_ﬁ(Z—an)

1 arrll+1
- E(Z - an>

Ant1 < 1

|an+1| <1

an+1| <1

<1 et |ap41l<1

An+1

In+1(@p41) =0 © (n+1)In(2 —ay4q) — )
— n+1
On+1
o |+ D@ -a,,)=—"1
2 - An+1
An+1
Ona : In (an+1) = nln(z - Crn+1) - 2—
—Qni1

=0

=nIn2 —apy1) —(m+ 1) In(2 — ap41)

=—In(2 — ay41)
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La Question : 3) d)

D'abord In(@ny1) — gn (@)= —In(2 — ay41) — 0

=—In(2 - a,41)

A1 €101 = a1 <1 = —a,q>-1

= 2_an+1>1

= In(2—a,;1)>0
= -In(2-a,;1)<0
= Ggn(@n41) = gn(@,) <O
= Gn(@ni1) < gn(an)
= gn'(9n(@n11)) < 97" (gn(@n))
Car g, est une bijection décroissant sur [0,1]
= apu>a, ; Yn=2
=  (a,)n> est une suite croissante

La Question : 3) e)

La suite (a,).> est une suite convergente car
croissante et étant majorée par 1.

car 0<a, <1 soit ainsi lim(a,) =+
La Question : 3) f)

On a 0<a,<1

Alors par passage aux limites 0<?<1

Comme f, est continue sur [0,1].

Alors  lim £, () = f, (lim(a,)) = f,(8) = 0
noo noo
(c-a-d intervertirles signes lim et f, )
& MIn2-2)=0
< In2-4)=0

= [e=1]

La partie trois :

car £ #0

La Question : 1)

xe[01]] = x<1

{etbien 1<(22—-x)<2
et bien x-x" <x"™ car x" >0

{etbien 0<In2—-x)<In2
et bien x™"1 < x"

= 0<x"l-In(2—x)<x"-In(2-x)

1 1
= OSJ.x"“-ln(Z—x)defx"-ln(Z—x)dx
0 0

Car la confinuité est vérifiee et 0<1 garde le
sens de l'inégalité inchangée.
=  0<Il,y <, ; Vn>2

La suite (I,),>; est une suite décroissante en
plus elle est minorée par 0 donc convergente.

La Question : 2)

1
a=Lm@wx

1
=f x™ +In(2 — x) dx
0 D ——

S~
v (x) u(x)

1 1 1/ ,ntl -1
=[n+1ln(2—x)]o—J(; <n+1>(2—x>dx
1 1/, n+l
n+1f0 (2—x>dx
1 1/, n+l
- n+1j;, <2—x)dx

3) a)

=0+

La Question :

etbien 2—x>1
0<x<1l =

et bien x"t1 <1

L)<
2—x

et bien 0 < x"1 <1

xn+1
= O<< )<1
2—x

1 1/ n+l 1
= dexSf < )dxﬁfldx
0 0o \2—x 0

La continuité est vérifié et 0 < 1.

1 xn+1
= OSJ< >dx£1
1 1 xn+1 1
= 0 dx <
n+1J0 <Z—x> YEn

= 0<I, <

et bien 0 < (

La Question :

1
o<ty < (1)

= |lim(,) =0
noo

0
0
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